é. í. çÅÌØÆÁÎÄ

ìÅËÃÉÉ ÐÏ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÅ

ÐÑÔÏÅ ÉÚÄÁÎÉÅ, ÉÓÐÒÁŒÌÅÎÎÏÅ

äÏÂÒÏÓŒÅÔ íãîíï

íÏÓËŒÁ 1998 ââë 22.143 Ñ 7 ç 27

çÅÌØÆÁÎÄ é. í.

ç 27 ìÅËÃÉÉ ÐÏ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÅ.| 5-Å ÉÚÄ., ÉÓ- ÐÒÁŒÌÅÎÎÏÅ.| í.: äÏÂÒÏÓŒÅÔ, íÏÓËÏŒÓËÉÊ ÃÅÎÔÒ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÇÏ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ, 1998.| 320 Ó.

ISBN 5{7913{0016{6

þÉÔÁÔÅÌÀ ÐÒÅÄÌÁÇÁÅÔÓÑ ÐÑÔÏÅ, ÉÓÐÒÁŒÌÅÎÎÏÅ ÉÚÄÁÎÉÅ ËÕÒÓÁ ÌÅËÃÉÊ é. í. çÅÌØÆÁÎÄÁ, ÞÉÔÁŒÛÉÈÓÑ ÁŒÔÏÒÏÍ Œ íÏÓËÏŒÓËÏÍ ÇÏ- ÓÕÄÁÒÓÔŒÅÎÎÏÍ ÕÎÉŒÅÒÓÉÔÅÔÅ ÎÁ ÐÒÏÔÑÖÅÎÉÉ ÒÑÄÁ ÌÅÔ.

äÌÑ ÓÔÕÄÅÎÔÏŒ-ÍÁÔÅÍÁÔÉËÏŒ É ÛÉÒÏËÏÇÏ ËÒÕÇÁ ÓÐÅÃÉÁÌÉÓÔÏŒ, ÉÓÐÏÌØÚÕÀÝÉÈ ÍÅÔÏÄÙ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ.

ISBN 5{7913{0016{6 © çÅÌØÆÁÎÄ é. í., 1998 © äÏÂÒÏÓŒÅÔ, 1998 ïçìáœìåîéå

ðÒÅÄÉÓÌÏŒÉÅ Ë ÐÑÔÏÍÕ ÉÚÄÁÎÉÀ . . . . . . . . . . . . . . . . . 5 ðÒÅÄÉÓÌÏŒÉÅ Ë ÞÅÔŒÅÒÔÏÍÕ ÉÚÄÁÎÉÀ . . . . . . . . . . . . . . 5 ðÒÅÄÉÓÌÏŒÉÅ Ë ÔÒÅÔØÅÍÕ ÉÚÄÁÎÉÀ . . . . . . . . . . . . . . . . 5 ðÒÅÄÉÓÌÏŒÉÅ ËÏ ŒÔÏÒÏÍÕ ÉÚÄÁÎÉÀ . . . . . . . . . . . . . . . 6 ðÒÅÄÉÓÌÏŒÉÅ Ë ÐÅÒŒÏÍÕ ÉÚÄÁÎÉÀ . . . . . . . . . . . . . . . . 6

ç Ì Á Œ Á I

n-ÍÅÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ. ìÉÎÅÊÎÙÅ É ÂÉÌÉÎÅÊÎÙÅ ÆÏÒÍÙ . . . 7

§ 1. ìÉÎÅÊÎÏÅ (ÁÆÆÉÎÎÏÅ) n-ÍÅÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ . . . . . 7 § 2. åŒËÌÉÄÏŒÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34 § 3. ïÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÊ ÂÁÚÉÓ. éÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÅŒËÌÉÄÏŒÙÈ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 44 § 4. âÉÌÉÎÅÊÎÙÅ É ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÙÅ ÆÏÒÍÙ . . . . . . . . . . . 63 § 5. ðÒÉŒÅÄÅÎÉÅ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÙ Ë ÓÕÍÍÅ ËŒÁÄÒÁÔÏŒ . 74 § 6. ðÒÉŒÅÄÅÎÉÅ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÙ Ë ÓÕÍÍÅ ËŒÁÄÒÁÔÏŒ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÙÍ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅÍ . . . . . . . . . . . . . . 79 § 7. úÁËÏÎ ÉÎÅÒÃÉÉ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 92 § 8. ëÏÍÐÌÅËÓÎÏÅ n-ÍÅÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ . . . . . . . . . . . 98

ç Ì Á Œ Á II

ìÉÎÅÊÎÙÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 110

§ 9. ìÉÎÅÊÎÙÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ É ÏÐÅÒÁÃÉÉ ÎÁÄ ÎÉÍÉ . . . . 110 § 10. éÎŒÁÒÉÁÎÔÎÙÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ, ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÅ ŒÅËÔÏÒÙ É ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ . . 130 § 11. ìÉÎÅÊÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ, ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÏÅ Ë ÄÁÎÎÏÍÕ . . 144 § 12. óÁÍÏÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÅ (ÜÒÍÉÔÏŒÙ) ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ. ïÄÎÏ- ŒÒÅÍÅÎÎÏÅ ÐÒÉŒÅÄÅÎÉÅ ÐÁÒÙ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÙÈ ÆÏÒÍ Ë ÓÕÍ- ÍÅ ËŒÁÄÒÁÔÏŒ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 154

4 ÏÇÌÁŒÌÅÎÉÅ

§ 13. õÎÉÔÁÒÎÙÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ . . . . . . . . . . . . . . . . 162 § 14. ðÅÒÅÓÔÁÎÏŒÏÞÎÙÅ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ. îÏÒÍÁÌØ- ÎÙÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 168 § 15. òÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ Œ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÕÎÉÔÁÒÎÏÇÏ É ÜÒÍÉÔÏŒÁ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 173 § 16. ìÉÎÅÊÎÙÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ Œ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÍ ÅŒËÌÉÄÏŒÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 178 § 17. üËÓÔÒÅÍÁÌØÎÙÅ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ . . . . 193

ç Ì Á Œ Á III

ëÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÊ ŒÉÄ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÈ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ . 200

§ 18. îÏÒÍÁÌØÎÁÑ ÆÏÒÍÁ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ . . . . . 200 § 19. ðÒÉŒÅÄÅÎÉÅ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ Ë ÎÏÒÍÁÌØ- ÎÏÊ ÆÏÒÍÅ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 207 § 20. äÒÕÇÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÔÅÏÒÅÍÙ Ï ÐÒÉŒÅÄÅÎÉÉ Ë ÎÏÒ- ÍÁÌØÎÏÊ ÆÏÒÍÅ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 223 § 21. éÎŒÁÒÉÁÎÔÎÙÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ . . . . . . . . . . . . . . . . . 230 § 22. ˘-ÍÁÔÒÉÃÙ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 240

ç Ì Á Œ Á IV

ðÏÎÑÔÉÅ Ï ÔÅÎÚÏÒÁÈ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 260

§ 23. óÏÐÒÑÖÅÎÎÏÅ (ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÏÅ) ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ . . . . . . . 260 § 24. ôÅÎÚÏÒÙ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 272 § 25. ôÅÎÚÏÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ . . . . . . . . . . . . . . . . . . 293

ä Ï Â Á Œ Ì Å Î É Å

ôÅÏÒÉÑ ŒÏÚÍÕÝÅÎÉÊ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 311

§ 1. óÌÕÞÁÊ ÎÅËÒÁÔÎÙÈ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ . . . . . . . . 311 § 2. óÌÕÞÁÊ ËÒÁÔÎÙÈ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ . . . . . . . . . 317

ðòåäéóìïœéå ë ðñôïíõ éúäáîéà

îÁÓÔÏÑÝÅÅ ÐÑÔÏÅ ÉÚÄÁÎÉÅ ÏÔÌÉÞÁÅÔÓÑ ÏÔ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ ÞÅÔŒÅÒ- ÔÏÇÏ ÉÓÐÒÁŒÌÅÎÉÅÍ ÒÑÄÁ ÐÏÇÒÅÛÎÏÓÔÅÊ É ÏÐÅÞÁÔÏË.

áŒÔÏÒ ÂÌÁÇÏÄÁÒÉÔ œ. à. òÁÄÉÏÎÏŒÁ É ÒÅÄÁËÔÏÒÁ ËÎÉÇÉ œ. œ. ñÝÅÎËÏ ÚÁ ÐÏÌÅÚÎÙÅ ÚÁÍÅÞÁÎÉÑ.

óÅÎÔÑÂÒØ 1998 Ç. é. çÅÌØÆÁÎÄ

ðòåäéóìïœéå ë þåôœåòôïíõ éúäáîéà

œ ÎÁÓÔÏÑÝÅÅ ÞÅÔŒÅÒÔÏÅ ÉÚÄÁÎÉÅ ÄÏÂÁŒÌÅÎ ÎÏŒÙÊ ÐÁÒÁ- ÇÒÁÆ ĂôÅÎÚÏÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅĄ (§ 25), ÎÁÐÉÓÁÎÎÙÊ ÓÏŒÍÅÓÔÎÏ Ó í. é. çÒÁÅŒÙÍ. äÏÂÁŒÌÅÎÙ ÔÁËÖÅ Ð. 6 Œ § 9 É ÔÅËÓÔ, ÎÁÐÅÞÁÔÁÎÎÙÊ ÍÅÌËÉÍ ÛÒÉÆÔÏÍ, Œ ËÏÎÃÅ Ð. 2 § 23.

áŒÔÏÒ ÂÌÁÇÏÄÁÒÉÔ ÞÉÔÁÔÅÌÅÊ á. ç. ëÁÒÎÏŒÓËÏÇÏ (Ç. ëÁÕÎÁÓ) É à. ç. ûÍÅÌÁËÏŒÁ (Ç. íÏÓËŒÁ) ÚÁ ÚÁÍÅÞÁÎÉÑ, ÐÏÚŒÏÌÉŒÛÉÅ ÉÓÐÒÁ- ŒÉÔØ ÒÑÄ ÏÐÅÞÁÔÏË É ÐÏÇÒÅÛÎÏÓÔÅÊ.

äÅËÁÂÒØ 1970 Ç. é. çÅÌØÆÁÎÄ

ðòåäéóìïœéå ë ôòåôøåíõ éúäáîéà

îÁÓÔÏÑÝÅÅ ÔÒÅÔØÅ ÉÚÄÁÎÉÅ ÏÔÌÉÞÁÅÔÓÑ ÏÔ ŒÔÏÒÏÇÏ ÒÑÄÏÍ ÐÅÒÅ- ÄÅÌÏË É ÄÏÂÁŒÌÅÎÉÊ Œ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÍÅÓÔÁÈ ËÎÉÇÉ.

îÁÉÂÏÌÅÅ ÓÕÝÅÓÔŒÅÎÎÏÅ ÄÏÂÁŒÌÅÎÉÅ | ÎÏŒÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÔÅÏÒÅÍÙ Ï ÐÒÉŒÅÄÅÎÉÉ ÍÁÔÒÉÃÙ Ë ÖÏÒÄÁÎÏŒÏÊ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÊ ÆÏÒÍÅ (§ 19).

úÁ ÐÏÍÏÝØ Œ ÐÅÒÅÒÁÂÏÔËÅ ËÎÉÇÉ Ñ ÂÌÁÇÏÄÁÒÀ œ. ðÏÎÏÍÁÒÅŒÁ É ú. ñ. ûÁÐÉÒÏ.

âÌÁÇÏÄÁÒÀ ÔÁËÖÅ ÒÅÄÁËÔÏÒÁ ËÎÉÇÉ î. ñ. œÉÌÅÎËÉÎÁ ÚÁ ÒÑÄ ÃÅÎÎÙÈ ÓÏŒÅÔÏŒ.

äÅËÁÂÒØ 1965 Ç. é. çÅÌØÆÁÎÄ

6 ÐÒÅÄÉÓÌÏŒÉÅ ËÏ ŒÔÏÒÏÍÕ ÉÚÄÁÎÉÀ

ðòåäéóìïœéå ëO œôïòïíõ éúäáîéà

œÔÏÒÏÅ ÉÚÄÁÎÉÅ ÏÔÌÉÞÁÅÔÓÑ ÏÔ ÐÅÒŒÏÇÏ ÒÑÄÏÍ ÓÕÝÅÓÔŒÅÎÎÙÈ ÉÚÍÅÎÅÎÉÊ É ÄÏÐÏÌÎÅÎÉÊ. îÁÉÂÏÌÅÅ ËÒÕÐÎÙÍÉ ÉÚ ÎÉÈ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ: ŒËÌÀÞÅÎÙ ÄŒÁ ÄÏÂÁŒÌÅÎÉÑ, ÐÏÍÅÝÅÎÎÙÅ Œ ËÏÎÃÅ ËÎÉ- ÇÉ: Ï ŒÙÞÉÓÌÉÔÅÌØÎÙÈ ÍÅÔÏÄÁÈ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ É Ï ÔÅÏÒÉÉ ŒÏÚ- ÍÕÝÅÎÉÊ, ÄÏÂÁŒÌÅÎ ÐÁÒÁÇÒÁÆ, ÐÏÓŒÑÝÅÎÎÙÊ ÜËÓÔÒÅÍÁÌØÎÙÍ ÓŒÏÊ- ÓÔŒÁÍ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ, É ÐÁÒÁÇÒÁÆ Ï ˘-ÍÁÔÒÉÃÁÈ (§§ 17 É 22), ÚÁÎÏŒÏ ÎÁÐÉÓÁÎÁ ÇÌÁŒÁ Ï ÖÏÒÄÁÎÏŒÏÊ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÊ ÆÏÒÍÅ ÌÉ- ÎÅÊÎÏÇÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ, ÐÅÒÅÒÁÂÏÔÁÎÁ ÞÅÔŒÅÒÔÁÑ ÇÌÁŒÁ. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÓÄÅÌÁÎÏ ÍÎÏÇÏ ÂÏÌÅÅ ÍÅÌËÉÈ ÄÏÂÁŒÌÅÎÉÊ É ÉÚÍÅÎÅÎÉÊ. îÏ- ŒÙÊ ÔÅËÓÔ ÎÁÐÉÓÁÎ ÍÎÏÀ ÓÏŒÍÅÓÔÎÏ Ó ú. ñ. ûÁÐÉÒÏ.

œÙÒÁÖÁÀ ÂÌÁÇÏÄÁÒÎÏÓÔØ á. ç. ëÕÒÏÛÕ, ÐÒÅÄÏÓÔÁŒÉŒÛÅÍÕ Œ ÍÏÅ ÒÁÓÐÏÒÑÖÅÎÉÅ ÚÁÐÉÓÉ ÓŒÏÉÈ ÌÅËÃÉÊ ÐÏ ÔÅÎÚÏÒÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÅ. úÁ ÒÑÄ ÃÅÎÎÙÈ ÚÁÍÅÞÁÎÉÊ ÂÌÁÇÏÄÁÒÀ ó. œ. æÏÍÉÎÁ.

âÌÁÇÏÄÁÒÀ ÔÁËÖÅ í. ì. ãÅÔÌÉÎÁ ÚÁ ÐÏÍÏÝØ ÐÒÉ ÏÆÏÒÍÌÅÎÉÉ ÒÕËÏÐÉÓÉ É ÒÑÄ ÓÏŒÅÔÏŒ.

óÅÎÔÑÂÒØ 1950 Ç. é. çÅÌØÆÁÎÄ

ðòåäéóìïœéå ë ðåòœïíõ éúäáîéà

œ ÏÓÎÏŒÕ ÎÁÓÔÏÑÝÅÊ ËÎÉÇÉ ÐÏÌÏÖÅÎ ËÕÒÓ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ, ÞÉÔÁÎÎÙÊ ÁŒÔÏÒÏÍ ÎÁ ÍÅÈÁÎÉËÏ-ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÍ ÆÁËÕÌØÔÅÔÅ íÏ- ÓËÏŒÓËÏÇÏ ÇÏÓÕÄÁÒÓÔŒÅÎÎÏÇÏ ÕÎÉŒÅÒÓÉÔÅÔÁ É Œ âÅÌÏÒÕÓÓËÏÍ ÇÏÓÕ- ÄÁÒÓÔŒÅÎÎÏÍ ÕÎÉŒÅÒÓÉÔÅÔÅ.

œ ÎÁÐÉÓÁÎÉÉ ÜÔÏÊ ËÎÉÇÉ ÐÒÉÎÑÌ ÚÎÁÞÉÔÅÌØÎÏÅ ÕÞÁÓÔÉÅ óÅÒÇÅÊ œÁÓÉÌØÅŒÉÞ æÏÍÉÎ. åÇÏ ÐÏÍÏÝØ ÂÙÌÁ ÎÁÓÔÏÌØËÏ ÓÕÝÅÓÔŒÅÎÎÁ, ÞÔÏ ÂÅÚ ÎÅÅ ÜÔÁ ËÎÉÇÁ ŒÒÑÄ ÌÉ ÍÏÇÌÁ ÂÙÔØ ÎÁÐÉÓÁÎÁ.

áŒÔÏÒ ŒÙÒÁÖÁÅÔ ÂÌÁÇÏÄÁÒÎÏÓÔØ ÄÏÃÅÎÔÕ âçõ á. å. ôÕÒÅÃËÏ- ÍÕ, ÐÒÅÄÏÓÔÁŒÉŒÛÅÍÕ Œ ÅÇÏ ÒÁÓÐÏÒÑÖÅÎÉÅ ÏÂÒÁÂÏÔÁÎÎÙÅ ÚÁÐÉÓËÉ ÌÅËÃÉÊ, ÞÉÔÁÎÎÙÈ ÁŒÔÏÒÏÍ Œ 1945 Ç., Á ÔÁËÖÅ ä. á. òÁÊËÏŒÕ, ŒÎÉ- ÍÁÔÅÌØÎÏ ÐÒÏÞÉÔÁŒÛÅÍÕ ÒÕËÏÐÉÓØ É ÓÄÅÌÁŒÛÅÍÕ ÒÑÄ ÃÅÎÎÙÈ ÚÁ- ÍÅÞÁÎÉÊ.

îÅËÏÔÏÒÙÅ ÍÅÓÔÁ Œ ÔÅËÓÔÅ ÎÁÐÅÞÁÔÁÎÙ ÍÅÌËÉÍ ÛÒÉÆÔÏÍ. üÔÉ ÒÁÚÄÅÌÙ ÎÅ ÉÓÐÏÌØÚÕÀÔÓÑ Œ ÏÓÎÏŒÎÏÍ ÔÅËÓÔÅ É ÐÒÉ ÐÅÒŒÏÍ ÐÏŒÅÒÈ- ÎÏÓÔÎÏÍ ÞÔÅÎÉÉ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÐÒÏÐÕÝÅÎÙ.

ñÎŒÁÒØ 1948 Ç. é. çÅÌØÆÁÎÄ

ç ì á œ á I

n-íåòîïå ðòïóôòáîóôœï. ìéîåêîùå é âéìéîåêîùå æïòíù

§ 1. ìÉÎÅÊÎÏÅ (ÁÆÆÉÎÎÏÅ) n-ÍÅÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ

1. ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ. þÁÓÔÏ ÐÒÉ- ÈÏÄÉÔÓÑ ŒÓÔÒÅÞÁÔØÓÑ Ó ÏÂSSÅËÔÁÍÉ, ÎÁÄ ËÏÔÏÒÙÍÉ ÐÒÏ- ÉÚŒÏÄÑÔÓÑ ÏÐÅÒÁÃÉÉ ÓÌÏÖÅÎÉÑ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÞÉÓÌÁ. ðÒÉŒÅÄÅÍ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÐÒÉÍÅÒÏŒ.

1. œ Ç Å Ï Í Å Ô Ò É É ÏÂSSÅËÔÁÍÉ ÔÁËÏÇÏ ÒÏÄÁ ÑŒÌÑ- ÀÔÓÑ ŒÅËÔÏÒÙ Œ ÔÒÅÈÍÅÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ, Ô. Å. ÎÁÐÒÁ- ŒÌÅÎÎÙÅ ÏÔÒÅÚËÉ. ðÒÉ ÜÔÏÍ, ÅÓÌÉ ÄŒÁ ÎÁÐÒÁŒÌÅÎÎÙÈ ÏÔ- ÒÅÚËÁ ÍÏÖÎÏ ÓÏŒÍÅÓÔÉÔØ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÍ ÐÅÒÅÎÏÓÏÍ, ÔÏ ÓÞÉÔÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÏÎÉ ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔ ÏÄÉÎ É ÔÏÔ ÖÅ ŒÅËÔÏÒ. ðÏÜÔÏÍÕ ÕÄÏÂÎÏ ŒÓÅ ÜÔÉ ÏÔÒÅÚËÉ ÏÔËÌÁÄÙŒÁÔØ ÏÔ ÏÄÎÏÊ ËÁËÏÊ-ÌÉÂÏ ÔÏÞËÉ, ËÏÔÏÒÕÀ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙŒÁÔØ ÎÁÞÁÌÏÍ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ. ïÐÅÒÁÃÉÑ ÓÌÏÖÅÎÉÑ ŒÅËÔÏÒÏŒ, ËÁË ÉÚŒÅÓÔÎÏ, ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ: ÓÕÍÍÏÊ ŒÅËÔÏÒÏŒ x É y ÍÙ ÓÞÉÔÁÅÍ ÄÉÁÇÏÎÁÌØ ÐÁÒÁÌÌÅÌÏÇÒÁÍÍÁ ÓÏ ÓÔÏÒÏÎÁÍÉ x É y. éÚŒÅÓÔÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ŒŒÏÄÉÔÓÑ ÔÁËÖÅ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÎÁ ÞÉÓÌÁ.

2. œ Á Ì Ç Å Â Ò Å ÍÙ ŒÓÔÒÅÞÁÅÍÓÑ Ó ÓÉÓÔÅÍÁÍÉ n ÞÉÓÅÌ x = (¸_1; ¸_2; : : : ; ¸_n) (ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÓÔÒÏËÉ ÍÁÔÒÉÃÙ, ÓÏŒÏËÕÐÎÏÓÔØ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏŒ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÏÒÍÙ É Ô. Ä.). äÌÑ ÔÁËÉÈ ÓÉÓÔÅÍ ÏÐÅÒÁÃÉÉ ÓÌÏÖÅÎÉÑ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÞÉÓÌÁ ÏÂÙÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÔÁË: ÓÕÍÍÏÊ ÓÉÓÔÅÍ x = (¸_1; ¸_2; : : : ; ¸_n) É y = (ȷ_1; ȷ_2; : : : ; ȷ_n) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ

8 n-ÍÅÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ [ÇÌ. i

ÓÉÓÔÅÍÁ x + y = (¸_1 + ȷ_1; ¸_2 + ȷ_2; : : : ; ¸_n + ȷ_n). ðÒÏÉÚŒÅÄÅ- ÎÉÅÍ ÓÉÓÔÅÍÙ x = (¸_1; ¸_2; : : : ; ¸_n) ÎÁ ÞÉÓÌÏ ˘ ÍÙ ÓÞÉÔÁÅÍ ÓÉÓÔÅÍÕ ˘x = (˘¸_1; ˘¸_2; : : : ; ˘¸_n).

3. œ Á Î Á Ì É Ú Å ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÏÐÅÒÁÃÉÉ ÓÌÏÖÅÎÉÑ ÆÕÎËÃÉÊ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÉÈ ÎÁ ÞÉÓÌÁ. œ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÍÙ ÄÌÑ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÓÔÉ ÂÕÄÅÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ÓÏŒÏËÕÐÎÏÓÔØ ŒÓÅÈ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ, ÚÁÄÁÎÎÙÈ ÎÁ ÓÅÇÍÅÎÔÅ [a; b].

œ ÐÒÉŒÅÄÅÎÎÙÈ ÐÒÉÍÅÒÁÈ ÏÄÎÉ É ÔÅ ÖÅ ÏÐÅÒÁÃÉÉ ÓÌÏ- ÖÅÎÉÑ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÞÉÓÌÁ ÐÒÏÉÚŒÏÄÑÔÓÑ ÎÁÄ ÓÏŒÅÒ- ÛÅÎÎÏ ÒÁÚÎÙÍÉ ÏÂSSÅËÔÁÍÉ. äÌÑ ÔÏÇÏ ÞÔÏÂÙ ÉÚÕÞÉÔØ ŒÓÅ ÔÁËÉÅ ÐÒÉÍÅÒÙ Ó ÅÄÉÎÏÊ ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ, ÍÙ ŒŒÅÄÅÍ ÐÏ- ÎÑÔÉÅ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ, ÉÌÉ ÁÆÆÉÎÎÏÇÏ, ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ.

ï Ð Ò Å Ä Å Ì Å Î É Å 1. íÎÏÖÅÓÔŒÏ R ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ x; y; z; : : : ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÙÍ (ÁÆÆÉÎÎÙÍ) ÐÒÏÓÔ- ÒÁÎÓÔŒÏÍ, ÅÓÌÉ:

a) ËÁÖÄÙÍ ÄŒÕÍ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍ x É y ÐÏÓÔÁŒÌÅÎ Œ ÓÏÏÔ- ŒÅÔÓÔŒÉÅ ÜÌÅÍÅÎÔ z, ÎÁÚÙŒÁÅÍÙÊ ÓÕÍÍÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ x É y; ÓÕÍÍÁ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ x É y ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ x + y, b) ËÁÖÄÏÍÕ ÜÌÅÍÅÎÔÕ x É ËÁÖÄÏÍÕ ÞÉÓÌÕ ˘ ÉÚ ÎÅËÏ- ÔÏÒÏÇÏ ÐÏÌÑ ÐÏÓÔÁŒÌÅÎ Œ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ ÜÌÅÍÅÎÔ ˘x, ÎÁÚÙŒÁÅÍÙÊ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅÍ ÜÌÅÍÅÎÔÁ x ÎÁ ÞÉÓÌÏ ˘.

üÔÉ ÏÐÅÒÁÃÉÉ ÄÏÌÖÎÙ ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÔÒÅÂÏŒÁÎÉÑÍ (ÁËÓÉÏÍÁÍ):

I. 1^∘ x + y = y + x (ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÓÔØ).

2^∘ (x + y) + z = x + (y + z) (ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÏÓÔØ). 3^∘ óÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÜÌÅÍÅÎÔ 0 ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ x+0 = x ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ x. üÌÅÍÅÎÔ 0 ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÎÕÌÅŒÙÍ ÜÌÅÍÅÎ- ÔÏÍ.

4^∘ äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ x ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÜÌÅÍÅÎÔ, ÏÂÏ- ÚÎÁÞÁÅÍÙÊ ÞÅÒÅÚ −x, ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ x + (−x) = 0.

II. 1^∘ 1 · x = x,

2^∘ ff(fix) = fffi(x).

III. 1^∘ (ff + fi)x = ffx + fix,

2^∘ ff(x + y) = ffx + ffy.

§ 1] ÌÉÎÅÊÎÏÅ (ÁÆÆÉÎÎÏÅ) n-ÍÅÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ 9

íÙ ÎÅ ÓÌÕÞÁÊÎÏ ÎÅ ÓËÁÚÁÌÉ, ËÁË ÉÍÅÎÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑ- ÀÔÓÑ ÏÐÅÒÁÃÉÉ ÓÌÏÖÅÎÉÑ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÞÉÓÌÁ. ïÔ ÜÔÉÈ ÏÐÅÒÁÃÉÊ ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÔÏÌØËÏ, ÞÔÏÂÙ ÂÙÌÉ ŒÙÐÏÌÎÅ- ÎÙ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒÁÎÎÙÅ ŒÙÛÅ ÁËÓÉÏÍÙ. ðÏÜÔÏÍÕ ŒÓÑËÉÊ ÒÁÚ, ËÏÇÄÁ ÍÙ ŒÓÔÒÅÞÁÅÍÓÑ Ó ÏÐÅÒÁÃÉÑÍÉ, ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑ- ÀÝÉÍÉ ÐÅÒÅÞÉÓÌÅÎÎÙÍ ŒÙÛÅ ÕÓÌÏŒÉÑÍ, ÍÙ ŒÐÒÁŒÅ ÓÞÉ- ÔÁÔØ ÉÈ ÏÐÅÒÁÃÉÑÍÉ ÓÌÏÖÅÎÉÑ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÞÉÓÌÁ, Á ÓÏŒÏËÕÐÎÏÓÔØ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÜÔÉ ÏÐÅÒÁÃÉÉ ÕÓÔÁÎÏŒÌÅÎÙ, | ÌÉÎÅÊÎÙÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ.

ðÒÅÄÏÓÔÁŒÌÑÅÍ ÞÉÔÁÔÅÌÀ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ Œ ÐÒÉŒÅÄÅÎ- ÎÙÈ ÐÒÉÍÅÒÁÈ 1{3 ÜÔÉ ÁËÓÉÏÍÙ ŒÙÐÏÌÎÅÎÙ. ðÏÜÔÏÍÕ 1{3 ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÐÒÉÍÅÒÁÍÉ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÅÝÅ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÐÒÉÍÅÒÏŒ.

4. óÏŒÏËÕÐÎÏÓÔØ ŒÓÅÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ÓÔÅÐÅÎÉ, ÎÅ ÐÒÅ- ŒÙÛÁÀÝÅÊ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ n, Ó ÏÂÙÞÎÙÍÉ ÏÐÅÒÁ- ÃÉÑÍÉ ÓÌÏÖÅÎÉÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÉÈ ÎÁ ÞÉÓÌÁ ÏÂÒÁÚÕÅÔ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ.

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ÓÔÅÐÅÎÉ n ÎÅ ÏÂÒÁÚÕÅÔ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ, ÔÁË ËÁË ÓÕÍÍÁ ÄŒÕÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ÓÔÅÐÅÎÉ n ÍÏÖÅÔ ÏËÁÚÁÔØÓÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ ÂÏÌÅÅ ÎÉÚËÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ: ÎÁÐÒÉÍÅÒ

(t^n + t) + (−t^n + t) = 2t:

5. üÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ R ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÍÁÔÒÉÃÙ ÐÏÒÑÄËÁ n. óÕÍÍÏÊ ÍÁÔÒÉÃ ‖a_{ik}‖ É ‖b_{ik}‖ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÍÁ- ÔÒÉÃÁ ‖a_{ik} + b_{ik}‖, ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅÍ ÍÁÔÒÉÃÙ ‖a_{ik}‖ ÎÁ ÞÉ- ÓÌÏ ˘ | ÍÁÔÒÉÃÁ ‖˘a_{ik}‖. îÕÌÅŒÙÍ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÂÕÄÅÔ ÍÁÔÒÉÃÁ, ÓÏÓÔÏÑÝÁÑ ÉÚ ÏÄÎÉÈ ÎÕÌÅÊ. íÏÖÎÏ ÐÒÏ- ŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ŒÓÅ ÁËÓÉÏÍÙ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÚÄÅÓØ ŒÙÐÏÌÎÅÎÙ.

6. óÏŒÏËÕÐÎÏÓÔØ ŒÓÅÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ÓÔÅÐÅÎÉ, ÎÅ ÐÒÅ- ŒÙÛÁÀÝÅÊ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ n, É ÉÍÅÀÝÉÈ ÐÏÌÏÖÉ- ÔÅÌØÎÙÅ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ, ÎÅ ÏÂÒÁÚÕÅÔ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÐÒÏÓ- ÔÒÁÎÓÔŒÁ: ÅÓÌÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ P (x) ŒÈÏÄÉÔ Œ ÜÔÕ ÓÏŒÏËÕÐ- ÎÏÓÔØ, ÔÏ −P (x) Œ ÎÅÅ ÎÅ ŒÈÏÄÉÔ.

10 n-ÍÅÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ [ÇÌ. i

7. îÅ ÏÂÒÁÚÕÅÔ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ É ÓÏŒÏËÕÐ- ÎÏÓÔØ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ ÓÅÇÍÅÎÔÅ [a; b] ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ |f(x)| ⩽ 1: ÉÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ |f_1(x)| ⩽ 1 É |f_2(x)| ⩽ 1, ÎÅ ÓÌÅÄÕÅÔ |f_1(x) + f_2(x)| ⩽ 1.

üÌÅÍÅÎÔÙ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ- ŒÁÔØ ŒÅËÔÏÒÁÍÉ. ôÏ ÏÂÓÔÏÑÔÅÌØÓÔŒÏ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÓÌÏŒÏ ÞÁ- ÓÔÏ ÕÐÏÔÒÅÂÌÑÅÔÓÑ Œ ÂÏÌÅÅ ÕÚËÏÍ ÓÍÙÓÌÅ (ÔÁË, ËÁË Œ ÐÒÉÍÅÒÅ 1), ÎÅ ÄÏÌÖÎÏ ÎÁÓ ÓÍÕÝÁÔØ. çÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ, ÓŒÑÚÁÎÎÙÅ Ó ÜÔÉÍ ÓÌÏŒÏÍ, ÐÏÍÏÇÕÔ ÎÁÍ ÕÑÓÎÉÔØ, Á ÉÎÏÇÄÁ É ÐÒÅÄŒÉÄÅÔØ, ÒÑÄ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏŒ.

åÓÌÉ ÞÉÓÌÁ ˘; ¯; : : : , ÕÞÁÓÔŒÕÀÝÉÅ Œ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ÌÉ- ÎÅÊÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ, ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙ, ÔÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÍ ÌÉÎÅÊÎÙÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ. åÓÌÉ ÖÅ ÜÔÉ ÞÉÓÌÁ ˘; ¯; : : : ÂÅÒÕÔÓÑ ÉÚ ÐÏÌÑ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÔÏ R ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÍ ÌÉÎÅÊÎÙÍ ÐÒÏÓÔ- ÒÁÎÓÔŒÏÍ.

âÏÌÅÅ ÏÂÝÏ, ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÔØ, ÞÔÏ ˘; ¯; : : : | ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ ÐÏÌÑ K. ôÏÇÄÁ R ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÙÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓ- ÔŒÏÍ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ K. íÎÏÇÉÅ ÐÏÎÑÔÉÑ É ÔÅÏÒÅÍÙ, ÉÚÌÁÇÁÅÍÙÅ ÎÉÖÅ, Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ŒÓÅ ÓÏÄÅÒÖÁÎÉÅ ÜÔÏÇÏ ÐÁÒÁÇÒÁÆÁ, ÁŒÔÏÍÁÔÉÞÅÓËÉ ÐÅ- ÒÅÎÏÓÑÔÓÑ ÎÁ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÎÁÄ ÌÀÂÙÍ ÐÏÌÅÍ. ïÄÎÁËÏ Œ ÇÌÁŒÅ I ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÏÂÙÞÎÏ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÔØ, ÞÔÏ R | ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÅ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ.

2. þÉÓÌÏ ÉÚÍÅÒÅÎÉÊ (ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ) ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ. œÁÖÎÕÀ ÒÏÌØ Œ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÂÕÄÅÔ ÉÇÒÁÔØ ÐÏÎÑÔÉÅ ÌÉ- ÎÅÊÎÏÊ ÚÁŒÉÓÉÍÏÓÔÉ É ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÏÓÔÉ ŒÅËÔÏ- ÒÏŒ.

ï Ð Ò Å Ä Å Ì Å Î É Å 2. ðÕÓÔØ R | ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÒÏÓ- ÔÒÁÎÓÔŒÏ. œÅËÔÏÒÙ x; y; z; : : : ; v ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÌÉ- ÎÅÊÎÏ ÚÁŒÉÓÉÍÙÍÉ, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÔÁËÉÅ ÞÉÓÌÁ ff; fi; fl; : : : ; `, ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÏ ÏÔÌÉÞÎÏ ÏÔ ÎÕ- ÌÑ, ÞÔÏ ffx + fiy + flz + : : : + `v = 0: (1)

œÅËÔÏÒÙ, ÎÅ ÑŒÌÑÀÝÉÅÓÑ ÌÉÎÅÊÎÏ ÚÁŒÉÓÉÍÙÍÉ, ÎÁÚÙ- ŒÁÀÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙÍÉ. äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ,

§ 1] ÌÉÎÅÊÎÏÅ (ÁÆÆÉÎÎÏÅ) n-ÍÅÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ 11

ŒÅËÔÏÒÙ x; y; z; : : : ; v ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉ- ÍÙÍÉ, ÅÓÌÉ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ

ffx + fiy + flz + : : : + `v = 0

ŒÏÚÍÏÖÎÏ ÔÏÌØËÏ ÐÒÉ ff = fi = fl = : : : = ` = 0.

ðÕÓÔØ ŒÅËÔÏÒÙ x; y; z; : : : ; v ÌÉÎÅÊÎÏ ÚÁŒÉÓÉÍÙ, Ô. Å. ÐÕÓÔØ ÏÎÉ ÓŒÑÚÁÎÙ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ ŒÉÄÁ (1), Œ ËÏÔÏÒÏÍ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÉÎ ÉÚ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏŒ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ ff, ÏÔÌÉÞÅÎ ÏÔ ÎÕÌÑ. ôÏÇÄÁ

ffx = −fiy − flz − : : : − `v

É, ÒÁÚÄÅÌÉŒ ÎÁ ff É ÐÏÌÏÖÉŒ

− fiff = ˘; − flff = ¯; : : : ; − ff̀ = ı;

ÐÏÌÕÞÉÍ:

x = ˘y + ¯z + : : : + ıv: (2)

åÓÌÉ ŒÅËÔÏÒ x ŒÙÒÁÖÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ŒÅËÔÏÒÙ y; z; : : : ; v Œ ŒÉÄÅ (2), ÔÏ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÇÏŒÏÒÉÔØ, ÞÔÏ x ÅÓÔØ ÌÉÎÅÊÎÁÑ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÑ ŒÅËÔÏÒÏŒ y; z; : : : ; v.

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÅÓÌÉ ŒÅËÔÏÒÙ x; y; z; : : : ; v ÌÉÎÅÊÎÏ ÚÁŒÉÓÉÍÙ, ÔÏ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÉÎ ÉÚ ÎÉÈ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÅÊ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ. íÙ ÐÒÅÄÏÓÔÁŒÌÑÅÍ ÞÉÔÁÔÅÌÀ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ŒÅÒÎÏ É ÏÂÒÁÔÎÏÅ, Ô. Å. ÞÔÏ ŒÅËÔÏÒÙ, ÏÄÉÎ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÅÓÔØ ÌÉÎÅÊÎÁÑ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÑ ÏÓÔÁÌØ- ÎÙÈ, ÌÉÎÅÊÎÏ ÚÁŒÉÓÉÍÙ.

õ Ð Ò Á Ö Î Å Î É Ñ. 1. ðÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÓÒÅÄÉ ŒÅËÔÏÒÏŒ x; y; z; : : : ; v ÉÍÅÅÔÓÑ ÎÕÌÅŒÏÊ ŒÅËÔÏÒ, ÔÏ ÜÔÉ ŒÅËÔÏÒÙ ÏÂÑÚÁÔÅÌØ- ÎÏ ÌÉÎÅÊÎÏ ÚÁŒÉÓÉÍÙ.

2. ðÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ Ë ÌÉÎÅÊÎÏ ÚÁŒÉÓÉÍÙÍ ŒÅËÔÏÒÁÍ x; y; z; : : : ÄÏÂÁŒÉÔØ ÅÝÅ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÅ ŒÅËÔÏÒÙ u; v; : : : , ÔÏ ŒÓÅ ÜÔÉ ŒÅËÔÏÒÙ ŒÍÅÓÔÅ ÔÁËÖÅ ÂÕÄÕÔ ÌÉÎÅÊÎÏ ÚÁŒÉÓÉÍÙ.

3. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ŒÅËÔÏÒÙ y; z; : : : ; v ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙ É ŒÅËÔÏÒ x ÅÓÔØ ÉÈ ÌÉÎÅÊÎÁÑ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÑ

x = ffy + fiz + : : : + ffiv; (3)

ÔÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ (3) ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏ.

12 n-ÍÅÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ [ÇÌ. i

õ Ë Á Ú Á Î É Å. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÔØ, ÞÔÏ ÅÓÔØ ÄÒÕÇÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ:

x = ff1y + fi1z + : : : + ffi1v; (4)

É ŒÙÞÅÓÔØ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ (4) ÉÚ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ (3).

ðÅÒÅÊÄÅÍ ÔÅÐÅÒØ Ë ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÐÏÎÑÔÉÑ ÞÉÓÌÁ ÉÚ- ÍÅÒÅÎÉÊ (ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ) ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ.

œ ÓÏŒÏËÕÐÎÏÓÔÉ ŒÅËÔÏÒÏŒ ÎÁ ÐÒÑÍÏÊ ŒÓÑËÉÅ ÄŒÁ ŒÅËÔÏÒÁ ÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌØÎÙ, Ô. Å. ÌÉÎÅÊÎÏ ÚÁŒÉÓÉÍÙ. îÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ ÄŒÁ ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙÈ ŒÅË- ÔÏÒÁ, ÎÏ ÕÖÅ ŒÓÑËÉÅ ÔÒÉ ŒÅËÔÏÒÁ ÌÉÎÅÊÎÏ ÚÁŒÉÓÉÍÙ. åÓ- ÌÉ R | ÓÏŒÏËÕÐÎÏÓÔØ ŒÅËÔÏÒÏŒ ÔÒÅÈÍÅÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÁ, ÔÏ ÔÒÉ ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙÈ ŒÅËÔÏÒÁ Œ R ÎÁÊÔÉ ÍÏÖÎÏ, ÎÏ ŒÓÑËÉÅ ÞÅÔÙÒÅ ŒÅËÔÏÒÁ ÌÉÎÅÊÎÏ ÚÁŒÉÓÉÍÙ.

íÙ ŒÉÄÉÍ, ÞÔÏ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁŒÉ- ÓÉÍÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ ÎÁ ÐÒÑÍÏÊ, ÐÌÏÓËÏÓÔÉ, Œ ÔÒÅÈÍÅÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ÔÅÍ, ÞÔÏ Œ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ ÐÒÉÎÑ- ÔÏ ÎÁÚÙŒÁÔØ ÞÉÓÌÏÍ ÉÚÍÅÒÅÎÉÊ ÐÒÑÍÏÊ, ÐÌÏÓËÏÓÔÉ, ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÁ. åÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏ ÐÏÜÔÏÍÕ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÏÂÝÅÅ ï Ð Ò Å Ä Å Ì Å Î É Å 3. ìÉÎÅÊÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ R ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ n-ÍÅÒÎÙÍ, ÅÓÌÉ Œ ÎÅÍ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ n ÌÉ- ÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ É ÎÅÔ ÂÏÌØÛÅÇÏ ÞÉÓÌÁ ÌÉ- ÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ.

åÓÌÉ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ R ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ ÌÀÂÏÅ ÞÉÓÌÏ ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ, ÔÏ R ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÂÅÓ- ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÍ.

âÅÓËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÓÏÓÔÁŒÌÑÀÔ ÐÒÅÄ- ÍÅÔ ÓÐÅÃÉÁÌØÎÏÇÏ ÉÚÕÞÅÎÉÑ. íÙ ÂÕÄÅÍ Œ ÜÔÏÊ ËÎÉÇÅ ÚÁ- ÎÉÍÁÔØÓÑ Œ ÏÓÎÏŒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÍÉ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÉÚÍÅÒÅÎÉÊ.

îÁÊÄÅÍ Œ ËÁÖÄÏÍ ÉÚ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÎÙÈ ŒÙÛÅ ÐÒÉÍÅÒÏŒ 1{5 ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ.

1. ëÁË ÍÙ ÕÖÅ ÕËÁÚÁÌÉ, Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ R ÐÒÉÍÅÒÁ 1 ÉÍÅÅÔÓÑ ÔÒÉ ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙÈ ŒÅËÔÏÒÁ, Á ŒÓÑËÉÅ ÞÅÔÙÒÅ ŒÅËÔÏÒÁ ÌÉÎÅÊÎÏ ÚÁŒÉÓÉÍÙ. ðÏÜÔÏÍÕ R ÔÒÅÈ- ÍÅÒÎÏ.

§ 1] ÌÉÎÅÊÎÏÅ (ÁÆÆÉÎÎÏÅ) n-ÍÅÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ 13

2. R | ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, ŒÅËÔÏÒÁÍÉ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÓÉÓÔÅÍÙ n ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ.

œ ÜÔÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÍÏÖÎÏ ÕËÁÚÁÔØ n ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁ- ŒÉÓÉÍÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ

x_1 = (1; 0; : : : ; 0); x_2 = (0; 1; : : : ; 0); . . . . . . . . . . . . x_n = (0; 0; : : : ; 1)

(ÍÙ ÐÒÅÄÏÓÔÁŒÌÑÅÍ ÞÉÔÁÔÅÌÀ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÜÔÉ ŒÅËÔÏ- ÒÙ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙ).

õ Ð Ò Á Ö Î Å Î É Å. ðÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ŒÅËÔÏÒÙ

x1 = (ȷ11 ; ȷ12; : : : ; ȷ1n); x2 = (0; ȷ22; : : : ; ȷ2n); x3 = (0; 0; : : : ; ȷ3n); . . . . . . . . . . . . . . . . . xn = (0; 0; : : : ; ȷnn)

Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ R ÔÁËÖÅ ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙ (ȷ11ȷ22 : : : ȷnn ≠ 0).

3. R | ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ. ðÕÓÔØ N | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÅ ÃÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ. ôÏÇÄÁ ÆÕÎËÃÉÉ f_1(t) ≡ ≡ 1, f_2(t) = t, : : : , f_N (t) = t^{N−1} ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÓÏŒÏËÕÐÎÏÓÔØ N ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ (ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÐÒÅ- ÄÏÓÔÁŒÌÑÅÍ ÞÉÔÁÔÅÌÀ). íÙ ŒÉÄÉÍ, ÞÔÏ Œ ÜÔÏÍ ÐÒÏÓÔ- ÒÁÎÓÔŒÅ ÉÍÅÅÔÓÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉ- ÍÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ, Ô. Å. R ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏ.

4. R | ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ÓÔÅÐÅÎÉ ⩽ n − 1. œ ÎÅÍ n ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ 1; t; : : : ; t^{n−1} ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙ.

5. œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ËŒÁÄÒÁÔÎÙÈ ÍÁÔÒÉÃ ‖a_{ik}‖ ÐÏÒÑÄ- ËÁ n ŒÓÅ ÍÁÔÒÉÃÙ, Õ ËÏÔÏÒÙÈ ÎÁ ÏÄÎÏÍ ËÁËÏÍ-ÌÉÂÏ ÍÅ- ÓÔÅ ÓÔÏÉÔ ÅÄÉÎÉÃÁ, Á ÎÁ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÍÅÓÔÁÈ ÎÕÌÉ, ÌÉÎÅÊ- ÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙ.

œ ÐÒÉÍÅÒÁÈ 1, 2, 4 É 5 ÍÙ ÎÁÛÌÉ ÓÉÓÔÅÍÕ ÔÁËÉÈ ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ f_1; : : : ; f_n, ÞÔÏ ËÁÖÄÙÊ

14 n-ÍÅÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ [ÇÌ. i

ŒÅËÔÏÒ g ÅÓÔØ ÉÈ ÌÉÎÅÊÎÁÑ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÑ. þÔÏÂÙ ÕÓÔÁÎÏ- ŒÉÔØ, ÞÔÏ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ËÁÖÄÏÇÏ ÉÚ ÜÔÉÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ ÒÁŒÎÁ ÞÉÓÌÕ ŒÅËÔÏÒÏŒ f_1; : : : ; f_n, ÎÁÍ ÏÓÔÁÅÔÓÑ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ Œ ÜÔÉÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÈ ÎÅÌØÚÑ ÎÁÊÔÉ ÄÒÕÇÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ g_1; : : : ; g_l Œ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÅ, ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÑÝÅÍ n. üÔÏÔ ÆÁËÔ ÍÏÖÎÏ ŒÙŒÅÓÔÉ ÉÚ ÓÌÅÄÕ- ÀÝÅÊ ÐÏÌÅÚÎÏÊ ÌÅÍÍÙ, ËÏÔÏÒÏÊ ÍÙ ÎÅÏÄÎÏËÒÁÔÎÏ ÂÕÄÅÍ ÐÏÌØÚÏŒÁÔØÓÑ É Œ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ.

ì Å Í Í Á. ðÕÓÔØ Œ ÌÉÎÅÊÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÚÁÄÁÎÁ ÓÉÓÔÅÍÁ ÉÚ ŒÅËÔÏÒÏŒ

f_1; : : : ; f_k:

ðÕÓÔØ, ÄÁÌÅÅ, ËÁÖÄÙÊ ÉÚ ŒÅËÔÏÒÏŒ

g_1; : : : ; g_l

ÅÓÔØ ÌÉÎÅÊÎÁÑ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÑ ŒÅËÔÏÒÏŒ f_1; : : : ; f_k. ôÏÇÄÁ, ÅÓÌÉ ŒÅËÔÏÒÙ g_1; : : : ; g_l ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙ, ÔÏ l ⩽ k.

äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ÓÒÅÄÉ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÊ k ŒÅËÔÏÒÏŒ f_1; : : : ; f_k ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÂÏÌØÛÅ ÞÅÍ k ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙÈ.

ä Ï Ë Á Ú Á Ô Å Ì Ø Ó Ô Œ Ï ÌÅÍÍÙ ÐÒÏŒÅÄÅÍ ÐÏ ÉÎÄÕË- ÃÉÉ. ðÒÉ k = 1 ÏÎÁ ÏÞÅŒÉÄÎÁ. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÌÅÍÍÁ ŒÅÒÎÁ ÄÌÑ k − 1 ŒÅËÔÏÒÏŒ f_1; : : : ; f_{k−1}, É ÄÏËÁÖÅÍ ÐÒÉ ÜÔÏÍ, ÞÔÏ ÏÎÁ ŒÅÒÎÁ ÄÌÑ k ŒÅËÔÏÒÏŒ.

éÔÁË, ÐÕÓÔØ ÓÒÅÄÉ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÊ ŒÅËÔÏÒÏŒ

f_1; : : : ; f_k

ÅÓÔØ ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙÅ ŒÅËÔÏÒÙ g_1; : : : ; g_l:

g_1 = ff_{11}f_1 + : : : + ff_{1k}f_k; g_2 = ff_{21}f_1 + : : : + ff_{2k}f_k; . . . . . . . . . . . . . . . . . . g_l = ff_{l1}f_1 + : : : + ff_{lk}f_k: (5)

îÁÍ ÎÁÄÏ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ l ⩽ k. åÓÌÉ ŒÓÅ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎ- ÔÙ ÐÒÉ f_k ÒÁŒÎÙ ÎÕÌÀ, ÌÅÍÍÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ, ÔÁË ËÁË Œ ÜÔÏÍ

§ 1] ÌÉÎÅÊÎÏÅ (ÁÆÆÉÎÎÏÅ) n-ÍÅÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ 15

ÓÌÕÞÁÅ, ÐÏ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÀ ÉÎÄÕËÃÉÉ, ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÒÁ- ŒÅÎÓÔŒÏ l ⩽ k − 1, Á ÚÎÁÞÉÔ, É ÐÏÄÁŒÎÏ, l ⩽ k. ðÕÓÔØ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÉÎ ÉÚ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏŒ ÐÒÉ f_k, ÎÁÐÒÉÍÅÒ ff_{lk}, ÎÅ ÒÁŒÅÎ ÎÕÌÀ. þÔÏÂÙ ÐÒÏŒÅÓÔÉ ÉÎÄÕËÃÉÀ, ÍÙ ÐÏÓÔÒÏ- ÉÍ l − 1 ÎÏŒÙÈ ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ, ËÏÔÏÒÙÅ ÂÕÄÕÔ ÌÉÎÅÊÎÙÍÉ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÑÍÉ ŒÅËÔÏÒÏŒ f_1; : : : ; f_{k−1}. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÉÚ ÐÏÓÌÅÄÎÅÇÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ŒÙÒÁÚÉÍ f_k:

f_k = 1

ff_{lk} g_l − ff^{l1}

ff_{lk} f_1 − : : : − ff_{l;k−1} ff_{l;k} f_{k−1}:

üÔÏ ŒÙÒÁÖÅÎÉÅ ÄÌÑ f_k ÐÏÄÓÔÁŒÉÍ ÔÅÐÅÒØ Œ ËÁÖÄÏÅ ÉÚ ÐÅÒŒÙÈ l − 1 ÒÁŒÅÎÓÔŒ (5) É ÓÏÂÅÒÅÍ ÐÏÄÏÂÎÙÅ ÞÌÅÎÙ. íÙ ÐÏÌÕÞÉÍ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ÓÌÅÄÕÀÝÅÇÏ ŒÉÄÁ:

g_1 − ff^{1k}

ff_{lk} g_l = fi_{11}f_1 + : : : + fi_{1;k−1}f_{k−1};

g_2 − ff^{2k}ff_{lk} g_l = fi_{21}f_1 + : : : + fi_{2;k−1}f_{k−1};

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

g_{l−1} − ff_{l−1;k} ff_{lk} g_l = fi_{l−1;1}f_1 + : : : + fi_{l−1;k−1}f_{k−1}: (6)

üÔÉ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ÏÚÎÁÞÁÀÔ, ÞÔÏ ËÁÖÄÙÊ ÉÚ l − 1 ŒÅËÔÏÒÏŒ

g^′_1 = g_1 − ff^{1k}ff_{lk} g_l; : : : ; g^′_{l−1} = g_{l−1} − ff_{l−1;k} ff_{lk} g^l

ÅÓÔØ ÌÉÎÅÊÎÁÑ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÑ ŒÅËÔÏÒÏŒ f_1; : : : ; f_{k−1}. åÓ- ÌÉ ÍÙ ÄÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÏÎÉ ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙ, ÔÏ, ÐÏ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÀ ÉÎÄÕËÃÉÉ, ÏÔÓÀÄÁ ÂÕÄÅÔ ÓÌÅÄÏŒÁÔØ, ÞÔÏ l − 1 ⩽ k − 1, Ô. Å. l ⩽ k.

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÎÁÍ ÏÓÔÁÌÏÓØ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ŒÅËÔÏ- ÒÙ g^′_1; : : : ; g^′_{l−1} ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙ. îÏ ÜÔÏ ÐÏÞÔÉ ÏÞÅ- ŒÉÄÎÏ. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ˘_1; : : : ; ˘_{l−1} | ÔÁËÉÅ ÞÉÓÌÁ, ÞÔÏ

˘_1g^′_1 + : : : + ˘_{l−1}g^′_{l−1} = 0;

16 n-ÍÅÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ [ÇÌ. i

Ô. Å. ÞÔÏ

˘_1 ( g_1 − ff^{1k}

ff_{lk} g_l ) + : : : + ˘_{l−1} ( g_{l−1} − ff_{l−1;k} ff_{lk} g_l ) = 0:

òÁÓËÒÙŒÁÑ ÓËÏÂËÉ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ:

˘_1g_1 + ˘_2g_2 + : : : + ˘_{l−1}g_{l−1} − − ( ˘_1 ff^{1k}ff_{lk} + : : : + ˘_{l−1} ff_{l−1;k} ff_{lk} ) g_l = 0:

ôÁË ËÁË ŒÅËÔÏÒÙ g_1; : : : ; g_l ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙ, ÔÏ ŒÓÅ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ Œ ÐÏÓÌÅÄÎÅÍ ÒÁŒÅÎÓÔŒÅ ÒÁŒÎÙ ÎÕÌÀ. œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ˘_1 = ˘_2 = : : : = ˘_{l−1} = 0, Á ÜÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ŒÅËÔÏÒÙ g^′_1; : : : ; g^′_{l−1} ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙ. ìÅÍÍÁ ÐÏÌÎÏ- ÓÔØÀ ÄÏËÁÚÁÎÁ.

éÚ ÄÏËÁÚÁÎÎÏÊ ÌÅÍÍÙ ŒÙÔÅËÁÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ, ÞÁÓÔÏ ÏËÁÚÙŒÁÀÝÉÊÓÑ ÐÏÌÅÚÎÙÍ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ: ÅÓÌÉ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÅ R ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ k ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ f_1; : : : ; f_k ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ ËÁÖÄÙÊ ŒÅËÔÏÒ ÉÚ R ÅÓÔØ ÉÈ ÌÉ- ÎÅÊÎÁÑ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÑ, ÔÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ R k-ÍÅÒÎÏ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÜÔÏÇÏ ÆÁËÔÁ ŒŒÉÄÕ ÅÇÏ ÐÒÏÓÔÏÔÙ ÍÙ ÏÓÔÁŒÌÑÅÍ ÞÉÔÁÔÅÌÀ.

œ ËÁÖÄÏÍ ÉÚ ÐÒÉÍÅÒÏŒ 2, 4 É 5 ÔÁËÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ ÂÙÌÁ ŒÙÂÒÁÎÁ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÐÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ Œ ÐÒÉÍÅÒÁÈ 2 É 4 ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÒÁŒÎÁ n, Á Œ ÐÒÉÍÅÒÅ 5 ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÒÁŒÎÁ n^2.

õ Ð Ò Á Ö Î Å Î É Å. ðÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ŒÅËÔÏÒÙ f1; : : : ; f_k, ŒÈÏ- ÄÑÝÉÅ Œ ÕÓÌÏŒÉÅ ÌÅÍÍÙ, ÌÉÎÅÊÎÏ ÚÁŒÉÓÉÍÙ, ÔÏ l ¡ k (Á ÎÅ ÔÏÌØËÏ l ⩽ k).

3. âÁÚÉÓ É ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ Œ n-ÍÅÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ. ï Ð Ò Å Ä Å Ì Å Î É Å 4. óÏŒÏËÕÐÎÏÓÔØ n ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅ- ÚÁŒÉÓÉÍÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ e_1; e_2; : : : ; e_n n-ÍÅÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÁ R ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÂÁÚÉÓÏÍ Œ R.

îÁÐÒÉÍÅÒ, Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ R, ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÎÏÍ Œ ÐÒÉÍÅÒÅ 1 (ÔÒÅÈÍÅÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ), ÂÁÚÉÓ ÏÂÒÁ-

§ 1] ÌÉÎÅÊÎÏÅ (ÁÆÆÉÎÎÏÅ) n-ÍÅÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ 17

ÚÕÀÔ ÌÀÂÙÅ ÔÒÉ ŒÅËÔÏÒÁ, ÎÅ ÌÅÖÁÝÉÅ Œ ÏÄÎÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ.

ðÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ n-ÍÅÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ Œ ÎÅÍ ÓÕ- ÝÅÓÔŒÕÅÔ n ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ, Ô. Å. ÓÕÝÅ- ÓÔŒÕÅÔ ÂÁÚÉÓ.

ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÕÀ ÓÉÓÔÅÍÕ ÉÚ k ÌÉÎÅÊ- ÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ f_1; : : : ; f_k, ÇÄÅ k ¡ n, ÍÏÖÎÏ ÄÏÐÏÌÎÉÔØ ÄÏ ÂÁÚÉÓÁ Œ n-ÍÅÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ R.

ðÕÓÔØ e_1; : : : ; e_n | ËÁËÏÊ-ÌÉÂÏ ÂÁÚÉÓ Œ R. åÓÌÉ ÂÙ ËÁÖÄÙÊ ÉÚ ŒÅËÔÏÒÏŒ e_1; : : : ; e_n ÂÙÌ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ËÏÍÂÉÎÁ- ÃÉÅÊ ŒÅËÔÏÒÏŒ f_i, ÔÏ, ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÌÅÍÍÅ, ÍÙ ÉÍÅÌÉ ÂÙ, ÞÔÏ n ⩽ k, Œ ÔÏ ŒÒÅÍÑ ËÁË, ÐÏ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÀ, k ¡ n. úÎÁ- ÞÉÔ, ÓÒÅÄÉ ŒÅËÔÏÒÏŒ e_1; : : : ; e_n ÅÓÔØ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÉÎ, ÎÁÐÒÉ- ÍÅÒ e_{p1} , ÎÅ ÑŒÌÑÀÝÉÊÓÑ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÅÊ ŒÅËÔÏÒÏŒ f_1; : : : ; f_k. äÏÂÁŒÉŒ ŒÅËÔÏÒ e_{p1} Ë f_1; : : : ; f_k, ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ ÓÉÓÔÅÍÕ ÉÚ k +1 ŒÅËÔÏÒÏŒ, ËÏÔÏÒÙÅ ÐÏ-ÐÒÅÖÎÅÍÕ ÌÉÎÅÊ- ÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙ (ÐÏÞÅÍÕ?).

åÓÌÉ k + 1 ¡ n, ÔÏ ÓÒÅÄÉ ŒÅËÔÏÒÏŒ e_1; : : : ; e_n ÓÎÏŒÁ ÅÓÔØ ŒÅËÔÏÒ e_{p2} , ÎÅ ÑŒÌÑÀÝÉÊÓÑ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÅÊ ŒÅËÔÏÒÏŒ f_1; : : : ; f_k; e_{p1} . äÏÂÁŒÉÍ É ÜÔÏÔ ŒÅËÔÏÒ Ë ÓÉÓÔÅ- ÍÅ. üÔÏÔ ÐÒÏÃÅÓÓ ÍÏÖÎÏ ÐÒÏÄÏÌÖÉÔØ ÄÏ ÔÅÈ ÐÏÒ, ÐÏËÁ ÍÙ ÄÏÊÄÅÍ ÄÏ n ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ, Ô. Å. ÄÏ ÂÁÚÉÓÁ. üÔÏÔ ÂÁÚÉÓ ÓÏÄÅÒÖÉÔ f_1; : : : ; f_k, É ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ ÎÁÛÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÄÏËÁÚÁÎÏ.

ô Å Ï Ò Å Í Á 1. ëÁÖÄÙÊ ŒÅËÔÏÒ x ÉÚ n-ÍÅÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ R ÍÏÖÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÔØ, É ÐÒÉ ÔÏÍ ÅÄÉÎ- ÓÔŒÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ËÁË ÌÉÎÅÊÎÕÀ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÀ ŒÅËÔÏ- ÒÏŒ ÂÁÚÉÓÁ.

ä Ï Ë Á Ú Á Ô Å Ì Ø Ó Ô Œ Ï. ðÕÓÔØ ŒÅËÔÏÒÙ e_1; e_2; : : : ; e_n ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÂÁÚÉÓ Œ R. ðÒÉÓÏÅÄÉÎÉÍ Ë ÎÉÍ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÊ ŒÅËÔÏÒ x ÉÚ R. œÅËÔÏÒÏŒ x; e_1; e_2; : : : ; e_n ÕÖÅ n+1. ðÏÜÔÏ- ÍÕ ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ n-ÍÅÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÏÎÉ ÄÏÌÖ- ÎÙ ÂÙÔØ ÌÉÎÅÊÎÏ ÚÁŒÉÓÉÍÙ, Ô. Å.

ff_0x + ff_1e_1 + ff_2e_2 + : : : + ff_ne_n = 0; (7)

18 n-ÍÅÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ [ÇÌ. i

ÇÄÅ ÎÅ ŒÓÅ ff_i ÒÁŒÎÙ ÎÕÌÀ. þÉÓÌÏ ff_0 ÚÁŒÅÄÏÍÏ ÏÔÌÉÞÎÏ ÏÔ ÎÕÌÑ, ÔÁË ËÁË ÉÎÁÞÅ ÉÚ ÆÏÒÍÕÌÙ (7) ÓÌÅÄÏŒÁÌÁ ÂÙ ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÚÁŒÉÓÉÍÏÓÔØ ŒÅËÔÏÒÏŒ e_1; e_2; : : : ; e_n.

œÙÒÁÚÉÍ ÉÚ (7) ŒÅËÔÏÒ x:

x = − ff^1

ff_0 e_1 − ff^2 ff_0 e_2 − : : : − ff^n ff_0 e_n:

íÙ ÄÏËÁÚÁÌÉ, ÞÔÏ ËÁÖÄÙÊ ŒÅËÔÏÒ x ∈ R^∗) ÅÓÔØ ÌÉÎÅÊ- ÎÁÑ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÑ ŒÅËÔÏÒÏŒ e_1; e_2; : : : ; e_n.

äÏËÁÖÅÍ ÔÅÐÅÒØ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÓÔØ ÐÏÌÕÞÅÎÎÏÇÏ ÒÁÚÌÏ- ÖÅÎÉÑ. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÄŒÁ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ:

x = ¸_1e_1 + ¸_2e_2 + : : : + ¸_ne_n É x = ¸^′_1e_1 + ¸^′_2e_2 + : : : + ¸^′_ne_n:

œÙÞÉÔÁÑ, ÐÏÌÕÞÉÍ:

0 = (¸_1 − ¸^′_1)e_1 + (¸_2 − ¸^′_2)e_2 + : : : + (¸_n − ¸^′_n)e_n:

ôÁË ËÁË e_1; e_2; : : : ; e_n ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙ, ÔÏ ÜÔÏ ŒÏÚ- ÍÏÖÎÏ ÌÉÛØ, ÅÓÌÉ

¸_1 − ¸^′_1 = ¸_2 − ¸^′_2 = : : : = ¸_n − ¸^′_n = 0;

Ô. Å.

¸_1 = ¸^′_1; ¸_2 = ¸^′_2; : : : ; ¸_n = ¸^′_n:

åÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÓÔØ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÄÏËÁÚÁÎÁ.

ï Ð Ò Å Ä Å Ì Å Î É Å 5. åÓÌÉ e_1; e_2; : : : ; e_n ÅÓÔØ ÂÁÚÉÓ Œ n-ÍÅÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ É

x = ¸_1e_1 + ¸_2e_2 + : : : + ¸_ne_n; (8)

ÔÏ ÞÉÓÌÁ ¸_1; ¸_2; : : : ; ¸_n ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ ŒÅË- ÔÏÒÁ x Œ ÂÁÚÉÓÅ e_1; e_2; : : : ; e_n.

ôÅÏÒÅÍÁ 1 ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÚÁÄÁÎÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ e_1; e_2; : : : ; e_n ËÁÖÄÙÊ ŒÅËÔÏÒ ÉÍÅÅÔ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ É ÐÒÉÔÏÍ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÅ.

∗) úÁÐÉÓØ x ∈ R ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ x ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ R.

§ 1] ÌÉÎÅÊÎÏÅ (ÁÆÆÉÎÎÏÅ) n-ÍÅÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ 19

åÓÌÉ ŒÅËÔÏÒ x ÉÍÅÅÔ Œ ÂÁÚÉÓÅ e_1; e_2; : : : ; e_n ËÏÏÒÄÉÎÁ- ÔÙ ¸_1; ¸_2; : : : ; ¸_n, Á ŒÅËÔÏÒ y | ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ȷ_1; ȷ_2; : : : ; ȷ_n, Ô. Å. ÅÓÌÉ

x = ¸_1e_1 + ¸_2e_2 + : : : + ¸_ne_n; y = ȷ_1e_1 + ȷ_2e_2 + : : : + ȷ_ne_n; ÔÏ x + y = (¸_1 + ȷ_1)e_1 + (¸_2 + ȷ_2)e_2 + : : : + (¸_n + ȷ_n)e_n;

Ô. Å. ŒÅËÔÏÒ x + y ÉÍÅÅÔ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ¸_1 + ȷ_1; ¸_2 + ȷ_2; : : : : : : ; ¸_n + ȷ_n. œÅËÔÏÒ ˘x ÉÍÅÅÔ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ˘¸_1; ˘¸_2; : : : : : : ; ˘¸_n.

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÐÒÉ ÓÌÏÖÅÎÉÉ ŒÅËÔÏÒÏŒ x É y ÉÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÓËÌÁÄÙŒÁÀÔÓÑ. ðÒÉ ÕÍÎÏÖÅÎÉÉ ŒÅËÔÏÒÁ x ÎÁ ÞÉÓÌÏ ˘ ÅÇÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÕÍÎÏÖÁÀÔÓÑ ÎÁ ÜÔÏ ÞÉÓÌÏ.

ñÓÎÏ ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ ÎÕÌÅŒÏÊ ŒÅËÔÏÒ, É ÔÏÌØËÏ ÏÎ, ÉÍÅÅÔ ŒÓÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÒÁŒÎÙÍÉ ÎÕÌÀ.

ð Ò É Í Å Ò Ù. 1. äÌÑ ÓÌÕÞÁÑ ÔÒÅÈÍÅÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÁ ÎÁÛÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ŒÅËÔÏÒÁ ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ÉÍÅÀÝÉÍÓÑ Œ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅÍ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ŒÅËÔÏÒÁ Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ (ŒÏÏÂÝÅ ÇÏŒÏÒÑ, ÎÅ ÐÒÑ- ÍÏÕÇÏÌØÎÏÊ) ÓÉÓÔÅÍÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ.

2. ðÕÓÔØ R | ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, ŒÅËÔÏÒÁÍÉ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÓÉÓÔÅÍÙ x = (¸_1; ¸_2; : : : ; ¸_n) ÉÚ n ÞÉÓÅÌ. œÏÚØ- ÍÅÍ ÂÁÚÉÓ (ÓÍ. ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÅ ÎÁ ÓÔÒ. 13)

e_1 = (1; 1; 1; : : : ; 1); e_2 = (0; 1; 1; : : : ; 1); . . . . . . . . . . . . . e_n = (0; 0; 0; : : : ; 1):

îÁÊÄÅÍ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ȷ_1; ȷ_2; : : : ; ȷ_n ŒÅËÔÏÒÁ x = = (¸_1; ¸_2; : : : ; ¸_n) Œ ÜÔÏÍ ÂÁÚÉÓÅ. ðÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ

x = ȷ_1e_1 + ȷ_2e_2 + : : : + ȷ_ne_n;

20 n-ÍÅÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ [ÇÌ. i

Ô. Å.

(¸_1; ¸_2; : : : ; ¸_n) = ȷ_1(1; 1; : : : ; 1) + ȷ_2(0; 1; : : : ; 1) + . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . + ȷ_n(0; 0; : : : ; 1) = (ȷ_1; ȷ_1 + ȷ_2; : : : ; ȷ_1 + ȷ_2 + : : : + ȷ_n):

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÞÉÓÌÁ ȷ_1; ȷ_2; : : : ; ȷ_n ÎÁÈÏÄÑÔÓÑ ÉÚ ÓÌÅÄÕ- ÀÝÅÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ: ȷ_1 = ¸_1;

ȷ_1 + ȷ_2 = ¸_2; . . . . . . . . .

ȷ_1 + ȷ_2 + : : : + ȷ_n = ¸_n; ÏÔËÕÄÁ

ȷ_1 = ¸_1; ȷ_2 = ¸_2 − ¸_1; : : : ; ȷ_n = ¸_n − ¸_{n−1}: òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅÐÅÒØ Œ R ÂÁÚÉÓ, Œ ËÏÔÏÒÏÍ ÓŒÑÚØ ÍÅÖ- ÄÕ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ ŒÅËÔÏÒÁ x = (¸_1; ¸_2; : : : ; ¸_n) É ÞÉÓÌÁ- ÍÉ ¸_1, ¸_2; : : : ; ¸_n, ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÝÉÍÉ ÜÔÏÔ ŒÅËÔÏÒ, ÎÁÉÂÏÌÅÅ ÐÒÏÓÔÁ. ðÕÓÔØ e_1 = (1; 0; : : : ; 0); e_2 = (0; 1; : : : ; 0); . . . . . . . . . . . . e_n = (0; 0; : : : ; 1) ôÏÇÄÁ

x = (¸_1; ¸_2; : : : ; ¸_n) = = ¸_1(1; 0; : : : ; 0) + ¸_2(0; 1; : : : ; 0) + : : : + ¸_n(0; 0; : : : ; 1) = = ¸_1e_1 + ¸_2e_2 + : : : + ¸_ne_n:

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ R, ÇÄÅ ËÁÖÄÙÊ ŒÅË- ÔÏÒ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ËÁË ÓÉÓÔÅÍÁ n ÞÉÓÅÌ (¸_1; ¸_2; : : : ; ¸_n), ÜÔÉ ÞÉÓÌÁ ÍÏÖÎÏ ÔÒÁËÔÏŒÁÔØ ËÁË ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ŒÅË-

§ 1] ÌÉÎÅÊÎÏÅ (ÁÆÆÉÎÎÏÅ) n-ÍÅÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ 21

ÔÏÒÁ x = (¸_1; ¸_2; : : : ; ¸_n) Œ ÂÁÚÉÓÅ e_1 = (1; 0; : : : ; 0), e_2 = = (0; 1; : : : ; 0), : : : , e_n = (0; 0; : : : ; 1).

õ Ð Ò Á Ö Î Å Î É Å. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ Œ ÌÀÂÏÍ ÂÁÚÉÓÅ

e1 = (a11; a12; : : : ; a1n); e2 = (a21; a22; : : : ; a2n); . . . . . . . . . . . . . . . . . en = (an1; an2; : : : ; ann)

ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ȷ1; ȷ2; : : : ; ȷn ŒÅËÔÏÒÁ x = (¸1; ¸2; : : : ; ¸n) ÓÕÔØ ÌÉÎÅÊ- ÎÙÅ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÉ ÞÉÓÅÌ ¸1; ¸2; : : : ; ¸n.

3. R | ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, ŒÅËÔÏÒÁÍÉ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÑŒÌÑÀÔ- ÓÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ÓÔÅÐÅÎÉ ⩽ n − 1. ðÒÏÓÔÅÊÛÉÍ ÂÁÚÉÓÏÍ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÏŒÏËÕÐÎÏÓÔØ ŒÅËÔÏÒÏŒ e_1 = 1, e_2 = t, : : : , e_n = t^{n−1}. ëÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ P (t) = a_0t^{n−1} + + a_1t^{n−2} + : : : + a_{n−1} Œ ÜÔÏÍ ÂÁÚÉÓÅ ÑŒÌÑÀÔÓÑ, ËÁË ÌÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÅÇÏ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ a_0; a_1; : : : ; a_{n−1}.

œÙÂÅÒÅÍ ÔÅÐÅÒØ ÄÒÕÇÏÊ ÂÁÚÉÓ:

e^′_1 = 1; e^′_2 = t − a; e^′_3 = (t − a)^2; : : : ; e^′_n = (t − a)^{n−1}:

ëÁÖÄÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ P (t) ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ ôÅÊ- ÌÏÒÁ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎ Œ ŒÉÄÅ:

P (t) = P (a) + P^′(a)(t − a) + : : : +

P^{(n−1)}(a) (n − 1)! (t − a) n−1:

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, Œ ÜÔÏÍ ÂÁÚÉÓÅ P (t) ÉÍÅÅÔ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ

P (a); P^′(a); : : : ;

P^{(n−1)}(a) (n − 1)! : 4. éÚÏÍÏÒÆÉÚÍ n-ÍÅÒÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ. œ ÒÁÚÏÂÒÁÎ- ÎÙÈ ŒÙÛÅ ÐÒÉÍÅÒÁÈ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ Ó ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍÙÈ ÚÄÅÓØ ÓŒÏÊÓÔŒ ÎÅ ÏÔÌÉÞÁÀÔÓÑ ÄÒÕÇ ÏÔ ÄÒÕÇÁ. ôÁËÏŒÙ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÏÂÙÞÎÏÅ ÔÒÅÈÍÅÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ R ÐÒÉÍÅÒÁ 1 É ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ R^′, Œ ËÏÔÏ- ÒÏÍ ŒÅËÔÏÒÙ ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ËÁË ÔÒÏÊËÉ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ŒÙÂÒÁŒ Œ R ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÕÀ ÓÉÓÔÅÍÕ

22 n-ÍÅÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ [ÇÌ. i

ËÏÏÒÄÉÎÁÔ, ÍÙ ÍÏÖÅÍ ËÁÖÄÏÍÕ ŒÅËÔÏÒÕ ÉÚ R ÐÏÓÔÁŒÉÔØ Œ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ ÓÏŒÏËÕÐÎÏÓÔØ ÔÒÅÈ ÅÇÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ, Ô. Å. ŒÅËÔÏÒ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ R^′. ðÒÉ ÓÌÏÖÅÎÉÉ ŒÅËÔÏÒÏŒ ËÏÏÒ- ÄÉÎÁÔÙ ÉÈ ÓËÌÁÄÙŒÁÀÔÓÑ, Á ÐÒÉ ÕÍÎÏÖÅÎÉÉ ÎÁ ÞÉÓÌÏ ŒÓÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ŒÅËÔÏÒÁ ÕÍÎÏÖÁÀÔÓÑ ÎÁ ÜÔÏ ÞÉÓÌÏ. ðÏ- ÜÔÏÍÕ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÆÁËÔÙ, ŒÙÔÅËÁÀÝÉÅ ÉÚ ÏÐÒÅÄÅ- ÌÅÎÉÑ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ, ËÏÔÏÒÙÅ ÉÍÅÀÔ ÍÅÓÔÏ Œ R, ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÏ ÉÚÌÏÖÉÔØ ËÁË Œ R, ÔÁË É Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ R^′ ÔÒÏÅË ÞÉÓÅÌ.

ðÏÓËÏÌØËÕ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÍÉ ÏÐÅÒÁÃÉÑÍÉ, ËÏÔÏÒÙÅ ŒŒÅ- ÄÅÎÙ Œ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÈ, ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÏÐÅÒÁÃÉÉ ÓÌÏÖÅÎÉÑ ŒÅËÔÏÒÏŒ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ŒÅËÔÏÒÁ ÎÁ ÞÉÓÌÏ, ÔÏ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏ ŒŒÅÓÔÉ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ

ï Ð Ò Å Ä Å Ì Å Î É Å 6. ìÉÎÅÊÎÙÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ R É R^′ ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÎÙÍÉ, ÅÓÌÉ ÍÅÖÄÕ ŒÅËÔÏÒÁÍÉ x ∈ R É ŒÅËÔÏÒÁÍÉ x^′ ∈ R^′ ÍÏÖÎÏ ÕÓÔÁÎÏŒÉÔØ ŒÚÁ- ÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ^∗) x ↔ x^′ ÔÁË, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ŒÅËÔÏÒÕ x ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ŒÅËÔÏÒ x^′, Á ŒÅËÔÏÒÕ y ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ŒÅËÔÏÒ y^′, ÔÏ

1^∘ ŒÅËÔÏÒÕ x + y ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ŒÅËÔÏÒ x^′ + y^′, 2^∘ ŒÅËÔÏÒÕ ˘x ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ŒÅËÔÏÒ ˘x^′. éÚ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ x; y; : : : | ŒÅËÔÏÒÙ ÉÚ R, Á x^′; y^′; : : : | ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÅ ÉÍ ŒÅËÔÏÒÙ ÉÚ R^′, ÔÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ˘x + ¯y + : : : = 0 ÒÁŒ- ÎÏÓÉÌØÎÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÕ ˘x^′ + ¯y^′ + : : : = 0. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙÍ ŒÅËÔÏÒÁÍ ÉÚ R ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÔ ÌÉ- ÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙÅ ŒÅËÔÏÒÙ ÉÚ R^′, É ÏÂÒÁÔÎÏ.

œÏÚÎÉËÁÅÔ ŒÏÐÒÏÓ, ËÁËÉÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÉÚÏÍÏÒÆÎÙ ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÊ É ËÁËÉÅ ÎÅÔ.

∗) óÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ, ÕÓÔÁÎÏŒÌÅÎÎÏÅ ÍÅÖÄÕ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ÄŒÕÈ ÍÎÏ- ÖÅÓÔŒ R É R^′, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÙÍ, ÅÓÌÉ:

1^∘ ËÁÖÄÏÍÕ ÜÌÅÍÅÎÔÕ ÉÚ R ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÏÄÉÎ É ÔÏÌØËÏ ÏÄÉÎ ÜÌÅÍÅÎÔ ÉÚ R^′,

2^∘ ËÁÖÄÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÉÚ R^′ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÏÄÎÏÍÕ É ÔÏÌØËÏ ÏÄÎÏÍÕ ÜÌÅÍÅÎÔÕ ÉÚ R.

§ 1] ÌÉÎÅÊÎÏÅ (ÁÆÆÉÎÎÏÅ) n-ÍÅÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ 23

äŒÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÒÁÚÌÉÞÎÏÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ ÚÁŒÅÄÏ- ÍÏ ÎÅ ÉÚÏÍÏÒÆÎÙ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕ.

œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÐÕÓÔØ R É R^′ ÉÚÏÍÏÒÆÎÙ. éÚ ÓÄÅÌÁÎ- ÎÏÇÏ ŒÙÛÅ ÚÁÍÅÞÁÎÉÑ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ Œ R É R^′ ÏÄÎÏ É ÔÏ ÖÅ, Ô. Å. ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ R É R^′ ÒÁŒÎÙ. óÌÅÄÏŒÁ- ÔÅÌØÎÏ, ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÒÁÚÌÉÞÎÏÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ ÎÅ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÊ ÉÚÏÍÏÒÆÎÙ.

ô Å Ï Ò Å Í Á 2. œÓÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ, ÉÍÅÀÝÉÅ ÏÄÎÕ É ÔÕ ÖÅ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ n, ÉÚÏÍÏÒÆÎÙ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕ.

ä Ï Ë Á Ú Á Ô Å Ì Ø Ó Ô Œ Ï. ðÕÓÔØ R É R^′ | ÄŒÁ n-ÍÅÒ- ÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ. œÙÂÅÒÅÍ Œ R ÂÁÚÉÓ e_1; e_2; : : : ; e_n É Œ R^′ ËÁËÏÊ-ÌÉÂÏ ÂÁÚÉÓ e^′_1; e^′_2; : : : ; e^′_n. ðÏÓÔÁŒÉÍ Œ ÓÏÏÔŒÅÔ- ÓÔŒÉÅ ŒÅËÔÏÒÕ

x = ¸_1e_1 + ¸_2e_2 + : : : + ¸_ne_n (9)

ŒÅËÔÏÒ x^′ = ¸_1e^′_1 + ¸_2e^′_2 + : : : + ¸_ne^′_n;

Ô. Å. ÌÉÎÅÊÎÕÀ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÀ ŒÅËÔÏÒÏŒ e^′_i Ó ÔÅÍÉ ÖÅ ËÏÜÆ- ÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ, ÞÔÏ É Œ (9).

üÔÏ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅ- ÌÅ, ËÁÖÄÙÊ ŒÅËÔÏÒ x ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁ- ŒÌÅÎ Œ ŒÉÄÅ (9). ðÏÜÔÏÍÕ ÞÉÓÌÁ ¸_i, Á ÚÎÁÞÉÔ, É ŒÅËÔÏÒ x^′, ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÐÏ ŒÅËÔÏÒÕ x ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ. œŒÉÄÕ ÒÁŒÎÏ- ÐÒÁŒÎÏÓÔÉ, Œ ÎÁÛÅÍ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÉ, ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ R É R^′, ËÁÖÄÏÍÕ x^′ ÏÔŒÅÞÁÅÔ ÜÌÅÍÅÎÔ ÉÚ R É ÐÒÉÔÏÍ ÔÏÌØËÏ ÏÄÉÎ.

éÚ ÕÓÔÁÎÏŒÌÅÎÎÏÇÏ ÚÁËÏÎÁ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÑ ÓÒÁÚÕ ÓÌÅÄÕ- ÅÔ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ x ↔ x^′ É y ↔ y^′, ÔÏ x+y ↔ x^′+y^′ É ˘x ↔ ˘x^′. éÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ R É R^′, ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÄÏËÁ- ÚÁÎ.

éÔÁË, ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÊ ÓÕÝÅÓÔŒÅÎÎÏÊ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÏÊ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÇÏ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÅÇÏ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ.

24 n-ÍÅÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ [ÇÌ. i

œ § 3 ÍÙ ÅÝÅ ŒÅÒÎÅÍÓÑ Ë ÐÏÎÑÔÉÀ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ÐÏ ÄÒÕÇÏÍÕ ÐÏŒÏÄÕ.

5. ðÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ. ï Ð Ò Å Ä Å Ì Å Î É Å 7. ðÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ R^′ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÁ R ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÏŒÏËÕÐÎÏÓÔØ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÉÚ R ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ ÏÎÉ ÓÁÍÉ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÒÏÓ- ÔÒÁÎÓÔŒÏ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÕÖÅ ŒŒÅÄÅÎÎÙÈ Œ R ÏÐÅÒÁÃÉÊ ÓÌÏÖÅÎÉÑ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÞÉÓÌÁ.

éÎÁÞÅ ÇÏŒÏÒÑ, ÓÏŒÏËÕÐÎÏÓÔØ R^′ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ x; y; : : : ÉÚ R ÏÂÒÁÚÕÅÔ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ R, ÅÓÌÉ ÉÚ x ∈ R^′, y ∈ R^′ ÓÌÅÄÕÅÔ x + y ∈ R^′, ˘x ∈ R^′.

ð Ò É Í Å Ò Ù. 1. îÕÌÅŒÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, Ô. Å. ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ ÉÚ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎ- ÔÁ | ÎÕÌÑ.

2. œÓÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ R.

îÕÌÅŒÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ É ŒÓÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÎÁÚÙ- ŒÁÀÔÓÑ ÏÂÙÞÎÏ ÎÅÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÍÉ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÍÉ. ðÒÉŒÅÄÅÍ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÂÏÌÅÅ ÓÏÄÅÒÖÁÔÅÌØÎÙÈ ÐÒÉÍÅÒÏŒ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ.

3. R | ÔÒÅÈÍÅÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ËÁ- ËÕÀ-ÌÉÂÏ ÐÌÏÓËÏÓÔØ Œ R, ÐÒÏÈÏÄÑÝÕÀ ÞÅÒÅÚ ÎÁÞÁÌÏ ËÏ- ÏÒÄÉÎÁÔ. óÏŒÏËÕÐÎÏÓÔØ R^′ ŒÓÅÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ, ÌÅÖÁÝÉÈ Œ ÜÔÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ, ÅÓÔØ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ.

4. œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ, ŒÅËÔÏÒÁÍÉ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÓÉÓÔÅÍÙ n ÞÉÓÅÌ x = (¸_1; ¸_2; : : : ; ¸_n), ÓÏŒÏËÕÐÎÏÓÔØ ŒÓÅÈ ÔÅÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ x = (¸_1; ¸_2; : : : ; ¸_n), ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ¸_1 = 0, ÏÂÒÁÚÕÅÔ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ. âÏÌÅÅ ÏÂÝÏ: ÓÏŒÏËÕÐÎÏÓÔØ ŒÅËÔÏÒÏŒ x = (¸_1; ¸_2; : : : ; ¸_n), ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÉÈ ÕÓÌÏŒÉÀ

a_1¸_1 + a_2¸_2 + : : : + a_n¸_n = 0;

ÇÄÅ a_1; a_2; : : : ; a_n | ËÁËÉÅ-ÔÏ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÙÅ ÞÉÓÌÁ, ÏÂ- ÒÁÚÕÅÔ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ.

5. œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ŒÓÅÈ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÓÏŒÏ- ËÕÐÎÏÓÔØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ÓÔÅÐÅÎÉ ⩽ n ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÄÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ.

§ 1] ÌÉÎÅÊÎÏÅ (ÁÆÆÉÎÎÏÅ) n-ÍÅÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ 25

ïÞÅŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ ŒÏ ŒÓÑËÏÍ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ R^′ ËÁËÏÇÏ- ÌÉÂÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ R ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ ÎÕÌÅŒÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÁ R.

ðÏÓËÏÌØËÕ ÌÀÂÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÓÁÍÏ ÐÏ ÓÅÂÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÙÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ, ÔÏ ŒÓÅ ÔÁËÉÅ ÐÏÎÑ- ÔÉÑ, ËÁË ÂÁÚÉÓ, ÞÉÓÌÏ ÉÚÍÅÒÅÎÉÊ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ É Ô. Ä., ËÏÔÏÒÙÅ ÍÙ ŒŒÅÌÉ ŒÙÛÅ, ÐÒÉÍÅÎÉÍÙ É Ë ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÁÍ. ôÁË ËÁË Œ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÂÏÌØ- ÛÅ ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ, ÞÅÍ ŒÏ ŒÓÅÍ ÐÒÏÓÔ- ÒÁÎÓÔŒÅ, ÔÏ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÌÀÂÏÇÏ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ ŒÓÅÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ.

õ Ð Ò Á Ö Î Å Î É Ñ. 1. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ R^′ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ R ÉÍÅÅÔ ÔÕ ÖÅ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ, ÞÔÏ É ŒÓÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ R, ÔÏ ÏÎÏ ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó R.

2. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ R1 É R2 | ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÁ R, É ÅÓÌÉ R1 ⊂ R2 É ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ R1 É R2 ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ, ÔÏ R1 = R2.

œ ËÁÖÄÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ R ÍÏÖÎÏ ÓÔÒÏÉÔØ ÐÏÄÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÝÉÍ ÐÒÉÅÍÏÍ: ŒÏÚØÍÅÍ Œ R ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÅ (ËÏÎÅÞÎÏÅ ÉÌÉ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÅ) ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÅËÔÏÒÏŒ e; f; g; : : : ; ÔÏÇÄÁ ÓÏŒÏËÕÐÎÏÓÔØ R^′ ŒÓÅÈ ÌÉÎÅÊ- ÎÙÈ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÊ ŒÙÂÒÁÎÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ e; f; g; : : : ÅÓÔØ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ R. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÓËÌÁÄÙŒÁÑ ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÊ É ÕÍÎÏÖÁÑ ÎÁ ÞÉÓÌÁ ÌÉÎÅÊ- ÎÙÅ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÉ ŒÅËÔÏÒÏŒ e; f; g; : : : , ÍÙ ÓÎÏŒÁ ÐÏÌÕ- ÞÉÍ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÉ ŒÅËÔÏÒÏŒ e; f; g; : : : , Ô. Å. ÜÌÅ- ÍÅÎÔÙ ÉÚ R^′. ðÏÌÕÞÅÎÎÏÅ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÏ R^′ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÍ ŒÅËÔÏÒÁÍÉ e; f; g; : : : ïÎÏ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÎÁÉÍÅÎØÛÉÍ ÌÉÎÅÊ- ÎÙÍ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÍ ÄÁÎÎÙÅ ŒÅËÔÏÒÙ e; f; g; : : :

ðÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ R^′, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÅ ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁŒÉ- ÓÉÍÙÍÉ ŒÅËÔÏÒÁÍÉ e_1; e_2; : : : ; e_k, ÑŒÌÑÅÔÓÑ k-ÍÅÒÎÙÍ É ŒÅËÔÏÒÙ e_1; e_2; : : : ; e_k ÏÂÒÁÚÕÀÔ Œ ÎÅÍ ÂÁÚÉÓ. äÅÊÓÔŒÉ- ÔÅÌØÎÏ, Œ R^′ ÉÍÅÅÔÓÑ ÓÉÓÔÅÍÁ k ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙÈ

26 n-ÍÅÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ [ÇÌ. i

ŒÅËÔÏÒÏŒ, ÉÍÅÎÎÏ, ÓÁÍÉ ŒÅËÔÏÒÙ e_1; e_2; : : : ; e_k. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÅÓÌÉ x_1; x_2; : : : ; x_l | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÅ ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅ- ÚÁŒÉÓÉÍÙÅ ŒÅËÔÏÒÙ ÉÚ R^′, ÔÏ ÔÁË ËÁË ÏÎÉ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÌÉ- ÎÅÊÎÙÍÉ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÑÍÉ ŒÅËÔÏÒÏŒ e_1; e_2; : : : ; e_k, ÔÏ, ÓÏ- ÇÌÁÓÎÏ ÌÅÍÍÅ Ð. 2, l ⩽ k. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, R^′ k-ÍÅÒÎÏ É ÎÁÂÏÒ ŒÅËÔÏÒÏŒ e_1; e_2; : : : ; e_k ÅÓÔØ ÏÄÉÎ ÉÚ ŒÏÚÍÏÖÎÙÈ ÂÁÚÉÓÏŒ Œ R^′.

õ Ð Ò Á Ö Î Å Î É Å. ðÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ Œ n-ÍÅÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ŒÓÅÈ ÍÅÎØÛÉÈ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÅÊ.

åÓÌÉ ÉÓËÌÀÞÉÔØ ÉÚ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÑ ÎÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÀÝÅÅ ÉÎÔÅÒÅÓÁ ÎÕÌÅŒÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, ÔÏ ÓÁÍÙÍÉ ÐÒÏÓÔÙ- ÍÉ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÏÄÎÏÍÅÒÎÙÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ. âÁÚÉÓ ŒÓÑ- ËÏÇÏ ÔÁËÏÇÏ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÏÄÎÏÇÏ ŒÅË- ÔÏÒÁ e_1. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÏÄÎÏÍÅÒÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ŒÅËÔÏÒÏŒ ŒÉÄÁ ffe_1, ÇÄÅ ff | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÅ ÞÉ- ÓÌÏ.

ðÒÉÂÁŒÉÍ Ë ËÁÖÄÏÍÕ ÉÚ ŒÅËÔÏÒÏŒ ffe_1 ÏÄÉÎ É ÔÏÔ ÖÅ ŒÅËÔÏÒ x_0. íÙ ÐÏÌÕÞÉÍ ÓÏŒÏËÕÐÎÏÓÔØ ŒÅËÔÏÒÏŒ ŒÉÄÁ x = x_0 +ffe_1, ÇÄÅ ff ÐÒÏÂÅÇÁÅÔ ŒÓÅ ÞÉÓÌÁ, Á e_1 É x_0 | ÆÉË- ÓÉÒÏŒÁÎÎÙÅ ŒÅËÔÏÒÙ. üÔÕ ÓÏŒÏËÕÐÎÏÓÔØ ŒÅËÔÏÒÏŒ ÅÓÔÅ- ÓÔŒÅÎÎÏ, ÐÏ ÁÎÁÌÏÇÉÉ Ó ÔÒÅÈÍÅÒÎÙÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ, ÎÁ- ÚŒÁÔØ ÐÒÑÍÏÊ Œ ÌÉÎÅÊÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ R.

áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ŒÅËÔÏÒÙ ŒÉÄÁ ffe_1 + fie_2, ÇÄÅ e_1 É e_2 | ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÙÅ ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙÅ ŒÅËÔÏÒÙ, Á ff É fi | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ, ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÄŒÕÍÅÒÎÏÅ ÐÏÄ- ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ. óÏŒÏËÕÐÎÏÓÔØ ŒÅËÔÏÒÏŒ

x = x_0 + ffe_1 + fie_2;

ÇÄÅ x_0 | ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÙÊ ŒÅËÔÏÒ, ÍÙ ÎÁÚÙŒÁÅÍ ÐÌÏÓËÏ- ÓÔØÀ (ÄŒÕÍÅÒÎÏÊ).

õ Ð Ò Á Ö Î Å Î É Ñ. 1. ðÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ, ÇÄÅ ŒÅË- ÔÏÒÁÍÉ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÓÉÓÔÅÍÙ n ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ (¸1; ¸2; : : : ; ¸n), ÓÏŒÏËÕÐÎÏÓÔØ ŒÅËÔÏÒÏŒ, ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÉÈ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÀ

a1¸1 + a2¸2 + : : : + an¸n = 0

§ 1] ÌÉÎÅÊÎÏÅ (ÁÆÆÉÎÎÏÅ) n-ÍÅÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ 27

(a1; a2; : : : ; an | ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÙÅ ÞÉÓÌÁ, ÎÅ ŒÓÅ ÒÁŒÎÙÅ ÎÕÌÀ), ÏÂÒÁ- ÚÕÅÔ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ n − 1.

2. ðÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÄŒÁ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ R1 É R2 ÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÁ R ÉÍÅÀÔ ÏÂÝÉÍ ÌÉÛØ ÎÕÌÅŒÏÊ ŒÅËÔÏÒ, ÔÏ ÓÕÍÍÁ ÉÈ ÒÁÚÍÅÒ- ÎÏÓÔÅÊ ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ R.

3. ðÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÇÏ ŒÅËÔÏÒÁÍÉ e; f; g; : : : , ÒÁŒÎÁ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÍÕ ÞÉÓÌÕ ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁŒÉ- ÓÉÍÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ ÓÒÅÄÉ ÎÉÈ.

6. òÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ R Œ ÐÒÑÍÕÀ ÓÕÍÍÕ ÐÏÄ- ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ. óÕÍÍÁ É ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ. ðÕÓÔØ ÚÁÄÁÎÙ ÄŒÁ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ n-ÍÅÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔ- ÒÁÎÓÔŒÁ R. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÉÈ R_1 É R_2.

ï Ð Ò Å Ä Å Ì Å Î É Å 8. åÓÌÉ ËÁÖÄÙÊ ŒÅËÔÏÒ x ÐÒÏÓ- ÔÒÁÎÓÔŒÁ R ÍÏÖÎÏ, É ÐÒÉÔÏÍ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÔØ ËÁË ÓÕÍÍÕ ÄŒÕÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ

x = x_1 + x_2;

ÇÄÅ x_1 ∈ R_1, Á x_2 ∈ R_2, ÔÏ ÇÏŒÏÒÑÔ, ÞÔÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ- ŒÏ R ÒÁÚÌÏÖÅÎÏ Œ ÐÒÑÍÕÀ ÓÕÍÍÕ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ R_1 É R_2.

üÔÏ ÏÂÙÞÎÏ ÚÁÐÉÓÙŒÁÀÔ ÔÁË:

R = R_1 ⊕ R_2:

ô Å Ï Ò Å Í Á 3. äÌÑ ÔÏÇÏ ÞÔÏÂÙ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ R ÒÁÚÌÁÇÁÌÏÓØ Œ ÐÒÑÍÕÀ ÓÕÍÍÕ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ R_1 É R_2, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ, ÞÔÏÂÙ:

1. ðÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ R_1 É R_2 ÉÍÅÌÉ ÔÏÌØËÏ ÏÄÉÎ ÏÂ- ÝÉÊ ŒÅËÔÏÒ x = 0 (ÎÕÌÅŒÏÊ ŒÅËÔÏÒ).

2. óÕÍÍÁ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÅÊ ÜÔÉÈ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ ÂÙÌÁ ÒÁŒÎÁ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ R.

ä Ï Ë Á Ú Á Ô Å Ì Ø Ó Ô Œ Ï. œÙÂÅÒÅÍ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÂÁÚÉÓ e_1; : : : ; e_k Œ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ R_1 É ÂÁÚÉÓ f_1; : : : ; f_l Œ ÐÏÄ- ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ R_2. ðÏÓËÏÌØËÕ ÓÕÍÍÁ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÅÊ R_1 É R_2 ÅÓÔØ n, ÔÏ ÏÂÝÅÅ ÞÉÓÌÏ ÜÔÉÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ k + l = n.

ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ŒÅËÔÏÒÙ

e_1; : : : ; e_k; f_1; : : : ; f_l

28 n-ÍÅÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ [ÇÌ. i

ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙ, Ô. Å. ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÂÁÚÉÓ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ R. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÐÕÓÔØ

˘_1e_1 + : : : + ˘_ke_k + ¯_1f_1 + : : : + ¯_lf_l = 0;

ÏÔÓÀÄÁ

˘_1e_1 + : : : + ˘_ke_k = −¯_1f_1 − : : : − ¯_lf_l:

ìÅŒÁÑ ÞÁÓÔØ ÜÔÏÇÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ÅÓÔØ ŒÅËÔÏÒ ÉÚ R_1, Á ÐÒÁŒÁÑ ÉÚ R_2. ôÁË ËÁË, ÐÏ ÕÓÌÏŒÉÀ, ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÊ ÏÂÝÉÊ ŒÅËÔÏÒ R_1 É R_2 ÅÓÔØ ÎÕÌÅŒÏÊ ŒÅËÔÏÒ, ÔÏ ˘_1e_1 + : : : + ˘_ke_k = 0; ¯_1f_1 + : : : + ¯_lf_l = 0:

(10)

îÏ ËÁÖÄÙÊ ÉÚ ÎÁÂÏÒÏŒ e_1; : : : ; e_k É f_1; : : : ; f_l ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ, ÔÁË ËÁË ÜÔÏ ÂÁÚÉÓÙ Œ R_1 É R_2. ðÏÜÔÏÍÕ ÉÚ ÐÅÒŒÏÇÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ (10) ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ˘_1 = : : : = ˘_k = 0;

Á ÉÚ ŒÔÏÒÏÇÏ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ

¯_1 = : : : = ¯_l = 0:

óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÓÉÓÔÅÍÁ e_1; : : : ; e_k; f_1; : : : ; f_l ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ n ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ, Ô. Å. ÜÔÏ ÅÓÔØ ÂÁÚÉÓ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ R.

íÙ ÄÏËÁÚÁÌÉ, ÞÔÏ ÐÒÉ ŒÙÐÏÌÎÅÎÉÉ ÕÓÌÏŒÉÊ ÔÅÏÒÅÍÙ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÂÁÚÉÓ, ÐÅÒŒÙÅ k ŒÅËÔÏÒÏŒ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÏÂÒÁÚÕ- ÀÔ ÂÁÚÉÓ Œ R_1, Á ÐÏÓÌÅÄÎÉÅ l | ÂÁÚÉÓ Œ R_2.

ðÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÊ ŒÅËÔÏÒ x ÉÚ R ÍÏÖÎÏ ÒÁÚÌÏÖÉÔØ ÐÏ ŒÅËÔÏÒÁÍ ÜÔÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ

x = ff_1e_1 + : : : + ff_ke_k + fi_1f_1 + : : : + fi_lf_l:

ðÒÉ ÜÔÏÍ x_1 = ff_1e_1 + : : : + ff_ke_k ∈ R_1 É x_2 = fi_1f_1 + : : : + fi_lf_l ∈ R_2:

§ 1] ÌÉÎÅÊÎÏÅ (ÁÆÆÉÎÎÏÅ) n-ÍÅÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ 29

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, x = x_1 + x_2;

ÇÄÅ x_1 ∈ R_1 É x_2 ∈ R_2. ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏ. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÄŒÁ ÒÁÚÌÏ- ÖÅÎÉÑ:

x = x_1 + x_2; ÇÄÅ x_1 ∈ R_1; x_2 ∈ R_2; É x = x^′_1 + x^′_2; ÇÄÅ x^′_1 ∈ R_1; x^′_2 ∈ R_2:

œÙÞÉÔÁÑ ŒÔÏÒÏÅ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÉÚ ÐÅÒŒÏÇÏ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ:

0 = x_1 − x^′_1 + x_2 − x^′_2;

ÏÔËÕÄÁ x_1 − x^′_1 = x^′_2 − x_2:

ôÁË ËÁË ŒÅËÔÏÒ, ÓÔÏÑÝÉÊ Œ ÌÅŒÏÊ ÞÁÓÔÉ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ, ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ R_1, Á ŒÅËÔÏÒ, ÓÔÏÑÝÉÊ Œ ÐÒÁŒÏÊ ÞÁÓÔÉ, ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ R_2, ÔÏ ËÁÖÄÙÊ ÉÚ ÜÔÉÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ ÒÁŒÅÎ ÎÕÌÀ, Ô. Å. x^′_1 = x_1; x^′_2 = x_2:

åÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÓÔØ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÄÏËÁÚÁÎÁ.

äÏÐÕÓÔÉÍ, ÞÔÏ ÎÁÍ ÚÁÄÁÎÏ ÄŒÁ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÈ ÐÏÄÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÁ R_1 É R_2 ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ R.

ìÅÇËÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÓÏŒÏËÕÐÎÏÓÔØ ŒÅËÔÏÒÏŒ, ÐÒÉ- ÎÁÄÌÅÖÁÝÉÈ ÏÂÏÉÍ ÜÔÉÍ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÍ, ÔÁËÖÅ ÅÓÔØ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ R_0 ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ R.

üÔÏ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅÍ R_1 É R_2 É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ

R_0 = R_1 ∩ R_2:

îÁÐÒÉÍÅÒ, ÅÓÌÉ R_1 É R_2 | ÄŒÁ ÄŒÕÍÅÒÎÙÈ ÐÏÄÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÔÒÅÈÍÅÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ (ÄŒÅ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÉÅ ÞÅÒÅÚ ÎÁÞÁÌÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ), ÔÏ R_1 ∩ R_2 ÅÓÔØ

30 n-ÍÅÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ [ÇÌ. i

ÏÄÎÏÍÅÒÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ (ÐÒÑÍÁÑ, ÐÏ ËÏÔÏÒÏÊ ÐÅ- ÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ ÜÔÉ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ).

ðÏ ÄŒÕÍ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÍ R_1 É R_2 ÍÏÖÎÏ ÐÏÓÔÒÏ- ÉÔØ ÅÝÅ ÏÄÎÏ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, ËÏÔÏÒÏÅ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÉÈ ÓÕÍÍÏÊ. ïÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ.

œÅËÔÏÒÁÍÉ ÜÔÏÇÏ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ŒÓÅŒÏÚ- ÍÏÖÎÙÅ ÓÕÍÍÙ ŒÉÄÁ

x = x_1 + x_2; (11)

ÇÄÅ x_1 ∈ R_1, x_2 ∈ R_2.

ìÅÇËÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ŒÉÄÁ (11) ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ. üÔÏ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ~R ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÕÍÍÏÊ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ R_1 É R_2 É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ~R = R_1 + R_2:

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ, Œ ÏÔÌÉÞÉÅ ÏÔ ÐÒÑÍÏÊ ÓÕÍÍÙ ÄŒÕÈ ÐÏÄ- ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ, ÚÁÐÉÓØ ÜÌÅÍÅÎÔÁ ÉÚ R Œ ŒÉÄÅ (11) ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÎÅÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÊ.

õ Ð Ò Á Ö Î Å Î É Å. ðÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÓÕÍÍÁ ÄŒÕÈ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÄŒÕ- ÍÅÒÎÙÈ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ ÔÒÅÈÍÅÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ R ÅÓÔØ ŒÓÅ ÜÔÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ.

éÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ:

ô Å Ï Ò Å Í Á 4. ðÕÓÔØ ÚÁÄÁÎÙ ÄŒÁ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÁ R_1 É R_2 ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ R. ôÏÇÄÁ ÓÕÍÍÁ ÒÁÚÍÅÒÎÏ- ÓÔÅÊ R_1 É R_2 ÒÁŒÎÁ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ ÉÈ ÓÕÍÍÙ ÐÌÀÓ ÒÁÚ- ÍÅÒÎÏÓÔØ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ.

ä Ï Ë Á Ú Á Ô Å Ì Ø Ó Ô Œ Ï. œÙÂÅÒÅÍ Œ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÉ R_0 = R_1 ∩ R_2 ÂÁÚÉÓ

e_1; : : : ; e_k: (12)

äÏÐÏÌÎÉÍ ÜÔÏÔ ÂÁÚÉÓ Ó ÏÄÎÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ ÄÏ ÂÁÚÉÓÁ Œ R_1:

e_1; : : : ; e_k; f_1; : : : ; f_l (13)

É Ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ ÄÏ ÂÁÚÉÓÁ Œ R_2:

e_1; : : : ; e_k; g_1; : : : ; g_m: (14)

§ 1] ÌÉÎÅÊÎÏÅ (ÁÆÆÉÎÎÏÅ) n-ÍÅÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ 31

ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ŒÅËÔÏÒÙ

f_1; : : : ; f_l; e_1; : : : ; e_k; g_1; : : : ; g_m (15)

ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÂÁÚÉÓ Œ ÓÕÍÍÅ ~R = R_1 + R_2.

óÎÁÞÁÌÁ ÐÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÜÔÉ ŒÅËÔÏÒÙ ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁŒÉ- ÓÉÍÙ. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÐÕÓÔØ

˘_1f_1 +: : : +˘_lf_l +¯_1e_1 +: : : +¯_ke_k +˚_1g_1 +: : : +˚_mg_m = 0:

ôÏÇÄÁ

˘_1f_1 + : : : + ˘_lf_l + ¯_1e_1 + : : : + ¯_ke_k = −˚_1g_1 − : : : − ˚_mg_m:

ìÅŒÁÑ ÞÁÓÔØ ÜÔÏÇÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ÅÓÔØ ŒÅËÔÏÒ ÉÚ R_1, ÐÒÁ- ŒÁÑ | ÉÚ R_2. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÜÔÁ ÐÒÁŒÁÑ ÞÁÓÔØ ÅÓÔØ ÏÄ- ÎÏŒÒÅÍÅÎÎÏ ŒÅËÔÏÒ ÉÚ R_1 É ÉÚ R_2, Ô. Å. ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ R_0 É, ÚÎÁÞÉÔ, ŒÙÒÁÖÁÅÔÓÑ ËÁË ÌÉÎÅÊÎÁÑ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÑ ÂÁÚÉÓÁ e_1; : : : ; e_k ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ R_0:

−˚_1g_1 − : : : − ˚_mg_m = c_1e_1 + : : : + c_ke_k:

œ ÓÉÌÕ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÏÓÔÉ ŒÅËÔÏÒÏŒ (14) ÜÔÏ ŒÏÚÍÏÖÎÏ ÔÏÌØËÏ, ËÏÇÄÁ ŒÓÅ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ | ÎÕÌÉ. œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ˚_1 = : : : = ˚_m = 0, Ô. Å.

˘_1f_1 + : : : + ˘_lf_l + ¯_1e_1 + : : : + ¯_ke_k = 0:

éÚ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÏÓÔÉ ŒÅËÔÏÒÏŒ (13) ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ É ŒÓÅ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ˘_1; : : : ; ˘_l; ¯_1; : : : ; ¯_k ÒÁŒÎÙ ÎÕ- ÌÀ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÏÓÔØ ÓÉÓÔÅÍÙ (15) ÄÏËÁÚÁÎÁ.

ðÏËÁÖÅÍ ÔÅÐÅÒØ, ÞÔÏ ŒÓÑËÉÊ ŒÅËÔÏÒ x ∈ ~R ŒÙÒÁÖÁ- ÅÔÓÑ ËÁË ÌÉÎÅÊÎÁÑ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÑ ŒÅËÔÏÒÏŒ ÜÔÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ. ðÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ~R ŒÅËÔÏÒ x ÍÏÖÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÔØ Œ ŒÉÄÅ:

x = x_1 + x_2;

ÇÄÅ x_1 ∈ R_1, x_2 ∈ R_2. ôÁË ËÁË x_1 ∈ R_1, ÔÏ ÅÇÏ ÍÏÖÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÔØ ËÁË ÌÉÎÅÊÎÕÀ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÀ ŒÅËÔÏÒÏŒ (13). áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ x_2 ∈ R_2 É x_2 ÍÏÖÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÔØ ËÁË ÌÉÎÅÊ- ÎÕÀ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÀ ŒÅËÔÏÒÏŒ (14). óËÌÁÄÙŒÁÑ, ÐÏÌÕÞÉÍ,

32 n-ÍÅÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ [ÇÌ. i

ÞÔÏ ŒÅËÔÏÒ x ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÍ ËÁË ÌÉÎÅÊÎÁÑ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÑ ÓÉ- ÓÔÅÍÙ (15).

éÔÁË ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÌÉ, ÞÔÏ ŒÅËÔÏÒÙ

f_1; : : : ; f_l; e_1; : : : ; e_k; g_1; : : : ; g_m;

Ó ÏÄÎÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙ É, Ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏ- ÒÏÎÙ, ŒÓÑËÉÊ ŒÅËÔÏÒ ÉÚ ~R ÅÓÔØ ÉÈ ÌÉÎÅÊÎÁÑ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÑ. œ ÓÉÌÕ ÚÁÍÅÞÁÎÉÑ ÎÁ ÓÔÒ. 16 ÏÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÜÔÉ ŒÅËÔÏÒÙ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÂÁÚÉÓ Œ ~R. éÔÁË, ÍÙ ÉÍÅÅÍ k ŒÅËÔÏ- ÒÏŒ (12), ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ ÂÁÚÉÓ Œ R_0, k + l ŒÅËÔÏÒÏŒ (13), ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ ÂÁÚÉÓ Œ R_1, k + m ŒÅËÔÏÒÏŒ (14), ÏÂÒÁÚÕÀ- ÝÉÈ ÂÁÚÉÓ Œ R_2, É k + l + m ŒÅËÔÏÒÏŒ (15), ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ ÂÁÚÉÓ Œ ~R = R_1 +R_2. õÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ, ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, Œ ÔÏÖÄÅÓÔŒÏ

(k + l) + (k + m) = (k + l + m) + k:

ôÅÏÒÅÍÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ.

õ Ð Ò Á Ö Î Å Î É Å. ðÒÏŒÅÒÉÔØ ÔÅÏÒÅÍÕ ÄÌÑ ÓÌÕÞÁÑ, ËÏÇÄÁ R1 É R2 | ÄŒÕÍÅÒÎÙÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÔÒÅÈÍÅÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ.

éÚ ÄÏËÁÚÁÎÎÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÞÔÏ ÄŒÕÍ 15-ÍÅÒÎÙÍ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÍ ĂÔÅÓÎÏĄ Œ 28-ÍÅÒÎÏÍ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÅ | ÏÎÉ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ ÐÏ ËÒÁÊÎÅÊ ÍÅÒÅ ÐÏ ÄŒÕ- ÍÅÒÎÏÍÕ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÕ (ÐÌÏÓËÏÓÔÉ). äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÓÕÍÍÁ ÉÈ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÅÊ ÒÁŒÎÁ 30, Á ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÓÕÍ- ÍÙ ÎÅ ÍÏÖÅÔ, ËÏÎÅÞÎÏ, ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔØ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ ŒÓÅÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ, Ô. Å. 28.

õ Ð Ò Á Ö Î Å Î É Ñ. 1. ëÁËÏŒÏ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ÞÉÓÌÏ ÉÚÍÅÒÅÎÉÊ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ, Œ ËÏÔÏÒÏÍ ÄŒÅ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÍÏÇÕÔ ÐÅÒÅÓÅÞØÓÑ Œ ÔÏÞ- ËÅ? 2. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ R1 ∩ R2 ÅÓÔØ ÎÕÌÅŒÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, ÔÏ ~R = R1 + R2 ÅÓÔØ ÐÒÑÍÁÑ ÓÕÍÍÁ R1 É R2, Ô. Å. ~R = R1 ⊕ R2.

éÚ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁ ÜÔÏÇÏ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÑ ŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÔÅÏÒÅ- ÍÁ 3 ÜÔÏÇÏ ÐÕÎËÔÁ ÅÓÔØ ÞÁÓÔÎÙÊ ÓÌÕÞÁÊ ÔÅÏÒÅÍÙ 4.

§ 1] ÌÉÎÅÊÎÏÅ (ÁÆÆÉÎÎÏÅ) n-ÍÅÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ 33

õ Ð Ò Á Ö Î Å Î É Å. ðÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÉÍÅÅÔÓÑ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ R Œ ÐÒÑÍÕÀ ÓÕÍÍÕ R = R1 ⊕ R2;

ÔÏ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ R1 É R2 ÒÁŒÎÏ ÎÕÌÀ É, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÓÕÍÍÁ ÒÁÚ- ÍÅÒÎÏÓÔÅÊ ÜÔÉÈ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ ÒÁŒÎÁ n.

7. ðÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÐÒÉ ÉÚÍÅÎÅÎÉÉ ÂÁÚÉÓÁ. ðÕÓÔØ e_1; e_2; : : : ; e_n É e^′_1; e^′_2; : : : ; e^′_n | ÄŒÁ ÂÁÚÉÓÁ n-ÍÅÒÎÏ- ÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ. ðÕÓÔØ, ÄÁÌÅÅ, ËÁÖÄÙÊ ŒÅËÔÏÒ e^′_i ŒÙÒÁ- ÖÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ŒÅËÔÏÒÙ ÐÅÒŒÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ

e^′_1 = a_{11}e_1 + a_{21}e_2 + : : : + a_{n1}e_n; e^′_2 = a_{12}e_1 + a_{22}e_2 + : : : + a_{n2}e_n; . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . e^′_n = a_{1n}e_1 + a_{2n}e_2 + : : : + a_{nn}e_n:

(16)

ôÏÇÄÁ ÐÅÒÅÈÏÄ ÏÔ ÐÅÒŒÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ ËÏ ŒÔÏÒÏÍÕ ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÍÁÔÒÉÃÅÊ A = ‖a_{ik}‖, ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ËÏÔÏÒÏÊ ÏÔÌÉÞÅÎ ÏÔ ÎÕÌÑ^∗).

ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ ¸_i ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ŒÅËÔÏÒÁ x Œ ÐÅÒŒÏÍ ÂÁÚÉÓÅ, Á ÞÅÒÅÚ ¸^′_i | ÅÇÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ŒÏ ŒÔÏÒÏÍ ÂÁÚÉÓÅ. îÁÊÄÅÍ, ËÁË ŒÙÒÁÖÁÀÔÓÑ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ¸^′_i ÞÅÒÅÚ ¸_i.

íÙ ÉÍÅÅÍ:

x = ¸_1e_1 + ¸_2e_2 + : : : + ¸_ne_n = ¸^′_1e^′_1 + ¸^′_2e^′_2 + : : : + ¸^′_ne^′_n:

ðÏÄÓÔÁŒÉŒ Œ ÜÔÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ŒÍÅÓÔÏ e^′_i ÉÈ ŒÙÒÁÖÅÎÉÑ ÞÅ- ÒÅÚ e_i, ÐÏÌÕÞÉÍ:

x=¸_1e_1 +¸_2e_2 +: : :+¸_ne_n =¸^′_1(a_{11}e_1 +a_{21}e_2 +: : :+a_{n1}e_n)+ +¸^′_2(a_{12}e_1 +a_{22}e_2 +: : :+a_{n2}e_n)+ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . + ¸^′_n(a_{1n}e_1 +a_{2n}e_2 +: : :+a_{nn}e_n):

ôÁË ËÁË e_i ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙ, ÔÏ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÐÒÉ ÎÉÈ Œ ÐÒÁŒÏÊ É ÌÅŒÏÊ ÞÁÓÔÑÈ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ÏÄÉÎÁËÏŒÙ.

∗) åÓÌÉ ÂÙ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ÍÁÔÒÉÃÙ A ÂÙÌ ÒÁŒÅÎ ÎÕÌÀ, ÔÏ ŒÅË- ÔÏÒÙ e^′_1; e^′_2; : : : ; e^′_n ÂÙÌÉ ÂÙ ÌÉÎÅÊÎÏ ÚÁŒÉÓÉÍÙ.

34 n-ÍÅÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ [ÇÌ. i

ðÏÌÕÞÁÅÍ:

¸_1 = a_{11}¸^′_1 + a_{12}¸^′_2 + : : : + a_{1n}¸^′_n; ¸_2 = a_{21}¸^′_1 + a_{22}¸^′_2 + : : : + a_{2n}¸^′_n; . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ¸_n = a_{n1}¸^′_1 + a_{n2}¸^′_2 + : : : + a_{nn}¸^′_n:

(17)

óÒÁŒÎÉÍ ÆÏÒÍÕÌÙ (16) É (17). íÅÖÄÕ ÎÉÍÉ ÅÓÔØ ÄŒÁ ÓÕÝÅÓÔŒÅÎÎÙÈ ÏÔÌÉÞÉÑ: ŒÏ-ÐÅÒŒÙÈ, ÐÏÍÅÎÑÌÉÓØ ÍÅÓÔÁÍÉ ÛÔÒÉÈÏŒÁÎÎÙÅ É ÎÅÛÔÒÉÈÏŒÁÎÎÙÅ ÂÕËŒÙ É, ŒÏ-ŒÔÏÒÙÈ, Œ ÆÏÒÍÕÌÁÈ (16) ÐÒÉ ÓÕÍÍÉÒÏŒÁÎÉÉ ÍÅÎÑÅÔÓÑ ÐÅÒŒÙÊ ÉÎÄÅËÓ, Á Œ ÆÏÒÍÕÌÁÈ (17) ŒÔÏÒÏÊ.

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ¸_i ŒÅËÔÏÒÁ x Œ ÐÅÒ- ŒÏÍ ÂÁÚÉÓÅ ŒÙÒÁÖÁÀÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÔÏÇÏ ÖÅ ŒÅËÔÏÒÁ x ŒÏ ŒÔÏÒÏÍ ÂÁÚÉÓÅ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÍÁÔÒÉÃÙ A^′, ÔÒÁÎÓÐÏÎÉÒÏŒÁÎÎÏÊ Ë A.

üÔÏÔ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÍÏÖÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÔØ É Œ ÄÒÕÇÏÊ ÆÏÒ- ÍÅ. òÅÛÉÍ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ (17) ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ¸^′_1; ¸^′_2; : : : ; ¸^′_n. ðÏÌÕÞÉÍ:

¸^′_1 = b_{11}¸_1 + b_{12}¸_2 + : : : + b_{1n}¸_n; ¸^′_2 = b_{21}¸_1 + b_{22}¸_2 + : : : + b_{2n}¸_n; . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ¸^′_n = b_{n1}¸_1 + b_{n2}¸_2 + : : : + b_{nn}¸_n;

ÇÄÅ b_{ik} ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ÍÁÔÒÉÃÙ, ÏÂÒÁÔÎÏÊ Ë ÍÁ- ÔÒÉÃÅ A^′. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÙ ŒÉÄÉÍ, ÞÔÏ ËÏÏÒÄÉÎÁ- ÔÙ ŒÅËÔÏÒÁ ÐÒÅÏÂÒÁÚÕÀÔÓÑ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÍÁÔÒÉÃÙ B = = ‖b_{ik}‖, ÑŒÌÑÀÝÅÊÓÑ ÏÂÒÁÔÎÏÊ Ë A^′, ÇÄÅ A^′ | ÍÁÔÒÉÃÁ, ÔÒÁÎÓÐÏÎÉÒÏŒÁÎÎÁÑ Ë ÍÁÔÒÉÃÅ A, ÚÁÄÁÀÝÅÊ ÐÒÅÏÂÒÁ- ÚÏŒÁÎÉÅ ÂÁÚÉÓÁ.

§ 2. åŒËÌÉÄÏŒÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ

1. ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÅŒËÌÉÄÏŒÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ. œ ÐÒÅÄÙ- ÄÕÝÅÍ ÐÁÒÁÇÒÁÆÅ ÌÉÎÅÊÎÏÅ (ÁÆÆÉÎÎÏÅ) ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÂÙÌÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ ËÁË ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ (ŒÅËÔÏÒÏŒ)

§ 2] ÅŒËÌÉÄÏŒÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ 35

Ó ÚÁÄÁÎÎÙÍÉ Œ ÎÅÍ ÏÐÅÒÁÃÉÑÍÉ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÞÉÓÌÁ É ÓÌÏÖÅÎÉÑ.

ó ÐÏÍÏÝØÀ ÜÔÉÈ ÏÐÅÒÁÃÉÊ ÍÏÖÎÏ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒÁÔØ, ÞÔ«Ï ÔÁËÏÅ ÐÒÑÍÁÑ, ÐÌÏÓËÏÓÔØ, ÞÉÓÌÏ ÉÚÍÅÒÅÎÉÊ ÐÒÏÓÔ- ÒÁÎÓÔŒÁ, ÞÔ«Ï ÔÁËÏÅ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÅ ÐÒÑÍÙÅ É Ô. Ä.

ïÄÎÁËÏ ÜÔÉÈ ÐÏÎÑÔÉÊ ÎÅÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ, ÞÔÏÂÙ ÏÈŒÁÔÉÔØ ŒÓÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ÆÁËÔÏŒ, ÓÏÓÔÁŒÌÑÀÝÉÈ ÓÏÄÅÒÖÁÎÉÅ ÔÁË ÎÁÚÙŒÁÅÍÏÊ ÅŒËÌÉÄÏŒÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ. îÁÐÒÉÍÅÒ, Œ ÏÄ- ÎÉÈ ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÓÌÏÖÅÎÉÑ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÞÉÓÌÏ ÍÙ ÎÅ ÓÍÏÖÅÍ ÄÁÔØ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÄÌÉÎÙ ŒÅËÔÏÒÁ, ÕÇÌÁ ÍÅÖÄÕ ŒÅËÔÏÒÁÍÉ, ÓËÁÌÑÒÎÏÇÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ ŒÅËÔÏÒÏŒ É Ô. Ä. œŒÅÓÔÉ ÜÔÉ ÐÏÎÑÔÉÑ ÐÒÏÝÅ ŒÓÅÇÏ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ.

œÙÂÅÒÅÍ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÏÓÎÏŒÎÏÇÏ ÐÏÎÑÔÉÅ ÓËÁÌÑÒÎÏÇÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ, ËÏÔÏÒÏÅ ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ ÁËÓÉÏÍÁÔÉÞÅÓËÉ.

œ ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÓÌÏÖÅÎÉÑ ŒÅËÔÏÒÏŒ, ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÉÈ ÎÁ ÞÉ- ÓÌÁ É ÓËÁÌÑÒÎÏÇÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ ŒÅËÔÏÒÏŒ ÍÙ ÓÍÏÖÅÍ ÒÁÚŒÉÔØ ŒÓÀ ÅŒËÌÉÄÏŒÕ ÇÅÏÍÅÔÒÉÀ.

ï Ð Ò Å Ä Å Ì Å Î É Å 1. âÕÄÅÍ ÇÏŒÏÒÉÔØ, ÞÔÏ Œ ŒÅ- ÝÅÓÔŒÅÎÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ R ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ ÓËÁÌÑÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ, ÅÓÌÉ ËÁÖÄÏÊ ÐÁÒÅ ŒÅËÔÏÒÏŒ x; y ∈ R ÐÏÓÔÁŒÌÅÎÏ Œ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, ËÏÔÏÒÏÅ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ (x; y) ÐÒÉÞÅÍ ÜÔÏ ÓÏÏÔŒÅÔ- ÓÔŒÉÅ ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍÉ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍÉ (ÕÄÏŒÌÅÔŒÏ- ÒÑÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÁËÓÉÏÍÁÍ):

1^∘ (x; y) = (y; x), Ô. Å. ÓËÁÌÑÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÓÉÍ- ÍÅÔÒÉÞÎÏ.

2^∘ (˘x; y) = ˘(x; y), ÇÄÅ ˘ | ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ. 3^∘ (x_1 + x_2; y) = (x_1; y) + (x_2; y) (ÄÉÓÔÒÉÂÕÔÉŒÎÏÓÔØ ÓËÁÌÑÒÎÏÇÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ).

4^∘ óËÁÌÑÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ŒÅËÔÏÒÁ Ó ÓÁÍÉÍ ÓÏÂÏÊ ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÏ: (x; x) ⩾ 0, É ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ Œ ÎÕÌØ, ÌÉÛØ ÅÓÌÉ x = 0.

áÆÆÉÎÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, Œ ËÏÔÏÒÏÍ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ ÓËÁÌÑÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ, ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÅÅ ÕÓÌÏŒÉÑÍ 1^∘{4^∘, ÍÙ ÎÁÚÙŒÁÅÍ ÅŒËÌÉÄÏŒÙÍ.

36 n-ÍÅÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ [ÇÌ. i

ð Ò É Í Å Ò Ù. 1. ðÏÄ ŒÅËÔÏÒÁÍÉ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ R ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÐÏÎÉÍÁÔØ ŒÅËÔÏÒÙ ÉÚÕÞÁÅÍÏÇÏ Œ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ ÔÒÅÈÍÅÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ (ÐÒÉÍÅÒ 1 § 1). óËÁÌÑÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ŒÅËÔÏÒÏŒ ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ ËÁË ÐÒÏ- ÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÉÈ ÄÌÉÎ ÎÁ ËÏÓÉÎÕÓ ÕÇÌÁ ÍÅÖÄÕ ÎÉÍÉ. íÏÖÎÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÁËÓÉÏÍÙ 1^∘{4^∘ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ ŒÙÐÏÌÎÅ- ÎÙ. íÙ ÐÒÅÄÏÓÔÁŒÌÑÅÍ ÜÔÕ ÐÒÏŒÅÒËÕ ÞÉÔÁÔÅÌÀ.

2. œÅËÔÏÒÁÍÉ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ R ÍÙ ÎÁÚÏŒÅÍ ŒÓÑËÕÀ ÓÉ- ÓÔÅÍÕ n ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ x = (¸_1; ¸_2; : : : ; ¸_n). óÌÏ- ÖÅÎÉÅ ŒÅËÔÏÒÏŒ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÉÈ ÎÁ ÞÉÓÌÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ ÔÁË (ÐÒÉÍÅÒ 2 § 1):

x + y = (¸_1 + ȷ_1; ¸_2 + ȷ_2; : : : ; ¸_n + ȷ_n);

˘x = (˘¸_1; ˘¸_2; : : : ; ˘¸_n); ÇÄÅ x = (¸_1; ¸_2; : : : ; ¸_n); y = (ȷ_1; ȷ_2; : : : ; ȷ_n):

óËÁÌÑÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ŒÅËÔÏÒÏŒ x É y ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ ÆÏÒ- ÍÕÌÏÊ (x; y) = ¸_1ȷ_1 + ¸_2ȷ_2 + : : : + ¸_nȷ_n:

ìÅÇËÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÁËÓÉÏÍÙ 1^∘{3^∘ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØ- ÎÏ ŒÙÐÏÌÎÅÎÙ. áËÓÉÏÍÁ 4^∘ ÔÁËÖÅ ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÁ, ÔÁË ËÁË (x; x) = ∑ ¸^2_i ⩾ 0 É (x; x) = ∑ ¸^2_i = 0 ÔÏÌØËÏ ÐÒÉ ¸_1 = ¸_2 = : : : = ¸_n = 0.

3. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÒÉÍÅÒ ÂÏÌÅÅ ÏÂÝÉÊ, ÞÅÍ ÐÒÉÍÅÒ 2. œÅËÔÏÒ ÐÏ-ÐÒÅÖÎÅÍÕ ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ ËÁË ÓÏŒÏËÕÐÎÏÓÔØ n ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ. óÌÏÖÅÎÉÅ ŒÅËÔÏÒÏŒ É ÕÍÎÏÖÅ- ÎÉÅ ÉÈ ÎÁ ÞÉÓÌÁ ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ ÔÁË ÖÅ, ËÁË Œ ÐÒÉÍÅÒÅ 2.

úÁÄÁÄÉÍÓÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÍÁÔÒÉÃÅÊ ‖a_{ik}‖. óËÁÌÑÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ŒÅËÔÏÒÏŒ x É y ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ ÆÏÒÍÕÌÏÊ

(x; y) = a_{11}¸_1ȷ_1 + a_{12}¸_1ȷ_2 + : : : + a_{1n}¸_1ȷ_n + + a_{21}¸_2ȷ_1 + a_{22}¸_2ȷ_2 + : : : + a_{2n}¸_2ȷ_n + . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . + a_{n1}¸_nȷ_1 + a_{n2}¸_nȷ_2 + : : : + a_{nn}¸_nȷ_n: (1)

§ 2] ÅŒËÌÉÄÏŒÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ 37

ðÏÓÍÏÔÒÉÍ, ËÁËÉÅ ÕÓÌÏŒÉÑ ÎÕÖÎÏ ÎÁÌÏÖÉÔØ ÎÁ ÍÁ- ÔÒÉÃÕ ‖a_{ik}‖, ÞÔÏÂÙ ŒÙÒÁÖÅÎÉÅ, ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÍÏÅ ÆÏÒÍÕ- ÌÏÊ (1), ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÌÏ ŒÓÅÍ ÁËÓÉÏÍÁÍ ÓËÁÌÑÒÎÏÇÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ.

îÅÐÏÓÒÅÄÓÔŒÅÎÎÏÊ ÐÒÏŒÅÒËÏÊ ÕÂÅÖÄÁÅÍÓÑ Œ ÔÏÍ, ÞÔÏ ÁËÓÉÏÍÙ 2^∘ É 3^∘ ŒÙÐÏÌÎÅÎÙ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÊ ÍÁÔÒÉÃÙ ‖a_{ik}‖. äÌÑ ÔÏÇÏ ÞÔÏÂÙ ÂÙÌÁ ŒÙÐÏÌÎÅÎÁ ÁËÓÉÏÍÁ 1^∘, Ô. Å. ÞÔÏÂÙ ŒÙÒÁÖÅÎÉÅ (x; y) ÂÙÌÏ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÍ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ x É y, ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ É ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ, ÞÔÏÂÙ

a_{ik} = a_{ki}; (2)

Ô. Å. ÞÔÏÂÙ ÍÁÔÒÉÃÁ ‖a_{ik}‖ ÂÙÌÁ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÊ.

áËÓÉÏÍÁ 4^∘ ÔÒÅÂÕÅÔ, ÞÔÏÂÙ ŒÙÒÁÖÅÎÉÅ

(x; x) = n∑ i;k=1

a_{ik}¸_i¸_k (3)

ÂÙÌÏ ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÏ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ¸_1; ¸_2; : : : ; ¸_n É ÏÂÒÁÝÁ- ÌÏÓØ Œ ÎÕÌØ, ÌÉÛØ ÅÓÌÉ ¸_1 = ¸_2 = : : : = ¸_n = 0.

ïÄÎÏÒÏÄÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ (ĂËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÁÑ ÆÏÒÍÁĄ), ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÍÙÊ ÆÏÒÍÕÌÏÊ (3), ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÏÎ ÐÒÉÎÉÍÁÅÔ ÌÉÛØ ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØ- ÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ É ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ Œ ÎÕÌØ, ÌÉÛØ ËÏÇÄÁ ŒÓÅ ¸_i ÒÁŒÎÙ ÎÕÌÀ. áËÓÉÏÍÁ 4^∘ ÔÒÅÂÕÅÔ, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÞÔÏÂÙ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÁÑ ÆÏÒÍÁ (3) ÂÙÌÁ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎ- ÎÏÊ.

éÔÁË, ŒÓÑËÁÑ ÍÁÔÒÉÃÁ ‖a_{ik}‖ ÚÁÄÁÅÔ ÓËÁÌÑÒÎÏÅ ÐÒÏ- ÉÚŒÅÄÅÎÉÅ, ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÍÏÅ ÆÏÒÍÕÌÏÊ (1), ÅÓÌÉ ÔÏÌØËÏ ÜÔÁ ÍÁÔÒÉÃÁ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÁ [ÕÓÌÏŒÉÅ (2)] É ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÁÑ ÅÊ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÁÑ ÆÏÒÍÁ | ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÁÑ.

åÓÌÉ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÍÁÔÒÉÃÙ ‖a_{ik}‖ ŒÚÑÔØ ÅÄÉÎÉÞÎÕÀ ÍÁ- ÔÒÉÃÕ, Ô. Å. ÐÏÌÏÖÉÔØ a_{ii} = 1 É a_{ik} = 0 (i ≠ k), ÔÏ ÓËÁ- ÌÑÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ (x; y) ÐÒÉÍÅÔ ŒÉÄ

(x; y) = n∑ i=1 ¸_iȷ_i

38 n-ÍÅÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ [ÇÌ. i

É ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ ÅŒËÌÉÄÏŒÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÅ Œ ÐÒÉÍÅÒÅ 2.

õ Ð Ò Á Ö Î Å Î É Å. ðÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÍÁÔÒÉÃÁ ( 0 1 1 0 ) ÎÅÐÒÉÇÏÄ-

ÎÁ ÄÌÑ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÓËÁÌÑÒÎÏÇÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ (ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÁÑ ÅÊ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÁÑ ÆÏÒÍÁ ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÊ), Á

ÍÁÔÒÉÃÁ ( 1 1 1 2 ) ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ÓËÁÌÑÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ, ÕÄÏŒÌÅÔŒÏ-

ÒÑÀÝÅÅ ÁËÓÉÏÍÁÍ 1^∘{4^∘.

œ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ (§ 6) ÂÕÄÕÔ ÕËÁÚÁÎÙ ÐÒÏÓÔÙÅ ÕÓÌÏŒÉÑ, ÄÁÀÝÉÅ ŒÏÚÍÏÖÎÏÓÔØ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÂÕÄÅÔ ÌÉ ÄÁÎÎÁÑ ËŒÁ- ÄÒÁÔÉÞÎÁÑ ÆÏÒÍÁ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÊ.

4. œÅËÔÏÒÁÍÉ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ R ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙŒÁÔØ ÎÅ- ÐÒÅÒÙŒÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ, ÚÁÄÁÎÎÙÅ ÎÁ ÉÎÔÅÒŒÁÌÅ (a; b); ÓËÁ- ÌÑÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÔÁËÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ ËÁË ÉÎ- ÔÅÇÒÁÌ ÉÈ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ b∫ a f(t)g(t) dt:

íÏÖÎÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÔÁËÏÍ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ÓËÁÌÑÒ- ÎÏÇÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ ÁËÓÉÏÍÙ 1^∘{4^∘ ŒÙÐÏÌÎÅÎÙ.

5. âÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ ŒÅËÔÏÒÁÍÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ÏÔ t ÓÔÅÐÅ- ÎÉ ÎÅ ŒÙÛÅ n − 1. óËÁÌÑÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÄŒÕÈ ÍÎÏÇÏ- ÞÌÅÎÏŒ ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ ËÁË É Œ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÍ ÐÒÉÍÅÒÅ:

(P; Q) = b∫ a P (t)Q(t) dt:

áËÓÉÏÍÙ 1^∘{4^∘ ÐÒÏŒÅÒÑÀÔÓÑ ËÁË É Œ ÐÒÉÍÅÒÅ 4.

2. äÌÉÎÁ ŒÅËÔÏÒÁ. õÇÏÌ ÍÅÖÄÕ ŒÅËÔÏÒÁÍÉ. ïÐÒÅÄÅ- ÌÉÍ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ŒŒÅÄÅÎÎÏÇÏ ÐÏÎÑÔÉÑ ÓËÁÌÑÒÎÏÇÏ ÐÒÏÉÚ- ŒÅÄÅÎÉÑ ÄÌÉÎÕ ŒÅËÔÏÒÁ É ÕÇÏÌ ÍÅÖÄÕ ŒÅËÔÏÒÁÍÉ.

ï Ð Ò Å Ä Å Ì Å Î É Å 2. äÌÉÎÏÊ ŒÅËÔÏÒÁ x Œ ÅŒËÌÉÄÏ-

§ 2] ÅŒËÌÉÄÏŒÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ 39

ŒÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÞÉÓÌÏ √ (x; x): (4)

äÌÉÎÕ ŒÅËÔÏÒÁ x ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÞÅÒÅÚ |x|.

åÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏ ÐÏÖÅÌÁÔØ, ÞÔÏÂÙ ÕÇÏÌ ÍÅÖÄÕ ŒÅËÔÏÒÁ- ÍÉ, ÄÌÉÎÁ ŒÅËÔÏÒÁ É ÓËÁÌÑÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÂÙÌÉ ÓŒÑ- ÚÁÎÙ ÏÂÙÞÎÙÍ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ: ÓËÁÌÑÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ŒÅËÔÏÒÏŒ ÒÁŒÎÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÀ ÉÈ ÄÌÉÎ ÎÁ ËÏÓÉÎÕÓ ÕÇÌÁ ÍÅÖÄÕ ÎÉÍÉ. ôÁË ËÁË Œ ÜÔÏÊ ÆÒÁÚÅ ÓÍÙÓÌ ŒÓÅÈ ÓÌÏŒ, ËÒÏ- ÍÅ ÓÌÏŒ ĂÕÇÏÌ ÍÅÖÄÕ ŒÅËÔÏÒÁÍÉĄ, ÎÁÍ ÕÖÅ ÉÚŒÅÓÔÅÎ, ÔÏ ÜÔÉÍ ÐÒÅÄÐÉÓÙŒÁÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ

ï Ð Ò Å Ä Å Ì Å Î É Å 3. õÇÌÏÍ ÍÅÖÄÕ ŒÅËÔÏÒÁÍÉ x É y ÍÙ ÎÁÚÏŒÅÍ ÞÉÓÌÏ

’ = arccos

(x; y) |x||y| ; Ô. Å. ÐÏÌÏÖÉÍ

cos ’ =

(x; y) |x||y| ; 0 ⩽ ’ ⩽ ß: (5)

œÅËÔÏÒÙ x É y ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÍÉ, ÅÓÌÉ ÕÇÏÌ ÍÅÖÄÕ ÎÉÍÉ ÒÁŒÅÎ ß2 , Ô. Å. ÅÓÌÉ

(x; y) = 0:

ó ÐÏÍÏÝØÀ ŒŒÅÄÅÎÎÙÈ ÐÏÎÑÔÉÊ ÍÏÖÎÏ ÐÅÒÅÎÅÓÔÉ ÎÁ ÅŒËÌÉÄÏŒÙ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÒÑÄ ÔÅÏÒÅÍ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÏÊ ÇÅÏ- ÍÅÔÒÉÉ^∗).

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÄÉÎ ÐÒÉÍÅÒ. åÓÌÉ x É y | ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØ- ÎÙÅ ŒÅËÔÏÒÙ, ÔÏ x + y ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÀ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÁ ÓÏ ÓÔÏÒÏÎÁÍÉ x É y. äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ

|x + y|^2 = |x|^2 + |y|^2;

∗) íÏÖÎÏ ÂÙÌÏ ÂÙ, ËÏÎÅÞÎÏ, ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÅŒËÌÉÄÏŒÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓ- ÔŒÏ ÉÎÁÞÅ, ÞÅÍ Œ Ð. 1, ŒŒÅÄÑ ÁËÓÉÏÍÁÔÉÞÅÓËÉ ÐÏÎÑÔÉÑ ÄÌÉÎÙ ŒÅËÔÏ- ÒÁ É ÕÇÌÁ ÍÅÖÄÕ ŒÅËÔÏÒÁÍÉ (Á ÎÅ ÓËÁÌÑÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ). ïÄÎÁËÏ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ ÁËÓÉÏÍ ÂÙÌÁ ÂÙ ÂÏÌÅÅ ÓÌÏÖÎÏÊ.

40 n-ÍÅÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ [ÇÌ. i

Ô. Å. ËŒÁÄÒÁÔ ÄÌÉÎÙ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÁ ÒÁŒÅÎ ÓÕÍÍÅ ËŒÁÄÒÁÔÏŒ ÄÌÉÎ ÄŒÕÈ ÅÇÏ ÎÅÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÈ ÓÔÏÒÏÎ (ÔÅÏÒÅÍÁ ðÉÆÁÇÏÒÁ).

ä Ï Ë Á Ú Á Ô Å Ì Ø Ó Ô Œ Ï. ðÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ËŒÁÄÒÁÔÁ ÄÌÉÎÙ ŒÅËÔÏÒÁ |x + y|^2 = (x + y; x + y):

œ ÓÉÌÕ ÄÉÓÔÒÉÂÕÔÉŒÎÏÓÔÉ ÓËÁÌÑÒÎÏÇÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ (ÁË- ÓÉÏÍÁ 3^∘)

(x + y; x + y) = (x; x) + (x; y) + (y; x) + (y; y): œ ÓÉÌÕ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÓÔÉ ŒÅËÔÏÒÏŒ x É y (x; y) = (y; x) = 0:

óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ,

|x + y|^2 = (x; x) + (y; y) = |x|^2 + |y|^2; ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏŒÁÌÏÓØ ÄÏËÁÚÁÔØ.

üÔÕ ÔÅÏÒÅÍÕ ÍÏÖÎÏ ÏÂÏÂÝÉÔØ: ÅÓÌÉ ŒÅËÔÏÒÙ x; y; z; : : : ÐÏÐÁÒÎÏ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙ, ÔÏ

|x + y + z + : : : |^2 = |x|^2 + |y|^2 + |z|^2 + : : : 3. îÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ëÏÛÉ{âÕÎÑËÏŒÓËÏÇÏ. œ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÍ ÐÕÎËÔÅ Õ ÎÁÓ ÏÓÔÁÌÓÑ ÐÒÏÂÅÌ. íÙ ÏÐÒÅÄÅÌÉÌÉ ÕÇÏÌ ’ ÍÅÖÄÕ ŒÅËÔÏÒÁÍÉ x É y ÆÏÒÍÕÌÏÊ cos ’ =

(x; y) |x||y| : äÌÑ ÔÏÇÏ ÞÔÏÂÙ ÍÏÖÎÏ ÂÙÌÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ’ ÉÚ ÜÔÏÇÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ, ÎÕÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ −1 ⩽ (x; y) |x||y| ⩽ 1 ÉÌÉ, ÞÔÏ ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ, ÞÔÏ (x; y)^2 |x|^2|y|^2

⩽ 1;

§ 2] ÅŒËÌÉÄÏŒÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ 41

Ô. Å.

(x; y)^2 ⩽ (x; x)(y; y): (6)

üÔÏ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏÍ ëÏÛÉ{âÕ- ÎÑËÏŒÓËÏÇÏ.

éÔÁË, ÄÌÑ ÔÏÇÏ ÞÔÏÂÙ ÉÍÅÔØ ÐÒÁŒÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÕÇÏÌ ÍÅÖÄÕ ÄŒÕÍÑ ŒÅËÔÏÒÁÍÉ ÆÏÒÍÕÌÏÊ (5), ÍÙ ÄÏÌÖÎÙ ÄÏ- ËÁÚÁÔØ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ëÏÛÉ{âÕÎÑËÏŒÓËÏÇÏ^∗).

þÔÏÂÙ ÄÏËÁÚÁÔØ ÅÇÏ, ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ŒÅËÔÏÒ x − ty, ÇÄÅ t | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÅ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ. óÏÇÌÁÓÎÏ ÁËÓÉ- ÏÍÅ 4^∘ ÓËÁÌÑÒÎÏÇÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ

(x − ty; x − ty) ⩾ 0;

Ô. Å. ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ t

t^2(y; y) − 2t(x; y) + (x; x) ⩾ 0:

íÙ ŒÉÄÉÍ, ÞÔÏ ÓÔÏÑÝÉÊ ÓÌÅŒÁ ËŒÁÄÒÁÔÎÙÊ ÏÔÎÏÓÉ- ÔÅÌØÎÏ t ÔÒÅÈÞÌÅÎ ÐÒÉÎÉÍÁÅÔ ÌÉÛØ ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÄÉÓËÒÉÍÉÎÁÎÔ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ

t^2(y; y) − 2t(x; y) + (x; x) = 0

ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÍ, Ô. Å.

(x; y)^2 − (x; x)(y; y) ⩽ 0;

ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏŒÁÌÏÓØ ÄÏËÁÚÁÔØ.

õ Ð Ò Á Ö Î Å Î É Å. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÚÎÁË ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ Œ (6) ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ŒÅËÔÏÒÙ x É y ÌÉÎÅÊÎÏ ÚÁŒÉÓÉ- ÍÙ. ð Ò É Í Å Ò Ù. íÙ ÄÏËÁÚÁÌÉ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ (6) ÄÌÑ ÁËÓÉÏÍÁÔÉÞÅ- ÓËÉ ÚÁÄÁÎÎÏÇÏ ÅŒËÌÉÄÏŒÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ. òÁÚÂÅÒÅÍ, ËÁË ŒÙÇÌÑÄÉÔ

∗) œ ÐÒÉÍÅÒÅ 1 Ð. 1 ÜÔÏÇÏ ÐÁÒÁÇÒÁÆÁ ÎÅÔ ÎÁÄÏÂÎÏÓÔÉ ÄÏËÁ- ÚÙŒÁÔØ ÜÔÏ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÔÁÍ Œ ÓÉÌÕ ÐÒÉÎÑÔÏÇÏ Œ ŒÅËÔÏÒÎÏÍ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÉ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÓËÁÌÑÒÎÏÇÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ ŒÅ-

ÌÉÞÉÎÁ

(x; y) |x||y| ÅÓÔØ ËÏÓÉÎÕÓ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÕÖÅ ÚÁÒÁÎÅÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÇÏ ÕÇÌÁ ÍÅÖÄÕ ŒÅËÔÏÒÁÍÉ É ÐÏÜÔÏÍÕ ÏÎÁ ÐÏ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏÊ ŒÅÌÉÞÉÎÅ ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ 1.

42 n-ÍÅÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ [ÇÌ. i

ÜÔÏ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ Œ ÐÒÉŒÅÄÅÎÎÙÈ ŒÙÛÅ (Ð. 1) ÐÒÉÍÅÒÁÈ ÅŒËÌÉÄÏŒÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ.

1. œ ÐÒÉÍÅÒÅ 1 ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ (6) ÎÅ ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÎÉÞÅÇÏ ÎÏŒÏÇÏ (ÓÍ. ÓÎÏÓËÕ ÎÁ ÓÔÒ. 41).

2. ôÁË ËÁË Œ ÐÒÉÍÅÒÅ 2 ÓËÁÌÑÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÆÏÒ- ÍÕÌÏÊ

(x; y) = n∑ i=1 ¸iȷi; ÔÏ (x; x) = n∑ i=1 ¸^2_i ; (y; y) = n∑ i=1 ȷ^2_i ;

ÐÏÜÔÏÍÕ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ (6) ÉÍÅÅÔ ÚÄÅÓØ ŒÉÄ: (_n ∑ i=1 ¸iȷi

)_2 ⩽ (_n ∑ i=1 ¸^2_i

) (_n ∑ i=1 ȷ^2_i ) : 3. œ ÐÒÉÍÅÒÅ 3 ÓËÁÌÑÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ:

(x; y) = n∑ i;k=1

a_{ik}¸iȷ_k ; ÇÄÅ a_{ik} = a_{ki} (2)

É_n ∑ i;k=1

a_{ik}¸i¸_k ⩾ 0 (3)

ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ¸i. ðÏÜÔÏÍÕ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ (6) ÏÚÎÁÞÁÅÔ:

åÓÌÉ ÞÉÓÌÁ a_{ik} ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÔ ÕÓÌÏŒÉÑÍ (2) É (3), ÔÏ ÉÍÅÅÍ ÍÅÓÔÏ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ

(_n ∑ i;k=1

a_{ik}¸iȷ_k

)_2 ⩽ (_n ∑ i;k=1

a_{ik}¸i¸_k )(_n ∑ i;k=1

a_{ik}ȷiȷ_k ) : õ Ð Ò Á Ö Î Å Î É Å. ðÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÞÉÓÌÁ a_{ik} ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑ- ÀÔ ÕÓÌÏŒÉÑÍ (2) É (3), ÔÏ a^2_{ik} ⩽ aiia_{kk}. ( õ Ë Á Ú Á Î É Å. œÙÂÒÁÔØ Œ ÔÏÌØËÏ ÞÔÏ ŒÙŒÅÄÅÎÎÏÍ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÅ ÓÐÅÃÉÁÌØÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÞÉÓÌÁ ¸1; : : : ; ¸n É ȷ1; ȷ2; : : : ; ȷn.)

4. œ ÐÒÉÍÅÒÅ 4 ÓËÁÌÑÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÉÎÔÅÇÒÁÌÏÍ b∫ a f(t)g(t) dt, ÐÏÜÔÏÍÕ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ (6) ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ:

§ 2] ÅŒËÌÉÄÏŒÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ 43 b∫ a f(t)g(t) dt 2 ⩽ b∫ a f^2(t) dt · b∫ a g^2(t) dt:

üÔÏ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÉÇÒÁÅÔ ŒÁÖÎÕÀ ÒÏÌØ Œ ÒÁÚÎÙÈ ŒÏÐÒÏÓÁÈ ÁÎÁÌÉÚÁ.

ðÒÉŒÅÄÅÍ ÐÒÉÍÅÒ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ, ÑŒÌÑÀÝÅÇÏÓÑ ÓÌÅÄ- ÓÔŒÉÅÍ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ëÏÛÉ{âÕÎÑËÏŒÓËÏÇÏ.

äÌÑ ÌÀÂÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ x É y Œ ÅŒËÌÉÄÏŒÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÅ R ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ

|x + y| ⩽ |x| + |y|: (7)

ä Ï Ë Á Ú Á Ô Å Ì Ø Ó Ô Œ Ï.

|x + y|^2 = (x + y; x + y) = (x; x) + 2(x; y) + (y; y);

ÔÁË ËÁË (Œ ÓÉÌÕ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ëÏÛÉ{âÕÎÑËÏŒÓËÏÇÏ) 2(x; y) ⩽ 2|x||y|, ÔÏ

|x+y|^2 = (x+y; x+y) ⩽ (x; x)+2|x||y|+(y; y) = (|x|+|y|)^2;

Ô. Å. |x + y| ⩽ |x| + |y|, ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏŒÁÌÏÓØ ÄÏËÁÚÁÔØ. (óÍ. ÔÁËÖÅ § 3, ÓÔÒ. 63.)

õ Ð Ò Á Ö Î Å Î É Å. îÁÐÉÓÁÔØ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ (7) Œ ËÁÖÄÏÍ ÉÚ ÐÒÉ- ÍÅÒÏŒ ÅŒËÌÉÄÏŒÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ, ÒÁÚÏÂÒÁÎÎÙÈ Œ ÎÁÞÁÌÅ ÜÔÏÇÏ ÐÁ- ÒÁÇÒÁÆÁ.

œ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÍÅÖÄÕ ÄŒÕÍÑ ÔÏÞËÁÍÉ x É y^∗) ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ËÁË ÄÌÉÎÁ ŒÅËÔÏÒÁ x − y. œ ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ n-ÍÅÒÎÏÇÏ ÅŒËÌÉÄÏŒÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÍÅÖÄÕ x É y ÆÏÒÍÕÌÏÊ

d = |x − y|:

∗) íÙ ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÏÄÎÏÊ É ÔÏÊ ÖÅ ÂÕËŒÏÊ ŒÅËÔÏÒ É ÔÏÞ- ËÕ, ÑŒÌÑÀÝÕÀÓÑ ÅÇÏ ËÏÎÃÏÍ (ŒÅËÔÏÒÙ ÍÙ ÐÒÏŒÏÄÉÍ ÉÚ ÎÁÞÁÌÁ ËÏ- ÏÒÄÉÎÁÔ, ÓÍ. ÓÔÒ. 7).

44 n-ÍÅÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ [ÇÌ. i

§ 3. ïÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÊ ÂÁÚÉÓ.

éÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÅŒËÌÉÄÏŒÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ

1. ïÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÊ ÂÁÚÉÓ. œ § 1 ÍÙ ŒŒÅÌÉ ÐÏÎÑÔÉÅ ÂÁÚÉÓÁ (ÓÉÓÔÅÍÙ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ) ÁÆÆÉÎÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ. œ ÁÆÆÉÎÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ Õ ÎÁÓ ÎÅÔ ÏÓÎÏŒÁÎÉÊ ÐÒÅÄ- ÐÏÞÉÔÁÔØ ÏÄÎÉ ÂÁÚÉÓÙ ÄÒÕÇÉÍ | ÔÁÍ ŒÓÅ ÂÁÚÉÓÙ ÒÁŒÎÏ- ÐÒÁŒÎÙ^∗).

œ ÅŒËÌÉÄÏŒÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÎÁÉÂÏÌÅÅ ÕÄÏÂÎÙÅ ÂÁÚÉÓÙ, Á ÉÍÅÎÎÏ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÅ ÂÁÚÉÓÙ. ïÎÉ ÉÇÒÁÀÔ ÚÄÅÓØ ÔÕ ÖÅ ÒÏÌØ, ÞÔÏ É ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÙÅ ÓÉÓÔÅÍÙ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ Œ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ.

ï Ð Ò Å Ä Å Ì Å Î É Å 1. âÕÄÅÍ ÇÏŒÏÒÉÔØ, ÞÔÏ n ŒÅË- ÔÏÒÏŒ e_1; e_2; : : : ; e_n, ÎÉ ÏÄÉÎ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÎÅ ÒÁŒÅÎ ÎÕÌÀ, ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÊ ÂÁÚÉÓ Œ n-ÍÅÒÎÏÍ ÅŒËÌÉÄÏŒÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ R, ÅÓÌÉ ÏÎÉ ÐÏÐÁÒÎÏ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙ. œÅË- ÔÏÒÙ e_1; e_2; : : : ; e_n ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÊ ÎÏÒÍÉÒÏ- ŒÁÎÎÙÊ ÂÁÚÉÓ, ÅÓÌÉ ÏÎÉ ÐÏÐÁÒÎÏ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙ É ÉÍÅÀÔ ËÁÖÄÙÊ ÄÌÉÎÕ 1, Ô. Å. ÅÓÌÉ

(e_i; e_k) = { 1 ÐÒÉ i = k; 0 ÐÒÉ i ≠ k: (1) äÌÑ ÔÏÇÏ ÞÔÏÂÙ ÄÁÎÎÏÅ ÎÁÍÉ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÏÒÔÏÇÏ- ÎÁÌØÎÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ ÂÙÌÏ ËÏÒÒÅËÔÎÙÍ, ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ ÄÏËÁ- ÚÁÔØ, ÞÔÏ ŒÈÏÄÑÝÉÅ Œ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ŒÅËÔÏÒÙ e_1; e_2; : : : ; e_n

∗) ôÏÞÎÙÊ ÓÍÙÓÌ ÜÔÏÇÏ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ ÔÁËÏŒ. åÓÌÉ ŒÎÉÍÁÔÅÌØÎÏ ÐÏÓÍÏÔÒÅÔØ ÐÒÉŒÅÄÅÎÎÏÅ Œ § 1 ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ÁÆ- ÆÉÎÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ, ÔÏ ÌÅÇËÏ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ ÔÁÍ ÄÏËÁÚÁÎÏ ÎÅ- ÓËÏÌØËÏ ÂÏÌØÛÅ, ÞÅÍ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒÁÎÏ, Á ÉÍÅÎÎÏ, ÄÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ ÍÅÖÄÕ ÄŒÕÍÑ n-ÍÅÒÎÙÍÉ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÍÉ ÍÏÖÎÏ ÕÓÔÁÎÏŒÉÔØ ÉÚÏ- ÍÏÒÆÎÏÅ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÚÁÄÁÎÎÙÊ ÂÁÚÉÓ ÏÄÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔ- ÒÁÎÓÔŒÁ ÐÅÒÅÛÅÌ Œ ÚÁÄÁÎÎÙÊ ÂÁÚÉÓ ÄÒÕÇÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ. œ ÞÁÓÔ- ÎÏÓÔÉ, ÅÓÌÉ Œ R ÚÁÄÁÎÙ ÄŒÁ ÂÁÚÉÓÁ e1; e2; : : : ; en É e^′_1; e^′_2; : : : ; e^′_n, ÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÉÚÏÍÏÒÆÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ R ÎÁ ÓÅÂÑ, ÐÒÉ ËÏÔÏÒÏÍ ÐÅÒŒÙÊ ÂÁÚÉÓ ÐÅÒÅÈÏÄÉÔ ŒÏ ŒÔÏÒÏÊ.

§ 3] ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÅŒËÌÉÄÏŒÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ 45

ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÂÁÚÉÓ, Ô. Å. ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉ- ÍÙ. äÏËÁÖÅÍ ÜÔÏ, Ô. Å. ÐÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ

˘_1e_1 + ˘_2e_2 + : : : + ˘_ne_n = 0 (2)

ŒÏÚÍÏÖÎÏ ÌÉÛØ, ÅÓÌÉ ˘_1 = ˘_2 = : : : = ˘_n = 0. õÍÎÏÖÉÍ ÏÂÅ ÞÁÓÔÉ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ (2) ÓËÁÌÑÒÎÏ ÎÁ e_1. ðÏÌÕÞÉÍ:

˘_1(e_1; e_1) + ˘_2(e_1; e_2) + : : : + ˘_n(e_1; e_n) = 0:

îÏ ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ

(e_1; e_1) ≠ 0; (e_1; e_k) = 0 ÐÒÉ k ≠ 1:

óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ˘_1 = 0. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÕÍÎÏÖÁÑ (2) ÓËÁ- ÌÑÒÎÏ ÎÁ e_2, ÐÏÌÕÞÉÍ, ÞÔÏ ˘_2 = 0 É Ô. Ä. íÙ ÄÏËÁÚÁÌÉ, ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÞÔÏ e_1; e_2; : : : ; e_n ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙ.

þÔÏÂÙ ÄÏËÁÚÁÔØ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÅ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÈ ÂÁ- ÚÉÓÏŒ, ŒÏÓÐÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÔÁË ÎÁÚÙŒÁÅÍÙÍ ÐÒÏÃÅÓÓÏÍ ÏÒÔÏ- ÇÏÎÁÌÉÚÁÃÉÉ, ËÏÔÏÒÙÊ ÞÁÓÔÏ ŒÓÔÒÅÞÁÅÔÓÑ Œ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ. ïÎ ÓÏÓÔÏÉÔ Œ ÔÏÍ, ÞÔÏ ÉÚ ÄÁÎÎÙÈ ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ f_1; : : : ; f_m ÓÔÒÏÑÔÓÑ m ÐÏÐÁÒÎÏ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ e_1; : : : ; e_m.

ïÐÉÛÅÍ ÜÔÏÔ ÐÒÏÃÅÓÓ. ðÕÓÔØ ÄÁÎÙ m ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁ- ŒÉÓÉÍÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ f_1; : : : ; f_m.

ðÏ ÜÔÉÍ ŒÅËÔÏÒÁÍ ÍÙ ÐÏÓÔÒÏÉÍ ÐÒÏÃÅÓÓÏÍ ÏÒÔÏÇÏ- ÎÁÌÉÚÁÃÉÉ m ÐÏÐÁÒÎÏ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ.

ðÏÌÏÖÉÍ e_1 = f_1. œÅËÔÏÒ e_2 ÂÕÄÅÍ ÉÓËÁÔØ Œ ŒÉÄÅ: e_2 = f_2 + ffe_1. þÉÓÌÏ ff ÐÏÄÂÅÒÅÍ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ (e_2; e_1) = 0, Ô. Å. (f_2 + ffe_1; e_1) = 0. ïÔÓÀÄÁ

ff = −

(f_2; e_1) (e_1; e_1) :

ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÐÏÐÁÒÎÏ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÅ É ÏÔÌÉÞ- ÎÙÅ ÏÔ ÎÕÌÑ ŒÅËÔÏÒÙ e_1; e_2; : : : ; e_{k−1} ÕÖÅ ÐÏÓÔÒÏÅÎÙ. œÅËÔÏÒ e_k ÉÝÅÍ Œ ŒÉÄÅ:

e_k = f_k + ˘_1e_1 + : : : + ˘_{k−1}e_{k−1}; (3)

46 n-ÍÅÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ [ÇÌ. i

Ô. Å. ŒÅËÔÏÒ e_k ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÉÚ ŒÅËÔÏÒÁ f_k ĂÉÓÐÒÁŒÌÅÎÉ- ÅÍĄ ÅÇÏ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÉ ÕÖÅ ÐÏÓÔÒÏ- ÅÎÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ e_1; e_2; : : : ; e_{k−1}.

ëÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ˘_1; ˘_2; : : : ; ˘_{k−1} ÎÁÈÏÄÉÍ ÉÚ ÕÓÌÏŒÉÑ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÓÔÉ ŒÅËÔÏÒÁ e_k = f_k + ˘_1e_1 + : : : + ˘_{k−1}e_{k−1} Ë ŒÅËÔÏÒÁÍ e_1; e_2; : : : ; e_{k−1}:

(f_k + ˘_1e_1 + : : : + ˘_{k−1}e_{k−1}; e_1) = 0; (f_k + ˘_1e_1 + : : : + ˘_{k−1}e_{k−1}; e_2) = 0; . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (f_k + ˘_1e_1 + : : : + ˘_{k−1}e_{k−1}; e_{k−1}) = 0:

ôÁË ËÁË ŒÅËÔÏÒÙ e_1; e_2; : : : ; e_{k−1} ÐÏÐÁÒÎÏ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙ, ÔÏ ÜÔÉ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ÚÁÐÉÓÙŒÁÀÔÓÑ Œ ŒÉÄÅ: (f_k; e_1) + ˘_1(e_1; e_1) = 0; (f_k; e_2) + ˘_2(e_2; e_2) = 0;

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . (f_k; e_{k−1}) + ˘_{k−1}(e_{k−1}; e_{k−1}) = 0:

ïÔÓÀÄÁ

˘_1 = −

(f_k; e_1) (e_1; e_1)

; ˘_2 = −

(f_k; e_2) (e_2; e_2)

; : : : ;

˘_{k−1} = −

(f_k; e_{k−1}) (e_{k−1}; e_{k−1}) : (4)

äÏ ÓÉÈ ÐÏÒ ÎÅ ÂÙÌÏ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÎÏ ÔÏ, ÞÔÏ ŒÅËÔÏ- ÒÙ f_1; f_2; : : : ; f_m ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙ. íÙ ÉÓÐÏÌØÚÕ- ÅÍ ÜÔÏ ÐÒÉ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÅ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÙÊ ŒÅËÔÏÒ e_k ÏÔÌÉÞÅÎ ÏÔ ÎÕÌÑ. úÁÍÅÔÉÍ ÐÒÅÄŒÁÒÉÔÅÌØ- ÎÏ, ÞÔÏ ŒÅËÔÏÒ e_k ÅÓÔØ ÌÉÎÅÊÎÁÑ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÑ ŒÅËÔÏ- ÒÏŒ e_1; e_2; : : : ; e_{k−1}; f_k. îÏ ŒÅËÔÏÒ e_{k−1} ÍÏÖÎÏ ÚÁÍÅ- ÎÉÔØ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÅÊ ŒÅËÔÏÒÁ f_{k−1} É ŒÅËÔÏÒÏŒ e_1; e_2; : : : ; e_{k−2} É Ô. Ä. ïËÏÎÞÁÔÅÌØÎÏ ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ

§ 3] ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÅŒËÌÉÄÏŒÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ 47

ŒÅËÔÏÒ e_k ÚÁÐÉÓÙŒÁÅÔÓÑ Œ ŒÉÄÅ

e_k = a_1f_1 + a_2f_2 + : : : + a_{k−1}f_{k−1} + f_k: (5)

ôÅÐÅÒØ ÑÓÎÏ, ÞÔÏ e_k ≠ 0. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, Œ ÐÒÏÔÉŒ- ÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÐÒÁŒÁÑ ÞÁÓÔØ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ (5) ÂÙÌÁ ÂÙ ÎÕ- ÌÅÍ, ÞÔÏ ÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉÔ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÏÓÔÉ ŒÅËÔÏ- ÒÏŒ f_1; f_2; : : : ; f_k, ÔÁË ËÁË ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ ÐÒÉ f_k ÒÁŒÅÎ 1. éÔÁË, ÄÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ e_k ≠ 0.

íÙ ÐÏÓÔÒÏÉÌÉ ÐÏ ŒÅËÔÏÒÁÍ e_1; e_2; : : : ; e_{k−1} É f_k ŒÅË- ÔÏÒ e_k. ôÁËÉÍ ÖÅ ÏÂÒÁÚÏÍ ÐÏ e_1; e_2; : : : ; e_k É f_{k+1} ÍÙ ÐÏÓÔÒÏÉÍ e_{k+1} É Ô. Ä.

ðÒÏÄÏÌÖÁÑ ÜÔÏÔ ÐÒÏÃÅÓÓ ÄÏ ÔÅÈ ÐÏÒ, ÐÏËÁ ÎÅ ÂÕÄÕÔ ÉÓÞÅÒÐÁÎÙ ÚÁÄÁÎÎÙÅ ŒÅËÔÏÒÙ f_1; f_2; : : : ; f_m, ÐÏÌÕÞÁÅÍ m ÏÔÌÉÞÎÙÈ ÏÔ ÎÕÌÑ É ÐÏÐÁÒÎÏ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ e_1; e_2; : : : ; e_m. äÏËÁÖÅÍ ÔÅÐÅÒØ ÓÌÅÄÕÀÝÕÀ ÔÅÏÒÅÍÕ.

ô Å Ï Ò Å Í Á 1. œÏ ŒÓÑËÏÍ n-ÍÅÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÅ ÂÁÚÉÓÙ.

ä Ï Ë Á Ú Á Ô Å Ì Ø Ó Ô Œ Ï. ðÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ n-ÍÅÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ (§ 1, Ð. 2) Œ ÎÅÍ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ËÁËÏÊ-ÔÏ ÂÁ- ÚÉÓ f_1; : : : ; f_n. ó ÐÏÍÏÝØÀ ÐÒÏÃÅÓÓÁ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌÉÚÁÃÉÉ ÉÚ ÎÅÇÏ ÍÏÖÎÏ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÊ ÂÁÚÉÓ e_1; : : : ; e_n, ÞÔÏ É ÄÏËÁÚÙŒÁÅÔ ÔÅÏÒÅÍÕ.

åÓÌÉ ÚÁÍÅÎÉÔØ ŒÅËÔÏÒÙ e_k ŒÅËÔÏÒÁÍÉ

e^′_k = e^k|e_k| ;

ÔÏ ÜÔÏ ÂÕÄÕÔ, ËÁË ÎÅÔÒÕÄÎÏ ŒÉÄÅÔØ, ÐÏÐÁÒÎÏ ÏÒÔÏÇÏ- ÎÁÌØÎÙÅ ŒÅËÔÏÒÙ ÄÌÉÎÙ 1, Ô. Å. ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØ- ÎÙÊ ÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÙÊ ÂÁÚÉÓ.

îÅÔÒÕÄÎÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÔÁËÉÈ ÂÁÚÉÓÏŒ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÍÎÏÇÏ. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÕÖÅ ÉÚ ÄÁÎÎÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ f_1; : : : ; f_n ÍÏÖÎÏ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÒÁÚÎÙÅ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÅ ÂÁÚÉÓÙ, ÅÓÌÉ ÎÁÞÉÎÁÔØ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÅ Ó ÒÁÚÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ f_k. ðÏÚÄÎÅÅ, Œ ÇÌ. II, ÍÙ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ŒÏÐÒÏÓ Ï ÔÏÍ, ËÁË ÓŒÑÚÁÎÙ ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÊ ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÅ ÂÁÚÉÓÙ.

48 n-ÍÅÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ [ÇÌ. i

ð Ò É Í Å Ò Ù Ï Ò Ô Ï Ç Ï Î Á Ì É Ú Á Ã É É. 1. ðÕÓÔØ R | ÔÒÅÈ- ÍÅÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ. ðÒÏÃÅÓÓ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌÉÚÁÃÉÉ Œ ÎÅÍ ÏÚÎÁÞÁ- ÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ: ÐÕÓÔØ ÄÁÎÙ ÔÒÉ ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙÈ ŒÅËÔÏÒÁ f1; f2; f3. ðÏÌÏÖÉÍ e1 = f1. ðÒÏŒÏÄÉÍ ÚÁÔÅÍ ÐÌÏÓËÏÓÔØ ÞÅÒÅÚ e1 = f1 É f2 É Œ ÜÔÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ŒÙÂÉÒÁÅÍ ŒÅËÔÏÒ e2, ÏÒÔÏÇÏ- ÎÁÌØÎÙÊ Ë e1. îÁËÏÎÅÃ, ŒÏ ŒÓÅÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÎÁÈÏÄÉÍ ŒÅËÔÏÒ, ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÊ Ë e1 É Ë e2 (Ô. Å. Ë ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÏÊ ÒÁÎÅÅ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ).

2. ðÕÓÔØ R | ÔÒÅÈÍÅÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, ŒÅËÔÏÒÁÍÉ Œ ËÏÔÏÒÏÍ ÍÙ ÓÞÉÔÁÅÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ÓÔÅÐÅÎÉ ÎÅ ŒÙÛÅ ŒÔÏÒÏÊ. óËÁÌÑÒÎÏÅ ÐÒÏ- ÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÚÁÄÁÄÉÍ ÆÏÒÍÕÌÏÊ 1∫ −1 P (t)Q(t) dt:

œÅËÔÏÒÙ 1; t; t^2 ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÂÁÚÉÓ Œ R. ðÒÉÍÅÎÉÍ Ë ÜÔÏÍÕ ÂÁÚÉÓÕ ÐÒÏÃÅÓÓ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌÉÚÁÃÉÉ: e1 = 1; ŒÅËÔÏÒ e2 ÉÝÅÍ Œ ŒÉÄÅ: t + ff · 1; ÉÚ ÕÓÌÏŒÉÑ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÓÔÉ

0 = (t + ff · 1; 1) = 1∫ −1 (t + ff) dt = 2ff

ÐÏÌÕÞÁÅÍ ff = 0. úÎÁÞÉÔ, e2 = t. œÅËÔÏÒ e3 ÉÝÅÍ Œ ŒÉÄÅ: t^2 +fit+fl·1. éÚ ÕÓÌÏŒÉÊ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÓÔÉ ÐÏÌÕÞÁÅÍ fi = 0, fl = − 13 , Ô. Å. e3 =

= t^2 − 13 . ïËÏÎÞÁÔÅÌØÎÏ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÊ ÂÁÚÉÓ 1; t; t^2 − 13 . åÓÌÉ ÒÁÚÄÅÌÉÔØ ËÁÖÄÙÊ ŒÅËÔÏÒ ÎÁ ÅÇÏ ÄÌÉÎÕ, ÔÏ ÐÏÌÕÞÉÍ ÏÒÔÏÇÏ- ÎÁÌØÎÙÊ ÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÙÊ ÂÁÚÉÓ.

3. ðÕÓÔØ R | ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ÓÔÅÐÅÎÉ ÎÅ ŒÙÛÅ ÞÅÍ n − 1. óËÁÌÑÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ ÔÁË ÖÅ, ËÁË É Œ ÐÒÅÄÙ- ÄÕÝÅÍ ÐÒÉÍÅÒÅ.

œÏÚØÍÅÍ ÂÁÚÉÓ 1; t; t^2; : : : ; t^{n−1}. ðÒÏÃÅÓÓ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌÉÚÁÃÉÉ ÐÒÉ- ŒÏÄÉÔ ÎÁÓ, ËÁË É Œ ÐÒÉÍÅÒÅ 2, Ë ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ

1; t; t^2 − 13 ; t^3 − 35 t; : : :

üÔÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ Ó ÍÎÏÇÏ- ÞÌÅÎÁÍÉ 1 2^k · k!

d^k(t^2 − 1)^k dt^k ; ËÏÔÏÒÙÅ ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁÍÉ ìÅÖÁÎÄÒÁ. íÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ìÅ- ÖÁÎÄÒÁ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÊ, ÎÏ ÎÅ ÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÙÊ ÂÁÚÉÓ Œ R. õÍÎÏÖÁÑ ËÁÖÄÙÊ ÉÚ ÜÔÉÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ÎÁ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÊ

§ 3] ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÅŒËÌÉÄÏŒÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ 49

ÍÎÏÖÉÔÅÌØ, ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÊ É ÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎ- ÎÙÊ ÂÁÚÉÓ; ÅÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÞÅÒÅÚ P_k(t).

ðÕÓÔØ e_1; e_2; : : : ; e_n | ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÊ ÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎ- ÎÙÊ ÂÁÚÉÓ ÅŒËÌÉÄÏŒÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ R. îÁÊÄÅÍ, ËÁË ŒÙ- ÒÁÖÁÅÔÓÑ ÓËÁÌÑÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÄŒÕÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ ÞÅÒÅÚ ÉÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ Œ ÜÔÏÍ ÂÁÚÉÓÅ. ðÕÓÔØ ¸_1; ¸_2; : : : ; ¸_n | ËÏ- ÏÒÄÉÎÁÔÙ ŒÅËÔÏÒÁ x, Á ȷ_1; ȷ_2; : : : ; ȷ_n | ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ŒÅË- ÔÏÒÁ y Œ ÜÔÏÍ ÂÁÚÉÓÅ, Ô. Å.

x = ¸_1e_1 + ¸_2e_2 + : : : + ¸_ne_n; y = ȷ_1e_1 + ȷ_2e_2 + : : : + ȷ_ne_n:

ôÏÇÄÁ

(x; y) = (¸_1e_1 + ¸_2e_2 + : : : + ¸_ne_n; ȷ_1e_1 + ȷ_2e_2 + : : : + ȷ_ne_n);

É ÔÁË ËÁË

(e_i; e_k) = { 1 ÐÒÉ i = k; 0 ÐÒÉ i ≠ k; ÔÏ (x; y) = ¸_1ȷ_1 + ¸_2ȷ_2 + : : : + ¸_nȷ_n; (6)

Ô. Å. Œ ÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÏÍ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ ÓËÁÌÑÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÄŒÕÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ ÒÁŒÎÏ ÓÕÍÍÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÊ ÉÈ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ (ÓÒ. ÐÒÉÍÅÒ 2 § 2).

õ Ð Ò Á Ö Î Å Î É Ñ. 1. ðÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ Œ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ f1; f2; : : : ; fn ÓËÁÌÑÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ

(x; y) = n∑ i;k=1

a_{ik}¸iȷ_k ;

ÇÄÅ a_{ik} = a_{ki}, Á ¸1; ¸2; : : : ; ¸n É ȷ1; ȷ2; : : : ; ȷn | ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ŒÅËÔÏ- ÒÏŒ x É ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ y.

2. ðÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÂÁÚÉÓÅ f1; f2; : : : ; fn ÓËÁÌÑÒ- ÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ

(x; y) = ¸1ȷ1 + ¸2ȷ2 + : : : + ¸nȷn;

ÇÄÅ ¸1; ¸2; : : : ; ¸n É ȷ1; ȷ2; : : : ; ȷn | ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ŒÅËÔÏÒÏŒ x É y, ÔÏ ÜÔÏÔ ÂÁÚÉÓ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÍ É ÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÙÍ.

50 n-ÍÅÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ [ÇÌ. i

îÁÊÄÅÍ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ŒÅËÔÏÒÁ x Œ ÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÏÍ ÏÒ- ÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ e_1; e_2; : : : ; e_n.

ðÕÓÔØ x = ¸_1e_1 + ¸_2e_2 + : : : + ¸_ne_n:

õÍÎÏÖÉŒ ÏÂÅ ÞÁÓÔÉ ÜÔÏÇÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ÓËÁÌÑÒÎÏ ÎÁ e_1, ÐÏ- ÌÕÞÉÍ

(x; e_1) = ¸_1(e_1; e_1) + ¸_2(e_2; e_1) + : : : + ¸_n(e_n; e_1) = ¸_1

É, ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ,

¸_2 = (x; e_2); : : : ; ¸_n = (x; e_n): (7)

éÔÁË: ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ŒÅËÔÏÒÁ Œ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÍ ÎÏÒÍÉÒÏ- ŒÁÎÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ ÓÕÔØ ÓËÁÌÑÒÎÙÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ ÜÔÏÇÏ ŒÅË- ÔÏÒÁ ÎÁ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÅ ÂÁÚÉÓÎÙÅ ŒÅËÔÏÒÙ.

óËÁÌÑÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ŒÅËÔÏÒÁ x ÎÁ ŒÅËÔÏÒ e ÄÌÉ- ÎÙ ÅÄÉÎÉÃÁ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏ ÎÁÚŒÁÔØ ÐÒÏÅËÃÉÅÊ ŒÅËÔÏÒÁ x ÎÁ ŒÅËÔÏÒ e. äÏËÁÚÁÎÎÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ, ËÁË É Œ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ, ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ŒÅËÔÏÒÁ Œ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÍ ÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ ÓÕÔØ ÐÒÏÅËÃÉÉ ÜÔÏÇÏ ŒÅËÔÏÒÁ ÎÁ ÂÁÚÉÓÎÙÅ ŒÅËÔÏÒÙ (ÎÁ ÏÓÉ ËÏÏÒÄÉ- ÎÁÔ).

ð Ò É Í Å Ò Ù. 1. ðÕÓÔØ P0(t); P1(t); : : : ; Pn(t) | ÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎ- ÎÙÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ìÅÖÁÎÄÒÁ ÎÕÌÅŒÏÊ, ÐÅÒŒÏÊ, : : : , n-Ê ÓÔÅÐÅÎÉ. ðÕÓÔØ, ÄÁÌÅÅ, Q(t) | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÓÔÅÐÅÎÉ n. ðÒÅÄ- ÓÔÁŒÉÍ Q(t) Œ ŒÉÄÅ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ìÅÖÁÎÄÒÁ. óÏŒÏËÕÐÎÏÓÔØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ÓÔÅÐÅÎÉ ⩽ n ÏÂÒÁÚÕÀÔ (n + 1)-ÍÅÒ- ÎÏÅ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, P0(t); P1(t); : : : ; Pn(t) ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÏÒÔÏ- ÇÏÎÁÌØÎÙÊ ÂÁÚÉÓ Œ ÎÅÍ. ðÏÜÔÏÍÕ ŒÓÑËÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÓÔÅÐÅÎÉ ⩽ n ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÍ Œ ŒÉÄÅ

Q(t) = c0P0(t) + c1P1(t) + : : : + cnPn(t):

ëÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ci, ËÁË ÜÔÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ (7), ŒÙÞÉÓÌÑÀÔÓÑ ÐÏ ÆÏÒ- ÍÕÌÁÍ

ci = 1∫ −1 Q(t)Pi(t) dt:

§ 3] ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÅŒËÌÉÄÏŒÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ 51

2. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÎÁ ÉÎÔÅÒŒÁÌÅ (0; 2ß) ÓÉÓÔÅÍÕ ÆÕÎËÃÉÊ 1; cos t; sin t; cos 2t; sin 2t; : : : ; cos nt; sin nt: (8) éÈ ÌÉÎÅÊÎÁÑ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÑ

P (t) = a^02 + a1 cos t + b1 sin t + a2 cos 2t + : : : + bn sin nt ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÔÒÉÇÏÎÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ n-ÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ. óÏ- ŒÏËÕÐÎÏÓÔØ ÔÒÉÇÏÎÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ n-ÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ ÏÂÒÁ- ÚÕÅÔ (2n + 1)-ÍÅÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ R1. ïÐÒÅÄÅÌÉÍ Œ R1 ÓËÁÌÑÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ, ËÁË ÏÂÙÞÎÏ, Ô. Å. ÐÏÌÏÖÉÍ

(P; Q) = 2ß∫ 0 P (t)Q(t) dt:

ìÅÇËÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÓÉÓÔÅÍÁ (8) ÂÕÄÅÔ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÍ ÂÁÚÉÓÏÍ. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, 2ß∫ 0 cos kt cos lt dt = 0; ÅÓÌÉ k ≠ l; 2ß∫ 0 sin kt cos lt dt = 0; 2ß∫ 0 sin kt sin lt dt = 0; ÅÓÌÉ k ≠ l:

ôÁË ËÁË 2ß∫ 0 sin^2 kt dt = 2ß∫ 0 cos^2 kt dt = ß; Á 2ß∫ 0 1 dt = 2ß;

ÔÏ ÆÕÎËÃÉÉ 1√ 2ß ; 1√ ß cos t; 1√ ß sin t; : : : ; 1√ ß cos nt; 1√ ß sin nt (8^′)

ÏÂÒÁÚÕÀÔ Œ R1 ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÊ ÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÙÊ ÂÁÚÉÓ.

52 n-ÍÅÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ [ÇÌ. i

2. ðÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒ ÉÚ ÔÏÞËÉ ÎÁ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ. ëÒÁÔÞÁÊÛÅÅ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÏÔ ÔÏÞËÉ ÄÏ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÁ^∗).

ï Ð Ò Å Ä Å Ì Å Î É Å 2. ðÕÓÔØ R_1 | ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÏ ÅŒËÌÉÄÏŒÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ R. íÙ ÂÕÄÅÍ ÇÏŒÏÒÉÔØ, ÞÔÏ ŒÅËÔÏÒ h ∈ R ÏÒÔÏÇÏÎÁÌÅÎ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÕ R_1, ÅÓÌÉ ÏÎ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌÅÎ ÌÀÂÏÍÕ ŒÅËÔÏÒÕ x ÉÚ R_1.

åÓÌÉ ŒÅËÔÏÒ h ÏÒÔÏÇÏÎÁÌÅÎ ŒÅËÔÏÒÁÍ e_1; e_2; : : : ; e_m, ÔÏ ÏÎ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌÅÎ ÌÀÂÏÊ ÉÈ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÉ. äÅÊ- ÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÉÚ ÒÁŒÅÎÓÔŒ

(h; e_i) = 0

ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÞÉÓÅÌ ˘_1; ˘_2; : : : ; ˘_m

(h; ˘_1e_1 + ˘_2e_2 + : : : + ˘_me_m) = 0:

ðÏÜÔÏÍÕ, ÄÌÑ ÔÏÇÏ ÞÔÏÂÙ ŒÅËÔÏÒ h ÂÙÌ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌÅÎ m-ÍÅÒÎÏÍÕ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÕ R_1, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ, ÞÔÏÂÙ ÏÎ ÂÙÌ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌÅÎ m ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙÍ ŒÅËÔÏÒÁÍ ÉÚ R_1 (ÂÁÚÉÓÕ Œ R_1^{∗∗})).

õ Ð Ò Á Ö Î Å Î É Å. ðÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÓÏŒÏËÕÐÎÏÓÔØ ŒÓÅÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ y ∈ R, ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÈ Ë ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÕ R1, ÔÁËÖÅ ÏÂÒÁÚÕÅÔ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ R. üÔÏ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÎÁÚÙŒÁ- ÅÔÓÑ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÍ ÄÏÐÏÌÎÅÎÉÅÍ Ë ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÕ R1 Œ ÐÒÏÓ- ÔÒÁÎÓÔŒÅ R.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ R ÎÅËÏÔÏÒÏÅ m-ÍÅÒÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ R_1^{∗∗∗}) É ŒÅËÔÏÒ f, ÎÅ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁ- ÝÉÊ R_1. ðÏÓÔÁŒÉÍ ÚÁÄÁÞÕ: ÏÐÕÓÔÉÔØ ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒ ÉÚ ÔÏÞËÉ f ÎÁ R_1, Ô. Å. ÎÁÊÔÉ ŒÅËÔÏÒ f_0 ÉÚ R_1 ÔÁËÏÊ, ÞÔÏÂÙ ŒÅËÔÏÒ h = f − f_0 ÂÙÌ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌÅÎ R_1. œÅË- ÔÏÒ f_0 ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÊ ÐÒÏÅËÃÉÅÊ

∗) üÔÏÔ ÐÕÎËÔ ÍÏÖÎÏ ÐÒÉ ÐÅÒŒÏÍ ÞÔÅÎÉÉ ÐÒÏÐÕÓÔÉÔØ. ∗∗) äÌÑ ÓÌÕÞÁÑ, ËÏÇÄÁ R1 ÅÓÔØ ÐÌÏÓËÏÓÔØ, ÜÔÁ ÔÅÏÒÅÍÁ Œ ÜÌÅÍÅÎ- ÔÁÒÎÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÔÅÏÒÅÍÏÊ Ï ÄŒÕÈ ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÁÈ.

∗∗∗) òÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÓÁÍÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ R ÄÌÑ ÎÁÓ ÎÅÓÕÝÅ- ÓÔŒÅÎÎÁ. ïÎÏ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÄÁÖÅ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÍ.

§ 3] ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÅŒËÌÉÄÏŒÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ 53

ŒÅËÔÏÒÁ f ÎÁ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ R_1. îÅÓËÏÌØËÏ ÐÏÚÖÅ ÍÙ ÕŒÉÄÉÍ, ÞÔÏ ÜÔÁ ÚÁÄÁÞÁ ŒÓÅÇÄÁ ÉÍÅÅÔ ÒÅÛÅÎÉÅ, ÐÒÉ- ÔÏÍ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÅ. óÅÊÞÁÓ ÍÙ ÐÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ, ËÁË É Œ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ, ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒ ÅÓÔØ ËÒÁÔÞÁÊ- ÛÅÅ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÏÔ ÔÏÞËÉ ÄÏ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ. äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ÐÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ f_1 ÅÓÔØ ÏÔÌÉÞÎÙÊ ÏÔ f_0 ŒÅËÔÏÒ ÉÚ R_1, ÔÏ

|f − f_1| ¿ |f − f_0|:

äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ŒÅËÔÏÒ f_0 − f_1, ËÁË ÒÁÚÎÏÓÔØ ÄŒÕÈ ŒÅË- ÔÏÒÏŒ ÉÚ R_1, ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ R_1 É, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÏÒÔÏÇÏ- ÎÁÌÅÎ ŒÅËÔÏÒÕ h = f − f_0. ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ ðÉÆÁÇÏÒÁ ÉÍÅÅÍ:

|f − f_0|^2 + |f_0 − f_1|^2 = |f − f_0 + f_0 − f_1|^2 = |f − f_1|^2

É, ÚÎÁÞÉÔ, |f − f_1| ¿ |f − f_0|:

ðÏËÁÖÅÍ ÔÅÐÅÒØ, ËÁË ÆÁËÔÉÞÅÓËÉ ŒÙÞÉÓÌÉÔØ ÐÏ f ÅÇÏ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÕÀ ÐÒÏÅËÃÉÀ f_0 ÎÁ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ R_1 (Ô. Å. ÏÐÕÓÔÉÔØ ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒ ÉÚ f ÎÁ R_1). ðÕÓÔØ ÂÁÚÉÓ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ R_1 ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ŒÅËÔÏÒÏŒ e_1; e_2; : : : ; e_m. âÕÄÅÍ ÉÓËÁÔØ ŒÅËÔÏÒ f_0 Œ ŒÉÄÅ

f_0 = c_1e_1 + c_2e_2 + : : : + c_me_m; (9)

ÇÄÅ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ c_k ÎÁÊÄÅÍ ÉÚ ÕÓÌÏŒÉÑ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏ- ÓÔÉ f − f_0 Ë R_1. äÌÑ ÔÏÇÏ ÞÔÏÂÙ ÜÔÁ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÓÔØ ÉÍÅÌÁ ÍÅÓÔÏ, ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ É ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ, ÞÔÏÂÙ ŒÙÐÏÌ- ÎÑÌÉÓØ m ÒÁŒÅÎÓÔŒ (f − f_0; e_k) = 0 (k = 1; 2; : : : ; m), Ô. Å.

(f_0; e_k) = (f; e_k): (10)

ðÏÄÓÔÁŒÌÑÑ ÓÀÄÁ ŒÍÅÓÔÏ f_0 ÅÇÏ ŒÙÒÁÖÅÎÉÅ (9), ÐÏÌÕÞÁ- ÅÍ ÓÉÓÔÅÍÕ m ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ

c_1(e_1; e_k) + c_2(e_2; e_k) + : : : + c_m(e_m; e_k) = (f; e_k) (k = 1; 2; : : : ; m) (11)

ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÞÉÓÅÌ c_i.

54 n-ÍÅÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ [ÇÌ. i

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÎÁÞÁÌÁ ÏÔÄÅÌØÎÏ ÞÁÓÔÏ ŒÓÔÒÅÞÁÀÝÉÊ- ÓÑ ÓÌÕÞÁÊ, ËÏÇÄÁ ÂÁÚÉÓ e_1; e_2; : : : ; e_m | ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÊ É ÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÙÊ. œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÚÁÄÁÞÁ ÒÅÛÁÅÔÓÑ ÏÓÏ- ÂÅÎÎÏ ÐÒÏÓÔÏ. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÓÉÓÔÅÍÁ (11) ÐÒÅŒÒÁÝÁ- ÅÔÓÑ Œ ÔÁËÏÍ ÂÁÚÉÓÅ Œ ÓÉÓÔÅÍÕ ÒÁŒÅÎÓÔŒ

c_i = (f; e_i); (12)

ÓÒÁÚÕ ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÝÉÈ ÎÕÖÎÙÅ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ.

ôÁË ËÁË Œ ËÁÖÄÏÍ m-ÍÅÒÎÏÍ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÍÏÖÎÏ ŒÙÂÒÁÔØ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÊ ÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÙÊ ÂÁÚÉÓ, ÔÏ ÍÙ ÄÏËÁÚÁÌÉ, ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÞÔÏ Õ ËÁÖÄÏÇÏ ŒÅËÔÏÒÁ f ÓÕ- ÝÅÓÔŒÕÅÔ, É ÐÒÉÔÏÍ ÔÏÌØËÏ ÏÄÎÁ, ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÁÑ ÐÒÏ- ÅËÃÉÑ f_0 ÎÁ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ R_1.

œÅÒÎÅÍÓÑ ÔÅÐÅÒØ Ë ÓÌÕÞÁÀ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ. œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÓÉÓÔÅÍÁ (11) ÔÁËÖÅ ÄÏÌÖÎÁ ÉÍÅÔØ ÅÄÉÎ- ÓÔŒÅÎÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ŒÅËÔÏÒ f_0, ÐÏ ÄÏËÁ- ÚÁÎÎÏÍÕ, ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ É ÐÒÉÔÏÍ ÔÏÌØËÏ ÏÄÉÎ. œ ÂÁÚÉÓÅ e_1; e_2; : : : ; e_m ŒÅËÔÏÒ f_0 ÉÍÅÅÔ ŒÐÏÌÎÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÅ ËÏ- ÏÒÄÉÎÁÔÙ c_1; c_2; : : : ; c_m. ôÁË ËÁË ÜÔÉ ÞÉÓÌÁ ÕÄÏŒÌÅÔŒÏ- ÒÑÀÔ ÓÉÓÔÅÍÅ (11), ÔÏ ÜÔÁ ÓÉÓÔÅÍÁ ÉÍÅÅÔ, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØ- ÎÏ, ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ. óÉÓÔÅÍÁ m ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ Ó ÎÅ- ÉÚŒÅÓÔÎÙÍÉ ÍÏÖÅÔ ÉÍÅÔØ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ, ÌÉÛØ ÅÓÌÉ ÅÅ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ÏÔÌÉÞÅÎ ÏÔ ÎÕÌÑ. ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ÓÉÓÔÅÍÙ (11) | | | | (e_1; e_1) (e_2; e_1) : : : (e_m; e_1) (e_1; e_2) (e_2; e_2) : : : (e_m; e_2) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (e_1; e_m) (e_2; e_m) : : : (e_m; e_m)

| | | | ÏÔÌÉÞÅÎ ÏÔ ÎÕÌÑ. üÔÏÔ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÏÐÒÅ- ÄÅÌÉÔÅÌÅÍ çÒÁÍÁ ŒÅËÔÏÒÏŒ e_1; e_2; : : : ; e_m.

éÔÁË, ÐÕÓÔØ ÚÁÄÁÎÏ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ R_1 Ó ÂÁÚÉÓÏÍ e_1; : : : ; e_m É ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÊ ŒÅËÔÏÒ f ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ R.

§ 3] ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÅŒËÌÉÄÏŒÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ 55

ïÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÁÑ ÐÒÏÅËÃÉÑ f_0 ŒÅËÔÏÒÁ f ÎÁ R_1 ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ f_0 = c_1e_1 + : : : + c_me_m:

ðÒÉ ÜÔÏÍ, ÅÓÌÉ ÂÁÚÉÓ e_1; e_2; : : : ; e_m ÏÒÔÏÇÏÎÁÌÅÎ, ÔÏ

c_i = (f; e_i):

åÓÌÉ ÖÅ ÂÁÚÉÓ e_1; : : : ; e_m ÐÒÏÉÚŒÏÌÅÎ, ÔÏ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎ- ÔÙ c_i ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ËÁË ÒÅÛÅÎÉÅ ÓÉÓÔÅÍÙ (11).

ð Ò É Í Å Ò 1. ó Ð Ï Ó Ï Â Î Á É Í Å Î Ø Û É È Ë Œ Á - Ä Ò Á Ô Ï Œ . ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ŒÅÌÉÞÉÎÁ y ÅÓÔØ ÌÉÎÅÊ- ÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ŒÅÌÉÞÉÎ x_1; : : : ; x_m, Ô. Å. ÞÔÏ

y_0 = c_1x_1 + : : : + c_mx_m;

ÇÄÅ c_1; : : : ; c_m | ÐÏÓÔÏÑÎÎÙÅ, ÎÅÉÚŒÅÓÔÎÙÅ ÎÁÍ ËÏÜÆÆÉ- ÃÉÅÎÔÙ. þÁÓÔÏ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ c_1; : : : ; c_m ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÜËÓÐÅÒÉÍÅÎÔÁÌØÎÏ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÐÒÏÉÚŒÏÄÉÔÓÑ ÒÑÄ ÉÚÍÅ- ÒÅÎÉÊ ŒÅÌÉÞÉÎ x_1; : : : ; x_m É y. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ k-ÇÏ ÉÚÍÅÒÅÎÉÑ ÞÅÒÅÚ x_{1k}; : : : ; x_{mk} É, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ, y_k. ëÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ c_1; : : : ; c_m ÍÏÖÎÏ ÂÙÌÏ ÂÙ ÐÏÐÙÔÁÔØÓÑ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÉÚ ÓÉÓÔÅÍÙ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ

x_{11}c_1 + x_{21}c_2 + : : : + x_{m1}c_m = y_1; x_{12}c_1 + x_{22}c_2 + : : : + x_{m2}c_m = y_2; . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . x_{1n}c_1 + x_{2n}c_2 + : : : + x_{mn}c_m = y_n:

(13)

úÄÅÓØ ÞÉÓÌÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ n ÒÁŒÎÏ ÞÉÓÌÕ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÎÙÈ ÉÚÍÅÒÅÎÉÊ É ÏÂÙÞÎÏ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ ÞÉÓÌÏ ÎÅÉÚŒÅÓÔÎÙÈ (n ¿ m). ôÁË ËÁË ÉÚÍÅÒÅÎÉÅ ŒÅÌÉÞÉÎ x_1; : : : ; x_m; y ÎÅ- ÉÚÂÅÖÎÏ ÓŒÑÚÁÎÏ Ó ÐÏÇÒÅÛÎÏÓÔÑÍÉ, ÔÏ ÓÉÓÔÅÍÁ (13), ŒÏ- ÏÂÝÅ ÇÏŒÏÒÑ, ÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉŒÁ É Ï ÅÅ ÔÏÞÎÏÍ ÒÅÛÅÎÉÉ ÇÏ- ŒÏÒÉÔØ ÂÅÓÓÍÙÓÌÅÎÎÏ. ðÏÜÔÏÍÕ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑÍ (13) ÍÏÖ- ÎÏ ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÉÔØ ÌÉÛØ ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÎÏ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÓÔÁŒÉÔÓÑ ÚÁÄÁÞÁ ÒÁÚÙÓËÁÔØ ÔÁËÉÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÎÅÉÚŒÅÓÔ- ÎÙÈ c_1; : : : ; c_m, ÐÒÉ ËÏÔÏÒÙÈ ÌÅŒÙÅ ÞÁÓÔÉ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ (13)

56 n-ÍÅÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ [ÇÌ. i

ÂÙÌÉ ÂÙ ŒÏÚÍÏÖÎÏ ÂÏÌÅÅ ÂÌÉÚËÉ Ë ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÍ ÐÒÁŒÙÍ ÞÁÓÔÑÍ. œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ĂÍÅÒÙ ÂÌÉÚÏÓÔÉĄ ÂÅÒÅÔÓÑ ÔÁË ÎÁÚÙŒÁÅÍÏÅ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÏÅ ÕËÌÏÎÅÎÉÅ ÌÅŒÙÈ ÞÁÓÔÅÊ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ ÏÔ ÓŒÏÂÏÄÎÙÈ ÞÌÅÎÏŒ, Ô. Å. ŒÅÌÉÞÉÎÁ n∑ k=1 (x_{1k}c_1 + x_{2k}c_2 + : : : + x_{mk}c_m − y_k)^2: (14)

îÁÍ ÎÕÖÎÏ ÎÁÊÔÉ ÞÉÓÌÁ c_1; c_2; : : : ; c_m, ÐÒÉ ËÏÔÏÒÙÈ ËŒÁ- ÄÒÁÔÉÞÎÏÅ ÕËÌÏÎÅÎÉÅ ÉÍÅÅÔ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ. üÔÕ ÚÁÄÁÞÕ ÎÁ ÍÉÎÉÍÕÍ ÍÏÖÎÏ ÒÅÛÉÔØ ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔŒÅÎÎÏ. ïÄÎÁËÏ ÅÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÍÏÖÎÏ ÓÒÁÚÕ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÉÚ ÒÅÚÕÌØ- ÔÁÔÏŒ, ÉÚÌÏÖÅÎÎÙÈ ŒÙÛÅ.

œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ n-ÍÅÒÎÏÅ ÅŒËÌÉÄÏŒÏ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÏ É Œ ÎÅÍ ŒÅËÔÏÒÙ e_1 = (x_{11}; x_{12}; : : : ; x_{1n}), e_2 = (x_{21}; : : : ; x_{2n}), : : : , e_m = (x_{m1}; : : : ; x_{mn}) É f = = (y_1; : : : ; y_n). ðÒÁŒÙÅ ÞÁÓÔÉ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ ÓÉÓÔÅÍÙ (13) ÑŒÌÑÀÔÓÑ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÁÍÉ ŒÅËÔÏÒÁ f, ÌÅŒÙÅ ÞÁÓÔÉ | ŒÅË- ÔÏÒÁ c_1e_1 + c_2e_2 + : : : + c_me_m:

œÙÒÁÖÅÎÉÅ (14) ÅÓÔØ, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ËŒÁÄÒÁÔ ÒÁÓÓÔÏÑ- ÎÉÑ ŒÅËÔÏÒÁ c_1e_1 +c_2e_2 +: : : +c_me_m ÏÔ ŒÅËÔÏÒÁ f. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÕÓÌÏŒÉÅ, ÞÔÏÂÙ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÏÅ ÕËÌÏÎÅÎÉÅ ÂÙ- ÌÏ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÍ, ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÚÁÄÁÞÅ: ŒÙ- ÂÒÁÔØ ÞÉÓÌÁ c_1; c_2; : : : ; c_m ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÏÔ ŒÅË- ÔÏÒÁ f ÄÏ ŒÅËÔÏÒÁ f_0 = c_1e_1 + c_2e_2 + : : : + c_me_m ÂÙÌÏ ÎÁÉÍÅÎØÛÉÍ. åÓÌÉ ÏÂÏÚÎÁÞÉÔØ ÞÅÒÅÚ R_1 ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÏ n-ÍÅÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ, ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ ÉÚ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÊ ŒÅËÔÏÒÏŒ e_1; e_2; : : : ; e_m^∗), ÔÏ ÚÁÄÁÞÁ ÓÏÓÔÏÉÔ Œ ÎÁÈÏÖÄÅÎÉÉ ÐÒÏÅËÃÉÉ ŒÅËÔÏÒÁ f ÎÁ ÜÔÏ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÏ. ëÁË ÍÙ ŒÉÄÅÌÉ (ÆÏÒÍÕÌÁ (11)), ÞÉÓÌÁ c_1; c_2; : : : ; c_m,

∗) íÙ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÅÍ,ÞÔÏ ÒÁÎÇ ÍÁÔÒÉÃÙ ÓÉÓÔÅÍÙ (13) ÒÁŒÅÎ m É, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ŒÅËÔÏÒÙ e1; e2; : : : ; em ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙ.

§ 3] ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÅŒËÌÉÄÏŒÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ 57

ÒÅÛÁÀÝÉÅ ÜÔÕ ÚÁÄÁÞÕ, ÎÁÈÏÄÑÔÓÑ ÉÚ ÓÉÓÔÅÍÙ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ (e_1; e_1)c_1 +(e_2; e_1)c_2 +: : :+(e_m; e_1)c_m = (f; e_1); (e_1; e_2)c_1 +(e_2; e_2)c_2 +: : :+(e_m; e_2)c_m = (f; e_2); . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (e_1; e_m)c_1 +(e_2; e_m)c_2 +: : :+(e_m; e_m)c_m = (f; e_m);

(15)

ÇÄÅ (f; e_k) = n∑ j=1 x_{kj}y_j; (e_i; e_k) = n∑ j=1 x_{ij} x_{kj}:

óÉÓÔÅÍÁ (15) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ Œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÓÉÓÔÅÍÏÊ ÎÏÒÍÁÌØÎÙÈ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ. éÔÁË, ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÓÉÓÔÅÍÙ (13) ÓÏÓÔÏÉÔ Œ ÚÁÍÅÎÅ ÅÅ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÊ ÓÉÓÔÅ- ÍÏÊ (15) m ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ Ó m ÎÅÉÚŒÅÓÔÎÙÍÉ. éÚÌÏÖÅÎÎÙÊ ÍÅÔÏÄ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÐÏÓÏÂÏÍ ÎÁÉÍÅÎØÛÉÈ ËŒÁÄÒÁÔÏŒ.

õ Ð Ò Á Ö Î Å Î É Å. òÅÛÉÔØ ÐÏ ÓÐÏÓÏÂÕ ÎÁÉÍÅÎØÛÉÈ ËŒÁÄÒÁÔÏŒ ÓÉÓÔÅÍÕ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ 2c = 3; 3c = 4; 4c = 5:

ò Å Û Å Î É Å. e1 = (2; 3; 4), f = (3; 4; 5): îÏÒÍÁÌØÎÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ ÓŒÏÄÉÔÓÑ Œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ Ë ÏÄÎÏÍÕ ÕÒÁŒÎÅÎÉÀ: (e1; e1)c = (e1; f);

Ô. Å.

29c = 40; c = 4029 :

äÌÑ ÓÌÕÞÁÑ, ËÏÇÄÁ ÓÉÓÔÅÍÁ (13) ÅÓÔØ ÓÉÓÔÅÍÁ n ÕÒÁŒ- ÎÅÎÉÊ Ó ÏÄÎÉÍ ÎÅÉÚŒÅÓÔÎÙÍ x_1c = y_1; x_2c = y_2; . . . . . . x_nc = y_n;

(13^′)

58 n-ÍÅÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ [ÇÌ. i

ÒÅÛÅÎÉÅ ÚÁÐÉÛÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ:

c = (x; y) (x; x) = n∑ k=1 x_ky_k n∑ k=1 x^2_k :

ðÒÉÂÌÉÖÅÎÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÓÉÓÔÅÍÙ (13^′) ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÉÓ- ÔÏÌËÏŒÁÎÏ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉ ËÁË ÐÒÏŒÅÄÅÎÉÅ ÞÅÒÅÚ ÎÁÞÁÌÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÐÒÑÍÏÊ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÅÊ ĂŒÏÚÍÏÖÎÏ ÂÏÌÅÅ ÂÌÉÚ- ËÏĄ ÏÔ ÓÏŒÏËÕÐÎÏÓÔÉ ÔÏÞÅË (x_1; y_1); (x_2; y_2); : : : ; (x_n; y_n). þÉÓÌÏ c ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÔÏÇÄÁ ÕÇÌÏŒÏÊ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ ÔÁ- ËÏÊ ÐÒÑÍÏÊ.

ð Ò É Í Å Ò 2. ð Ò É Â Ì É Ö Å Î É Å Æ Õ Î Ë Ã É Ê Ô Ò É Ç Ï - Î Ï Í Å Ô Ò É Þ Å Ó Ë É Í É Í Î Ï Ç Ï Þ Ì Å Î Á Í É. ðÕÓÔØ f(t) | ÎÅ- ËÏÔÏÒÁÑ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ, ÚÁÄÁÎÎÁÑ ÎÁ ÉÎÔÅÒŒÁÌÅ (0; 2ß). þÁ- ÓÔÏ ÂÙŒÁÅÔ ÎÕÖÎÏ ÐÏÄÏÂÒÁÔØ ÔÒÉÇÏÎÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ P (t) ÄÁÎÎÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ, ŒÏÚÍÏÖÎÏ ÍÅÎØÛÅ ÏÔÌÉÞÁÀÝÉÊÓÑ ÏÔ f(t). œ ËÁ- ÞÅÓÔŒÅ ÍÅÒÙ ÏÔËÌÏÎÅÎÉÑ P (t) ÏÔ f(t) ÍÙ ŒÏÚØÍÅÍ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÏÅ ÕËÌÏÎÅÎÉÅ, ËÏÔÏÒÏÅ ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ 2ß∫ 0 [f(t) − P (t)]^2 dt: (16)

éÔÁË, ÔÏÞÎÁÑ ÐÏÓÔÁÎÏŒËÁ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍÏÊ ÚÁÄÁÞÉ ÔÁËÏŒÁ: ÓÒÅÄÉ ŒÓÅÈ ÔÒÉÇÏÎÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ÐÏÒÑÄËÁ n

P (t) = a^02 + a1 cos t + b1 sin t + : : : + an cos nt + bn sin nt (17)

ÎÁÊÔÉ ÔÏÔ, ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÏÅ ÕËÌÏÎÅÎÉÅ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÏÔ ÚÁÄÁÎÎÏÊ ÆÕÎ- ËÃÉÉ f(t) ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏ.

œŒÅÄÅÍ Œ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ R ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÈ ÆÕÎË- ÃÉÊ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ (0; 2ß). óËÁÌÑÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ Œ ÜÔÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÅ ÚÁÄÁÄÉÍ, ËÁË ÏÂÙÞÎÏ, ÉÎÔÅÇÒÁÌÏÍ

(f; g) = 2ß∫ 0 f(t)g(t) dt:

äÌÉÎÁ ŒÅËÔÏÒÁ ŒÙÒÁÖÁÅÔÓÑ ÔÏÇÄÁ ÆÏÒÍÕÌÏÊ |f| = √∫_{2ß} 0 [f(t)]^2 dt;

§ 3] ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÅŒËÌÉÄÏŒÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ 59

É ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÏÅ ÕËÌÏÎÅÎÉÅ (16) ÅÓÔØ Œ ÎÁÛÅÍ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÐÒÏÓÔÏ ËŒÁÄÒÁÔ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÑ ÏÔ f(t) ÄÏ P (t). ôÒÉÇÏÎÏ- ÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ŒÉÄÁ (17) ÏÂÒÁÚÕÀÔ Œ R ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÏ R1 ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ 2n + 1. îÁÍ ÎÕÖÎÏ ÎÁÊÔÉ ÜÌÅÍÅÎÔ ÉÚ R1, ÎÁ- ÈÏÄÑÝÉÊÓÑ ÎÁ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÍ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÉ ÏÔ f(t). üÔÁ ÚÁÄÁÞÁ ÓÎÏŒÁ ÒÅÛÁÅÔÓÑ ÏÐÕÓËÁÎÉÅÍ ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÁ ÉÚ ÔÏÞËÉ f(t) ÎÁ ÐÏÄÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÏ R1.

ôÁË ËÁË ÆÕÎËÃÉÉ

e0 = 1√ 2ß ; e1 = cos t√ ß ; e2 = sin t√ ß ; : : : ; e2n−1 = cos nt√ ß ; e2n = sin nt√ ß ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÊ É ÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÙÊ ÂÁÚÉÓ Œ ÜÔÏÍ ÐÏÄÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÅ (ÓÍ. ÐÒÉÍÅÒ 2 ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ ÐÕÎËÔÁ), ÔÏ ÒÅÛÅÎÉÅÍ ÜÔÏÊ ÚÁÄÁÞÉ ÓÌÕÖÉÔ ÌÉÎÅÊÎÁÑ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÑ ÂÁÚÉÓÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ

P (t) = 2n∑ k=0 c_k e_k; (18) ÇÄÅ c_k = (f; e_k);

Ô. Å., ŒÓÐÏÍÉÎÁÑ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÓËÁÌÑÒÎÏÇÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ, ÉÍÅÅÍ:

c0 = 1√ 2ß 2ß∫ 0 f(t) dt; c_{2k−1} = 1√ ß 2ß∫ 0 f(t) cos kt dt;

c_{2k} = 1√ ß 2ß∫ 0 f(t) sin kt dt (k = 1; : : : ; n):

ðÏÄÓÔÁŒÌÑÑ c_k É e_k (k = 1; : : : ; n) Œ ÆÏÒÍÕÌÕ (18), ÍÙ ÐÒÉÈÏÄÉÍ, ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, Ë ÓÌÅÄÕÀÝÅÍÕ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÕ: ÄÌÑ ÔÏÇÏ ÞÔÏÂÙ ÏÐÒÅ- ÄÅÌÉÔØ ÔÒÉÇÏÎÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ

P (t) = a^02 + n∑ k=1 (a_k cos kt + b_k sin kt);

ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÏÅ ÕËÌÏÎÅÎÉÅ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÏÔ ÚÁÄÁÎÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ f(t) ÍÉ- ÎÉÍÁÌØÎÏ, ÎÁÄÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ a_k; b_k ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÁÍ

a0 = 1ß 2ß∫ 0 f(t) dt; a_k = 1ß 2ß∫ 0 f(t) cos kt dt; b_k = 1ß 2ß∫ 0 f(t) sin kt dt:

ôÁË ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÅ ÞÉÓÌÁ a_k; b_k ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ æÕÒØÅ ÆÕÎËÃÉÉ f(t).

60 n-ÍÅÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ [ÇÌ. i

3. éÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÅŒËÌÉÄÏŒÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ. íÙ ÒÁÓ- ÓÍÏÔÒÅÌÉ ÒÑÄ ÐÒÉÍÅÒÏŒ n-ÍÅÒÎÙÈ ÅŒËÌÉÄÏŒÙÈ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒ. üÔÉ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÏÔÌÉÞÁÌÉÓØ ÏÄÎÏ ÏÔ ÄÒÕ- ÇÏÇÏ ŒÏ ŒÓÑËÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÓÐÏÓÏÂÏÍ ÚÁÄÁÎÉÑ ŒÅËÔÏÒÏŒ (ÔÁË, Œ ÐÒÉÍÅÒÅ 2 § 2 ŒÅËÔÏÒ ÅÓÔØ ÓÏŒÏËÕÐÎÏÓÔØ n ÞÉÓÅÌ, Œ ÐÒÉÍÅÒÅ 5 § 2 | ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ É Ô. Ä.).

œÏÚÎÉËÁÅÔ ŒÏÐÒÏÓ: ËÁËÉÅ ÉÚ ÜÔÉÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ ÄÅÊ- ÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙ É ÄÌÑ ËÁËÉÈ ÒÁÚÌÉÞÉÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÌÉÛØ ÞÉÓÔÏ ŒÎÅÛÎÉÍ, Ô. Å. ÒÁÚÌÉÞÎÙ ÌÉÛØ ÓÐÏÓÏÂÙ ÚÁ- ÄÁÎÉÑ ÜÔÉÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ?

äÌÑ ÔÏÇÏ ÞÔÏÂÙ ŒÏÐÒÏÓ ÂÙÌ ÔÏÞÎÏ ÐÏÓÔÁŒÌÅÎ, ÎÕÖ- ÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ, ËÁËÉÅ ÄŒÁ ÅŒËÌÉÄÏŒÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ ÌÉÛØ ÎÅÓÕÝÅÓÔŒÅÎÎÏ ÒÁÚÌÉÞÁÀÝÉÍÉÓÑ (ÉÚÏÍÏÒÆÎÙÍÉ).

ï Ð Ò Å Ä Å Ì Å Î É Å 3. äŒÁ ÅŒËÌÉÄÏŒÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓ- ÔŒÁ R É R_1 ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÎÙÍÉ, ÅÓÌÉ ÍÅÖÄÕ ÉÈ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ÍÏÖÎÏ ÕÓÔÁÎÏŒÉÔØ ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ x ↔ x^′ (x ∈ R, x^′ ∈ R^′) ÔÁË, ÞÔÏ:

1^∘ åÓÌÉ x ↔ x^′ É y ↔ y^′, ÔÏ x + y ↔ x^′ + y^′, Ô. Å. ÅÓÌÉ ŒÅËÔÏÒÕ x ∈ R ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ŒÅËÔÏÒ x^′ ∈ R^′, Á ŒÅËÔÏÒÕ y ∈ R ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ŒÅËÔÏÒ y^′ ∈ R^′, ÔÏ ÓÕÍÍÅ x + y ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÓÕÍÍÁ x^′ + y^′.

2^∘ åÓÌÉ x ↔ x^′, ÔÏ ˘x ↔ ˘x^′.

3^∘ åÓÌÉ x ↔ x^′ É y ↔ y^′, ÔÏ (x; y) = (x^′; y^′), Ô. Å. ÓËÁ- ÌÑÒÎÙÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÈ ÐÁÒ ŒÅËÔÏÒÏŒ ÒÁŒÎÙ ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÊ.

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÅŒËÌÉÄÏŒÙ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ R_1 É R_2 ÉÚÏÍÏÒÆÎÙ, ÅÓÌÉ ÏÎÉ ÉÚÏÍÏÒÆÎÙ ËÁË ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÐÒÏÓ- ÔÒÁÎÓÔŒÁ É ÜÔÏÔ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÔÁËÏŒ, ÞÔÏ ÏÎ ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ ÓËÁÌÑÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ.

åÓÌÉ Œ ËÁËÏÍ-ÎÉÂÕÄØ n-ÍÅÒÎÏÍ ÅŒËÌÉÄÏŒÏÍ ÐÒÏÓÔ- ÒÁÎÓÔŒÅ R ÄÏËÁÚÁÎÁ ÔÅÏÒÅÍÁ, ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒÁÎÎÁÑ Œ ÔÅÒ- ÍÉÎÁÈ ÓÌÏÖÅÎÉÑ, ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÞÉÓÌÁ É ÓËÁÌÑÒÎÏÇÏ ÐÒÏ- ÉÚŒÅÄÅÎÉÑ ŒÅËÔÏÒÏŒ, ÔÏ ÜÔÁ ÖÅ ÔÅÏÒÅÍÁ ŒÅÒÎÁ É Œ ÌÀÂÏÍ ÉÚÏÍÏÒÆÎÏÍ ÅÍÕ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÅÓÌÉ ËÁË

§ 3] ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÅŒËÌÉÄÏŒÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ 61

Œ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒËÅ, ÔÁË É Œ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÅ ÔÁËÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ ÚÁÍÅÎÉÔØ ŒÅËÔÏÒÙ ÉÚ R ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÍÉ ÉÍ ŒÅËÔÏÒÁ- ÍÉ ÉÚ R^′, ÔÏ Œ ÓÉÌÕ ÓŒÏÊÓÔŒ 1^∘, 2^∘, 3^∘ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÉÚÏ- ÍÏÒÆÉÚÍÁ ŒÓÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ ÏÓÔÁÎÕÔÓÑ ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÙÍÉ, Ô. Å. ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ ŒÅÒÎÁ É Œ R^′.

œÅÒÎÅÍÓÑ Ë ŒÏÐÒÏÓÕ, ÐÏÓÔÁŒÌÅÎÎÏÍÕ ÒÁÎÅÅ. ïËÁÚÙŒÁ- ÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ

ô Å Ï Ò Å Í Á 2. œÓÅ ÅŒËÌÉÄÏŒÙ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÄÁÎ- ÎÏÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ ÉÚÏÍÏÒÆÎÙ ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÊ.

ä Ï Ë Á Ú Á Ô Å Ì Ø Ó Ô Œ Ï. äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ŒÓÅ n-ÍÅÒ- ÎÙÅ ÅŒËÌÉÄÏŒÙ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÉÚÏÍÏÒÆÎÙ ÓÐÅÃÉÁÌØÎÏ ŒÙÂÒÁÎÎÏÍÕ ĂÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÍÕĄ n-ÍÅÒÎÏÍÕ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÕ. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ÂÕÄÅÔ ÄÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ ŒÓÅ n-ÍÅÒÎÙÅ ÅŒËÌÉÄÏ- ŒÙ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÉÚÏÍÏÒÆÎÙ ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÊ.

œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÔÁËÏÇÏ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÇÏ n-ÍÅÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔ- ÒÁÎÓÔŒÁ R^′ ÍÙ ŒÏÚØÍÅÍ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÎÏÅ Œ § 2 (ÐÒÉÍÅÒ 2) ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, Œ ËÏÔÏÒÏÍ ŒÅËÔÏÒ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ËÁË ÓÏ- ŒÏËÕÐÎÏÓÔØ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ x^′ = (¸_1; ¸_2; : : : ; ¸_n), Á ÓËÁÌÑÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ŒÅËÔÏÒÏŒ x^′ = (¸_1; ¸_2; : : : ; ¸_n) É y^′ = (ȷ_1; ȷ_2; : : : ; ȷ_n) ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ

(x^′; y^′) = ¸_1ȷ_1 + ¸_2ȷ_2 + : : : + ¸_nȷ_n:

ðÕÓÔØ ÎÁÍ ÄÁÎÏ ËÁËÏÅ-ÌÉÂÏ n-ÍÅÒÎÏÅ ÅŒËÌÉÄÏŒÏ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÏ R; ŒÙÂÅÒÅÍ Œ ÎÅÍ ÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÙÊ ÏÒÔÏÇÏ- ÎÁÌØÎÙÊ ÂÁÚÉÓ e_1; e_2; : : : ; e_n (ÍÙ ÄÏËÁÚÁÌÉ ÒÁÎÅÅ, ÞÔÏ ŒÏ ŒÓÑËÏÍ ÅŒËÌÉÄÏŒÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÔÁËÏÊ ÂÁÚÉÓ ÓÕÝÅÓÔŒÕ- ÅÔ). ðÏÓÔÁŒÉÍ Œ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ ŒÅËÔÏÒÕ

x = ¸_1e_1 + ¸_2e_2 + : : : + ¸_ne_n;

ÓÏŒÏËÕÐÎÏÓÔØ n ÞÉÓÅÌ ¸_1; ¸_2; : : : ; ¸_n, Ô. Å. ŒÅËÔÏÒ

x^′ = (¸_1; ¸_2; : : : ; ¸_n)

ÉÚ R^′.

ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÕÓÔÁÎÏŒÌÅÎÎÏÅ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ ÅÓÔØ ÉÚÏ- ÍÏÒÆÉÚÍ.

62 n-ÍÅÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ [ÇÌ. i

üÔÏ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ. îÕÖÎÏ ÐÒÏ- ŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ŒÙÐÏÌÎÅÎÙ ÕÓÌÏŒÉÑ 1^∘{3^∘ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÉÚÏ- ÍÏÒÆÉÚÍÁ.

óŒÏÊÓÔŒÁ 1^∘ É 2^∘ ÏÞÅŒÉÄÎÙ.

ðÒÏŒÅÒÉÍ ÓŒÏÊÓÔŒÏ 3^∘, Ô. Å. ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÓËÁÌÑÒÎÙÈ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÊ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÈ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕ ÐÁÒ ŒÅË- ÔÏÒÏŒ. ðÏÌØÚÕÑÓØ ŒÙŒÅÄÅÎÎÏÊ ŒÙÛÅ (ÓÔÒ. 49) ÆÏÒÍÕÌÏÊ ÄÌÑ ÓËÁÌÑÒÎÏÇÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ Œ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÍ ÎÏÒÍÉ- ÒÏŒÁÎÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ, ÉÍÅÅÍ:

(x; y) = ¸_1ȷ_1 + ¸_2ȷ_2 + : : : + ¸_nȷ_n:

ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÓËÁÌÑÒÎÏÇÏ ÐÒÏÉÚ- ŒÅÄÅÎÉÑ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ R^′ (ÐÒÉÍÅÒ 2 § 2) ÉÍÅÅÍ:

(x^′; y^′) = ¸_1ȷ_1 + ¸_2ȷ_2 + : : : + ¸_nȷ_n:

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, (x; y) = (x^′; y^′);

Ô. Å. ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÓËÁÌÑÒÎÙÈ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÊ ÄÏËÁÚÁÎÏ.

ôÅÏÒÅÍÁ ÐÏÌÎÏÓÔØÀ ÄÏËÁÚÁÎÁ.

õ Ð Ò Á Ö Î Å Î É Å. äÏËÁÚÁÔØ ÜÔÕ ÔÅÏÒÅÍÕ ÍÅÔÏÄÏÍ, ÁÎÁÌÏÇÉÞ- ÎÙÍ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÕ Œ Ð. 4 § 1.

éÚ ÔÅÏÒÅÍÙ ÏÂ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÅ ÍÏÖÎÏ ŒÙŒÅÓÔÉ ÉÎÔÅ- ÒÅÓÎÏÅ ÓÌÅÄÓÔŒÉÅ: ÌÀÂÏÅ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ Ï ÄŒÕÈ ÉÌÉ ÔÒÅÈ ŒÅËÔÏÒÁÈ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ Œ ÉÚ- ŒÅÓÔÎÏÍ ÉÚ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ ÔÒÅÈÍÅÒÎÏÍ ÐÒÏÓ- ÔÒÁÎÓÔŒÅ^∗). œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÌÉÎÅÊÎÁÑ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÑ ÜÔÉÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ ÏÂÒÁÚÕÅÔ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÎÁÛÅÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÁ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÔÒÅÈ ÉÚÍÅÒÅÎÉÊ. œ ÓÉÌÕ ÔÅÏÒÅÍÙ Ï ÉÚÏ- ÍÏÒÆÉÚÍÅ ÜÔÏ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ ÏÂÙÞÎÏÍÕ ÔÒÅÈÍÅÒÎÏÍÕ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÕ (ÌÉÂÏ ÅÇÏ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÕ)

∗) çÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÔÅÏÒÅÍÏÊ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙŒÁÔØ ÕÔŒÅÒÖÄÅ- ÎÉÅ Ï ŒÅËÔÏÒÁÈ, ËÏÔÏÒÏÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒÁÎÏ Œ ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÓÌÏÖÅÎÉÑ ŒÅËÔÏÒÏŒ, ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÉÈ ÎÁ ÞÉÓÌÁ É ÓËÁÌÑÒÎÏÇÏ ÐÒÏÉÚ- ŒÅÄÅÎÉÑ.

§ 4] ÂÉÌÉÎÅÊÎÙÅ É ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÙÅ ÆÏÒÍÙ 63

É, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÎÁÛÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÒÏŒÅ- ÒÉÔØ Œ ÐÏÓÌÅÄÎÅÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ.

œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÏÓÔØ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ëÏÛÉ{ âÕÎÑËÏŒÓËÏÇÏ (ÑŒÌÑÀÝÅÇÏÓÑ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅÍ Ï ÐÁÒÅ ŒÅË- ÔÏÒÏŒ) ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÏÎÏ ŒÅÒÎÏ Œ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ (ÓÍ. ÐÒÉÍÅÒ 1, ÓÔÒ. 42). íÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÔÁ- ËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÎÏŒÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ëÏÛÉ{ âÕÎÑËÏŒÓËÏÇÏ.

åÝÅ ÏÄÉÎ ÐÒÉÍÅÒ. œ § 2 ÍÙ ÄÏËÁÚÁÌÉ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ (7) |x + y| ⩽ |x| + |y|: œ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ ÜÔÏ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÄÌÉÎÁ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ ÐÁÒÁÌÌÅÌÏÇÒÁÍÍÁ ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ ÓÕÍÍÙ ÄÌÉÎ ÄŒÕÈ ÓÍÅÖÎÙÈ ÓÔÏÒÏÎ, É ÄÏËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ Œ ÌÀÂÏÍ ÕÞÅÂÎÉËÅ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØ- ÎÏ, Œ ÓÉÌÕ ÓËÁÚÁÎÎÏÇÏ ÒÁÎÅÅ, ÜÔÏ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÓÐÒÁŒÅÄ- ÌÉŒÏ Œ ÌÀÂÏÍ ÅŒËÌÉÄÏŒÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ. ôÅÏÒÅÍÁ Ï ÉÚÏ- ÍÏÒÆÉÚÍÅ ÄÁÅÔ ÎÁÍ, ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ŒÏÚÍÏÖÎÏÓÔØ ÐÏÌÕ- ÞÉÔØ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ b∫ a (f(t) + g(t))^2 dt ⩽ b∫ a f^2(t) dt + b∫ a g^2(t) dt;

ÑŒÌÑÀÝÅÅÓÑ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏÍ (7) § 2 Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÆÕÎ- ËÃÉÊ (ÐÒÉÍÅÒ 4 § 2) ËÁË ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔŒÅÎÎÏÅ ÓÌÅÄÓÔŒÉÅ ÔÏÌØËÏ ÞÔÏ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒÁÎÎÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ ÉÚ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒ- ÎÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ.

§ 4. âÉÌÉÎÅÊÎÙÅ É ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÙÅ ÆÏÒÍÙ

œ ÜÔÏÍ ÐÁÒÁÇÒÁÆÅ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÏÐÑÔØ ÚÁÎÉÍÁÔØÓÑ ÁÆ- ÆÉÎÎÙÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ, Á ÉÍÅÎÎÏ, ÂÕÄÅÍ ÉÚÕÞÁÔØ ÐÒÏ- ÓÔÅÊÛÉÅ ÞÉÓÌÏŒÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÏÔ ŒÅËÔÏÒÏŒ Œ ÁÆÆÉÎÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ.

64 n-ÍÅÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ [ÇÌ. i

1. ìÉÎÅÊÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ. ðÒÏÓÔÅÊÛÅÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ Œ ÁÆ- ÆÉÎÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ.

ï Ð Ò Å Ä Å Ì Å Î É Å 1. çÏŒÏÒÑÔ, ÞÔÏ Œ ÁÆÆÉÎÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÚÁÄÁÎÁ ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ (ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÏÒÍÁ), ÅÓÌÉ ËÁÖÄÏÍÕ ŒÅËÔÏÒÕ x ÐÏÓÔÁŒÌÅÎÏ Œ ÓÏÏÔ- ŒÅÔÓÔŒÉÅ ÞÉÓÌÏ f(x), ÔÁË ÞÔÏ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ŒÙÐÏÌÎÅÎÙ ÕÓÌÏŒÉÑ:

1^∘ f(x + y) = f(x) + f(y): 2^∘ f(˘x) = ˘f(x):

œÙÂÅÒÅÍ Œ n-ÍÅÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÊ ÂÁ- ÚÉÓ e_1; e_2; : : : ; e_n. ôÁË ËÁË ËÁÖÄÙÊ ŒÅËÔÏÒ x ÍÏÖÎÏ ÐÒÅÄ- ÓÔÁŒÉÔØ Œ ŒÉÄÅ

x = ¸_1e_1 + ¸_2e_2 + : : : + ¸_ne_n;

ÔÏ Œ ÓÉÌÕ ÓŒÏÊÓÔŒ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÉÍÅÅÍ:

f(x) = f(¸_1e_1 + ¸_2e_2 + : : : + ¸_ne_n) = = ¸_1f(e_1) + ¸_2f(e_2) + : : : + ¸_nf(e_n):

éÔÁË: Œ n-ÍÅÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ Ó ÚÁÄÁÎÎÙÍ ÂÁÚÉÓÏÍ ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÁ Œ ŒÉÄÅ

f(x) = a_1¸_1 + a_2¸_2 + : : : + a_n¸_n; (1)

ÇÄÅ a_i = f(e_i) | ÐÏÓÔÏÑÎÎÙÅ, ÚÁŒÉÓÑÝÉÅ ÌÉÛØ ÏÔ ŒÙ- ÂÏÒÁ ÂÁÚÉÓÁ, Á ¸_1; ¸_2; : : : ; ¸_n | ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ŒÅËÔÏÒÁ Œ ÜÔÏÍ ÂÁÚÉÓÅ.

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÄÁÎÎÏÅ ŒÙÛÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ, ÐÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕ, Ó ÐÒÉÎÑÔÙÍ Œ ÁÌÇÅÂÒÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅÍ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ (ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÏÒÍÙ); ÎÁ- ÄÏ ÌÉÛØ ÉÍÅÔØ Œ ŒÉÄÕ, ÞÔÏ Œ ÎÁÛÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ËÏÜÆÆÉÃÉ- ÅÎÔÙ ÚÁŒÉÓÑÔ ÏÔ ŒÙÂÏÒÁ ÂÁÚÉÓÁ.

œÙÑÓÎÉÍ, ËÁË ÍÅÎÑÀÔÓÑ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÐÒÉ ÚÁÍÅÎÅ ÏÄÎÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ ÄÒÕÇÉÍ.

ðÕÓÔØ e_1; e_2; : : : ; e_n É e^′_1; e^′_2; : : : ; e^′_n | ÄŒÁ ÂÁÚÉÓÁ Œ R. ðÕÓÔØ, ÄÁÌÅÅ, ŒÅËÔÏÒÙ e^′_i ŒÙÒÁÖÁÀÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ÂÁÚÉÓ e_1;

§ 4] ÂÉÌÉÎÅÊÎÙÅ É ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÙÅ ÆÏÒÍÙ 65

e_2; : : : ; e_n ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ e^′_1 = ff_{11}e_1 + ff_{21}e_2 + : : : + ff_{n1}e_n; e^′_2 = ff_{12}e_1 + ff_{22}e_2 + : : : + ff_{n2}e_n; . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . e^′_n = ff_{1n}e_1 + ff_{2n}e_2 + : : : + ff_{nn}e_n:

ðÕÓÔØ Œ ÂÁÚÉÓÅ e_1; e_2; : : : ; e_n ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ŒÙÒÁÖÁ- ÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ f(x) = a_1¸_1 + a_2¸_2 + : : : + a_n¸_n;

Á Œ ÂÁÚÉÓÅ e^′_1; e^′_2; : : : ; e^′_n | ÆÏÒÍÕÌÏÊ f(x) = a^′_1¸^′_1 + a^′_2¸^′_2 + : : : + a^′_n¸^′_n:

ôÁË ËÁË a_i = f(e_i), Á a^′_k = f(e^′_k), ÔÏ

a^′_k = f(ff_{1k}e_1 + ff_{2k}e_2 + : : : + ff_{nk}e_n) = = ff_{1k}f(e_1) + ff_{2k}f(e_2) + : : : + ff_{nk}f(e_n) = = ff_{1k}a_1 + ff_{2k}a_2 + : : : + ff_{nk}a_n:

íÙ ŒÉÄÉÍ, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÞÔÏ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÏÒÍÙ ÐÒÅÏÂÒÁÚÕÀÔÓÑ ÐÒÉ ÐÅÒÅÈÏÄÅ Ë ÄÒÕÇÏÍÕ ÂÁÚÉÓÕ ÔÁË ÖÅ, ËÁË ŒÅËÔÏÒÙ ÂÁÚÉÓÁ (ÉÌÉ, ËÁË ÉÎÏÇÄÁ ÇÏŒÏÒÑÔ, ËÏÇÒÅÄÉÅÎÔÎÏ ŒÅËÔÏÒÁÍ ÂÁÚÉÓÁ).

ð Ò É Í Å Ò 1. œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ, ŒÅËÔÏÒÁÍÉ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ ’(t), ÚÁÄÁÎÎÙÅ ÎÁ ÏÔ- ÒÅÚËÅ [a; b], ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÆÕÎËÃÉÀ f(’), ÚÁÄÁÎÎÕÀ ÆÏÒ- ÍÕÌÏÊ

f(’) = b∫ a ’(t) dt:

üÔÁ ÆÕÎËÃÉÑ ÌÉÎÅÊÎÁ, ÔÁË ËÁË ŒÙÐÏÌÎÑÀÔÓÑ ÕÓÌÏŒÉÑ 1^∘ É 2^∘.

äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÐÅÒŒÏÅ ÉÚ ÎÉÈ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÉÎÔÅ- ÇÒÁÌ ÓÕÍÍÙ ÒÁŒÅÎ ÓÕÍÍÅ ÉÎÔÅÇÒÁÌÏŒ, Á ŒÔÏÒÏÅ ÏÚÎÁÞÁ- ÅÔ, ÞÔÏ ÐÏÓÔÏÑÎÎÙÊ ÍÎÏÖÉÔÅÌØ ÍÏÖÎÏ ŒÙÎÏÓÉÔØ ÚÁ ÚÎÁË ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ.

66 n-ÍÅÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ [ÇÌ. i

ð Ò É Í Å Ò 2. œ ÔÏÍ ÖÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÆÕÎËÃÉÀ f(’), ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÕÀ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. œÙ- ÂÅÒÅÍ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [a; b] ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ t = t_0 É ÐÏ- ÌÏÖÉÍ f(’) = ’(t_0):

ðÒÏŒÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ÜÔÁ ÆÕÎËÃÉÑ f(’) ÔÁËÖÅ ÌÉÎÅÊÎÁ.

2. âÉÌÉÎÅÊÎÙÅ ÆÏÒÍÙ. óÕÝÅÓÔŒÅÎÎÕÀ ÒÏÌØ Œ ÄÁÌØ- ÎÅÊÛÅÍ ÂÕÄÕÔ ÉÇÒÁÔØ ÂÉÌÉÎÅÊÎÙÅ É ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÙÅ ÆÕÎ- ËÃÉÉ (ÆÏÒÍÙ).

ï Ð Ò Å Ä Å Ì Å Î É Å 2. íÙ ÇÏŒÏÒÉÍ, ÞÔÏ A(x; y) ÅÓÔØ ÂÉÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ (ÂÉÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÏÒÍÁ) ÏÔ ŒÅË- ÔÏÒÏŒ x É y, ÅÓÌÉ:

1^∘ ÐÒÉ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÏÍ y A(x; y) ÅÓÔØ ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÕÎ- ËÃÉÑ ÏÔ x,

2^∘ ÐÒÉ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÏÍ x A(x; y) ÅÓÔØ ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÕÎ- ËÃÉÑ ÏÔ y.

éÎÙÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, Œ ÓÉÌÕ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÕÎË- ÃÉÉ ÕÓÌÏŒÉÑ 1^∘ É 2^∘ ÏÚÎÁÞÁÀÔ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ

1^∘ A(x_1 + x_2; y) = A(x_1; y) + A(x_2; y); A(˘x; y) = ˘A(x; y):

2^∘ A(x; y_1 + y_2) = A(x; y_1) + A(x; y_2); A(x; ¯y) = ¯A(x; y):

ð Ò É Í Å Ò Ù. 1. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ n-ÍÅÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ- ŒÏ, Œ ËÏÔÏÒÏÍ ŒÅËÔÏÒ ÅÓÔØ ÓÏŒÏËÕÐÎÏÓÔØ n ÞÉÓÅÌ. ðÏÌÏ- ÖÉÍ A(x; y) = a_{11}¸_1ȷ_1 + a_{12}¸_1ȷ_2 + : : : + a_{1n}¸_1ȷ_n + + a_{21}¸_2ȷ_1 + a_{22}¸_2ȷ_2 + : : : + a_{2n}¸_2ȷ_n + . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . + a_{n1}¸_nȷ_1 + a_{n2}¸_nȷ_2 + : : : + a_{nn}¸_nȷ_n; (2)

ÇÄÅ x ÅÓÔØ ŒÅËÔÏÒ (¸_1; ¸_2; : : : ; ¸_n), Á y | ŒÅËÔÏÒ (ȷ_1; ȷ_2; : : : ; ȷ_n). æÏÒÍÕÌÁ (2) ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ÂÉÌÉÎÅÊ- ÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÅÓÌÉ ÚÁÆÉËÓÉÒÏŒÁÔØ y,

§ 4] ÂÉÌÉÎÅÊÎÙÅ É ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÙÅ ÆÏÒÍÙ 67

Ô. Å. ÓÞÉÔÁÔØ ȷ_1; ȷ_2; : : : ; ȷ_n ÐÏÓÔÏÑÎÎÙÍÉ, ÔÏ^n ∑ i;k=1

a_{ik}¸_iȷ_k

ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ¸_i ÌÉÎÅÊÎÏ, Ô. Å. ÅÓÔØ ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÏÔ x = (¸_1; ¸_2; : : : ; ¸_n), Á ÐÒÉ ÐÏÓÔÏÑÎÎÙÈ ¸_1; ¸_2; : : : ; ¸_n ÆÏÒÍÁ A(x; y) | ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÏÔ y.

2. œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ, Œ ËÏÔÏÒÏÍ ŒÅËÔÏÒÁÍÉ ÑŒÌÑÀÔ- ÓÑ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ f(t), ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÐÒÉÍÅÒ ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ. ðÕÓÔØ K(s; t) | ÎÅËÏÔÏ- ÒÁÑ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ s É t. ðÏÌÏÖÉÍ

A(f; g) = b∫ a b∫ a K(s; t)f(s)g(t) ds dt:

A(f; g) ÅÓÔØ ÂÉÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ŒÅËÔÏÒÏŒ f É g.

äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÕÓÌÏŒÉÑ 1^∘ É 2^∘ ÐÒÏŒÅÒÑÀÔÓÑ ÔÁË ÖÅ, ËÁË É Œ ÐÒÉÍÅÒÅ 1 ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ ÐÕÎËÔÁ.

åÓÌÉ K(s; t) ≡ 1, ÔÏ

A(f; g) = b∫ a b∫ a f(s)g(t) ds dt = b∫ a f(s) ds b∫ a g(t) dt;

Ô. Å. A(f; g) ÅÓÔØ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ b∫ a f(s) ds É b∫ a g(t) dt.

õ Ð Ò Á Ö Î Å Î É Å. ðÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ f(x) É g(y) | ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ, ÔÏ ÉÈ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ f(x)·g(y) ÅÓÔØ ÂÉÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ.

ï Ð Ò Å Ä Å Ì Å Î É Å 3. âÉÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ (ÆÏÒ- ÍÁ) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ŒÅË- ÔÏÒÏŒ x É y ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ

A(x; y) = A(y; x):

œ ÐÒÉŒÅÄÅÎÎÏÍ ŒÙÛÅ ÐÒÉÍÅÒÅ 1 ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÁÑ ÆÏÒÍÕ- ÌÏÊ (2) ÂÉÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÏÒÍÁ A(x; y) ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÁ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ a_{ik} = a_{ki} ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ i É k.

68 n-ÍÅÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ [ÇÌ. i

óËÁÌÑÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ (x; y) Œ ÅŒËÌÉÄÏŒÏÍ ÐÒÏÓÔ- ÒÁÎÓÔŒÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÉÍÅÒÏÍ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÂÉÌÉÎÅÊ- ÎÏÊ ÆÏÒÍÙ.

œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÁËÓÉÏÍÙ 1^∘, 2^∘, 3^∘ ÓËÁÌÑÒÎÏÇÏ ÐÒÏÉÚ- ŒÅÄÅÎÉÑ (§ 2) ËÁË ÒÁÚ É ÏÚÎÁÞÁÀÔ, ÞÔÏ ÓËÁÌÑÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚ- ŒÅÄÅÎÉÅ ÅÓÔØ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ ÂÉÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÏÒÍÁ.

3. íÁÔÒÉÃÁ ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÏÒÍÙ. íÙ ÏÐÒÅÄÅÌÉÌÉ ÂÉ- ÌÉÎÅÊÎÕÀ ÆÏÒÍÕ ÁËÓÉÏÍÁÔÉÞÅÓËÉ. œÙÂÅÒÅÍ ÔÅÐÅÒØ Œ n-ÍÅÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ËÁËÏÊ-ÌÉÂÏ ÂÁÚÉÓ e_1; e_2; : : : ; e_n É ŒÙÒÁÚÉÍ ÂÉÌÉÎÅÊÎÕÀ ÆÏÒÍÕ A(x; y) ÞÅÒÅÚ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ¸_1; ¸_2; : : : ; ¸_n É ȷ_1; ȷ_2; : : : ; ȷ_n ŒÅËÔÏÒÏŒ x É y Œ ÜÔÏÍ ÂÁÚÉÓÅ. íÙ ÉÍÅÅÍ:

A(x; y) = A(¸_1e_1 +¸_2e_2 +: : :+¸_ne_n; ȷ_1e_1 +ȷ_2e_2 +: : :+ȷ_ne_n):

œ ÓÉÌÕ ÓŒÏÊÓÔŒ 1^∘ É 2^∘ ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÏÒÍÙ

A(¸_1e_1 + ¸_2e_2 + : : : + ¸_ne_n; ȷ_1e_1 + ȷ_2e_2 + : : : + ȷ_ne_n) = = ¸_1ȷ_1A(e_1; e_1) + ¸_1ȷ_2A(e_1; e_2) + : : : + ¸_1ȷ_nA(e_1; e_n) + + ¸_2ȷ_1A(e_2; e_1) + ¸_2ȷ_2A(e_2; e_2) + : : : + ¸_2ȷ_nA(e_2; e_n) + . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . + ¸_nȷ_1A(e_n; e_1) + ¸_nȷ_2A(e_n; e_2) + : : : + ¸_nȷ_nA(e_n; e_n);

ÉÌÉ, ËÏÒÏÞÅ

A(x; y) = n∑ i;k=1

A(e_i; e_k)¸_iȷ_k:

ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÐÏÓÔÏÑÎÎÙÅ A(e_i; e_k) ÞÅÒÅÚ a_{ik}. ôÏÇÄÁ ÉÍÅÅÍ:

ÐÒÉ ÚÁÄÁÎÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ e_1; e_2; : : : ; e_n ŒÓÑËÁÑ ÂÉÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÏÒÍÁ Œ n-ÍÅÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÚÁÐÉÓÁ- ÎÁ Œ ŒÉÄÅ

A(x; y) = n∑ i;k=1

a_{ik}¸_iȷ_k; (3)

ÇÄÅ ¸_1; ¸_2; : : : ; ¸_n | ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ŒÅËÔÏÒÁ x, Á ȷ_1; ȷ_2; : : : : : : ; ȷ_n | ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ŒÅËÔÏÒÁ y Œ ÄÁÎÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ.

§ 4] ÂÉÌÉÎÅÊÎÙÅ É ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÙÅ ÆÏÒÍÙ 69

þÉÓÌÁ a_{ik} ÚÁŒÉÓÑÔ ÏÔ ŒÙÂÏÒÁ ÂÁÚÉÓÁ É ŒÙÞÉÓÌÑÀÔÓÑ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÁÍ a_{ik} = A(e_i; e_k): (4) íÁÔÒÉÃÁ A = ‖a_{ik}‖ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÍÁÔÒÉÃÅÊ ÂÉÌÉÎÅÊ- ÎÏÊ ÆÏÒÍÙ A(x; y) Œ ÂÁÚÉÓÅ e_1; e_2; : : : ; e_n.

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, Œ ËÁÖÄÏÍ ÂÁÚÉÓÅ ÂÉÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÏÒÍÁ A(x; y) ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÓŒÏÅÊ ÍÁÔÒÉÃÅÊ A = ‖a_{ik}‖.

ð Ò É Í Å Ò. ðÕÓÔØ R | ÔÒÅÈÍÅÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, ŒÅËÔÏÒÁÍÉ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÔÒÏÊËÉ ÞÉÓÅÌ (¸1; ¸2; ¸3). úÁÄÁÄÉÍ Œ R ÂÉÌÉ- ÎÅÊÎÕÀ ÆÏÒÍÕ A(x; y) ÆÏÒÍÕÌÏÊ A(x; y) = ¸1ȷ1 + 2¸2ȷ2 + 3¸3ȷ3:

œÏÚØÍÅÍ Œ R Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÂÁÚÉÓÁ ÔÒÉ ŒÅËÔÏÒÁ

e1 = (1; 1; 1); e2 = (1; 1; −1); e3 = (1; −1; −1): îÁÊÄÅÍ ÍÁÔÒÉÃÕ A ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÏÒÍÙ A(x; y) Œ ÜÔÏÍ ÂÁÚÉÓÅ.

œ ÓÉÌÕ (4) ÐÏÌÕÞÉÍ:

a11 = 1 · 1 + 2 · 1 · 1 + 3 · 1 · 1 = 6; a12 = a21 = 1 · 1 + 2 · 1 · 1 + 3 · 1 · (−1) = 0; a22 = 1 · 1 + 2 · 1 · 1 + 3 · (−1) · (−1) = 6; a13 = a31 = 1 · 1 + 2 · 1 · (−1) + 3 · 1 · (−1) = −4; a23 = a32 = 1 · 1 + 2 · 1 · (−1) + 3 · (−1) · (−1) = 2; a33 = 1 · 1 + 2 · (−1) · (−1) + 3 · (−1) · (−1) = 6;

Ô. Å. A = 6 0 −4 0 6 2 −4 2 6 :

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÅÓÌÉ ÏÂÏÚÎÁÞÉÔØ ÞÅÒÅÚ (¸^′_1; ¸^′_2; ¸^′_3) É ȷ^′_1; ȷ^′_2; ȷ^′_3 ËÏÏÒ- ÄÉÎÁÔÙ ŒÅËÔÏÒÏŒ x É y Œ ÂÁÚÉÓÅ e1; e2; e3, ÔÏ

A(x; y) = 6¸^′_1ȷ^′_1 − 4¸^′_1ȷ^′_3 + 6¸^′_2ȷ^′_2 + 2¸^′_2ȷ^′_3 − 4¸^′_3ȷ^′_1 + 2¸^′_3ȷ^′_2 + 6¸^′_3ȷ^′_3:

4. ðÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ ÍÁÔÒÉÃÙ ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÏÒÍÙ ÐÒÉ ÉÚÍÅÎÅÎÉÉ ÂÁÚÉÓÁ. ðÕÓÔØ ÄÁÎÙ Œ n-ÍÅÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ- ŒÅ ÄŒÁ ÂÁÚÉÓÁ: e_1; e_2; : : : ; e_n É f_1; f_2; : : : ; f_n. ðÕÓÔØ ŒÅË- ÔÏÒÙ f_1; f_2; : : : ; f_n ŒÙÒÁÖÁÀÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ŒÅËÔÏÒÙ ÂÁÚÉÓÁ

70 n-ÍÅÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ [ÇÌ. i

e_1; e_2; : : : ; e_n ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ

f_1 = c_{11}e_1 + c_{21}e_2 + : : : + c_{n1}e_n; f_2 = c_{12}e_1 + c_{22}e_2 + : : : + c_{n2}e_n;

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . f_n = c_{1n}e_1 + c_{2n}e_2 + : : : + c_{nn}e_n: (5)

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, c_{1k}; c_{2k}; : : : ; c_{nk} | ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ŒÅËÔÏ- ÒÁ f_k Œ ÂÁÚÉÓÅ e_1; e_2; : : : ; e_n. íÁÔÒÉÃÕ

C = c_{11} c_{12} : : : c_{1n} c_{21} c_{22} : : : c_{2n} : : : : : : : : : : : : : c_{n1} c_{n2} : : : c_{nn}

ÎÁÚÏŒÅÍ ÍÁÔÒÉÃÅÊ ÐÅÒÅÈÏÄÁ ÏÔ ÂÁÚÉÓÁ e_1; e_2; : : : ; e_n Ë ÂÁ- ÚÉÓÕ f_1; f_2; : : : ; f_n.

ðÕÓÔØ A = ‖a_{ik}‖ ÅÓÔØ ÍÁÔÒÉÃÁ ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÏÒÍÙ A(x; y) Œ ÂÁÚÉÓÅ e_1; e_2; : : : ; e_n, Á B = ‖b_{ik}‖ | ÍÁÔÒÉÃÁ ÔÏÊ ÖÅ ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÏÒÍÙ Œ ÂÁÚÉÓÅ f_1; f_2; : : : ; f_n. îÁÛÁ ÚÁÄÁÞÁ ÓÏÓÔÏÉÔ Œ ÔÏÍ, ÞÔÏÂÙ ÐÏ ÍÁÔÒÉÃÅ ‖a_{ik}‖ ÎÁÊÔÉ ÍÁÔÒÉÃÕ ‖b_{ik}‖.

ðÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ [ÆÏÒÍÕÌÁ (4)] b_{pq} = A(f_p; f_q), Ô. Å. b_{pq} | ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÏÒÍÙ A(x; y) ÐÒÉ x = f_p, y = f_q; ÄÌÑ ÔÏÇÏ ÞÔÏÂÙ ÎÁÊÔÉ ÅÇÏ, ŒÏÓÐÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ (3), ÐÏÄÓÔÁŒÉŒ Œ ÎÅÅ ŒÍÅÓÔÏ ¸_1; ¸_2; : : : ; ¸_n É ȷ_1; ȷ_2; : : : ; ȷ_n ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ŒÅËÔÏÒÏŒ f_p É f_q Œ ÂÁÚÉÓÅ e_1; e_2; : : : ; e_n, Ô. Å. ÞÉÓÌÁ c_{1p}; c_{2p}; : : : ; c_{np} É c_{1q}; c_{2q}; : : : ; c_{nq}. ðÏÌÕÞÉÍ:

b_{pq} = A(f_p; f_q) = n∑ i;k=1

a_{ik}c_{ip}c_{kq}: (6)

üÔÏ ÅÓÔØ ÉÓËÏÍÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ.

úÁÐÉÛÅÍ ÅÅ Œ ÍÁÔÒÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÅ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÐÏÌÏ- ÖÉÍ c^′_{pi} = c_{ip}; ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, c^′_{pi} ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ

§ 4] ÂÉÌÉÎÅÊÎÙÅ É ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÙÅ ÆÏÒÍÙ 71

ÍÁÔÒÉÃÙ C^′, ÔÒÁÎÓÐÏÎÉÒÏŒÁÎÎÏÊ Ë ÍÁÔÒÉÃÅ C. ôÏÇÄÁ

b_{pq} = n∑ i;k=1

c^′_{pi}a_{ik}c_{kq}:

œ ÍÁÔÒÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÅ ÜÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ^∗):

B = C^′AC: (7)

éÔÁË: ÅÓÌÉ A É B ÓÕÔØ ÍÁÔÒÉÃÙ ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÏÒ- ÍÙ A(x; y) ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ Œ ÂÁÚÉÓÁÈ e_1; e_2; : : : ; e_n É f_1; f_2; : : : ; f_n, ÔÏ B = C^′AC, ÇÄÅ C | ÍÁÔÒÉÃÁ ÐÅÒÅÈÏ- ÄÁ ÏÔ ÂÁÚÉÓÁ e_1; e_2; : : : ; e_n Ë ÂÁÚÉÓÕ f_1; f_2; : : : ; f_n, Á C^′ | ÍÁÔÒÉÃÁ, ÔÒÁÎÓÐÏÎÉÒÏŒÁÎÎÁÑ Ë ÍÁÔÒÉÃÅ C.

5. ëŒÁÄÒÁÔÉÞÎÙÅ ÆÏÒÍÙ.

ï Ð Ò Å Ä Å Ì Å Î É Å 4. ðÕÓÔØ A(x; y) | ÓÉÍÍÅÔÒÉ- ÞÅÓËÁÑ ÂÉÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÏÒÍÁ. æÕÎËÃÉÑ A(x; x), ËÏÔÏÒÁÑ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ A(x; y), ÅÓÌÉ ÐÏÌÏÖÉÔØ y = x, ÎÁÚÙŒÁ- ÅÔÓÑ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÏÊ.

∗) ðÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÄŒÕÈ ÍÁÔÒÉÃ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ, ËÁË ÉÚŒÅÓÔÎÏ, ÔÁË: ÜÌÅÍÅÎÔ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ ÍÁÔÒÉÃ, ÓÔÏÑÝÉÊ ÎÁ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÉ i-Ê ÓÔÒÏËÉ É k-ÇÏ ÓÔÏÌÂÃÁ, ÒÁŒÅÎ ÓÕÍÍÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÊ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ i- Ê ÓÔÒÏËÉ ÐÅÒŒÏÊ ÍÁÔÒÉÃÙ ÎÁ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ k-ÇÏ ÓÔÏÌÂÃÁ ŒÔÏÒÏÊ ÍÁÔÒÉÃÙ. õÄÏÂÎÅÅ ÜÔÏ ÐÒÁŒÉÌÏ ÚÁÐÉÓÙŒÁÔØ Œ ŒÉÄÅ ÆÏÒÍÕÌÙ

c_{ik} = n∑ ff=1 aiffb_{ffk};

ÇÄÅ aiff | ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÐÅÒŒÏÊ ÍÁÔÒÉÃÙ, Á b_{ffk} | ÜÌÅÍÅÎÔÙ ŒÔÏÒÏÊ ÍÁ- ÔÒÉÃÙ. ïÔÓÀÄÁ, ÐÒÉÍÅÎÑÑ ÜÔÏ ÐÒÁŒÉÌÏ ÄŒÁÖÄÙ, ÍÏÖÎÏ ÐÏÌÕÞÉÔØ, ÞÔÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÔÒÅÈ ÍÁÔÒÉÃ ŒÙÞÉÓÌÑÅÔÓÑ ÔÁË: ÅÓÌÉ D = ABC, ÔÏ d_{ik} = n∑ ff;fi=1

aiffb_{fffi} c_{fik}:

åÓÌÉ A^′ | ÍÁÔÒÉÃÁ, ÔÒÁÎÓÐÏÎÉÒÏŒÁÎÎÁÑ Ë ÍÁÔÒÉÃÅ A, ÔÏ ÜÌÅÍÅÎ-

ÔÙ ÍÁÔÒÉÃÙ A^′BC ÉÍÅÀÔ ŒÉÄ^n ∑ ff;fi=1

affib_{fffi} c_{fik}.

72 n-ÍÅÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ [ÇÌ. i

A(x; y) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÏÒÍÏÊ, ÐÏÌÑÒÎÏÊ Ë ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÅ A(x; x).

ôÒÅÂÏŒÁÎÉÅ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÓÔÉ ÆÏÒÍÙ A(x; y) Œ ÏÐÒÅ- ÄÅÌÅÎÉÉ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÙ ÏÐÒÁŒÄÙŒÁÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀ- ÝÉÍ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅÍ, ËÏÔÏÒÏÅ ÂÅÚ ÜÔÏÇÏ ÂÙÌÏ ÂÙ ÎÅŒÅÒÎÏ.

ðÏÌÑÒÎÁÑ ÆÏÒÍÁ A(x; y) ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÓŒÏÅÊ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÏÊ A(x; x).

ä Ï Ë Á Ú Á Ô Å Ì Ø Ó Ô Œ Ï. éÚ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÏÒÍÙ ÌÅÇËÏ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ

A(x + y; x + y) = A(x; x) + A(x; y) + A(y; x) + A(y; y):

ïÔÓÀÄÁ Œ ÓÉÌÕ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ (Ô. Å. ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ A(x; y) = = A(y; x)) ÐÏÌÕÞÁÅÍ:

A(x; y) = 12[A(x + y; x + y) − A(x; x) − A(y; y)]:

œ ÐÒÁŒÏÊ ÞÁÓÔÉ ÜÔÏÇÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ÓÔÏÑÔ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ËŒÁÄÒÁ- ÔÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÙ; ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÍÙ ÄÏËÁÚÁÌÉ, ÞÔÏ ÂÉÌÉ- ÎÅÊÎÁÑ ÆÏÒÍÁ A(x; y) ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÓŒÏÅÊ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÏÊ^∗).

œÙÛÅ ÍÙ ÕÖÅ ÄÏËÁÚÁÌÉ, ÞÔÏ ŒÓÑËÁÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ ÂÉÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÏÒÍÁ A(x; y) ÚÁÐÉÓÙŒÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ËÏÏÒÄÉ-

∗) æÕÎËÃÉÑ A(x; x), ÐÏÌÕÞÅÎÎÁÑ ÉÚ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÊ (ÎÅ ÏÂÑÚÁ- ÔÅÌØÎÏ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ) ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÏÒÍÙ A(x; y), ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÐÏÌÕÞÅÎÁ É ÉÚ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÏÒÍÏÊ. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØ- ÎÏ, ÐÕÓÔØ A(x; y) | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÁÑ ÂÉÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÏÒÍÁ; ÔÏÇÄÁ

A1(x; y) = 12 [A(x; y) + A(y; x)]

ÅÓÔØ ÓÎÏŒÁ ÂÉÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÏÒÍÁ É ÐÒÉÔÏÍ, ËÁË ÍÏÖÎÏ ŒÉÄÅÔØ, ÓÉÍ- ÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ. îÏ

A1(x; x) = 12 [A(x; x) + A(x; x)] = A(x; x);

Ô. Å. A1(x; y) ÐÒÉŒÏÄÉÔ ÎÁÓ (ÐÒÉ y = x) Ë ÔÏÊ ÖÅ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÅ, ÞÔÏ É A(x; y).

§ 4] ÂÉÌÉÎÅÊÎÙÅ É ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÙÅ ÆÏÒÍÙ 73

ÎÁÔÙ ŒÅËÔÏÒÏŒ x É y Œ ŒÉÄÅ

A(x; y) = n∑ i;k=1

a_{ik}¸_iȷ_k;

ÇÄÅ a_{ik} = a_{ki}. ðÏÜÔÏÍÕ:

ŒÓÑËÁÑ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÁÑ ÆÏÒÍÁ A(x; x) ÐÒÉ ÚÁÄÁÎÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ ŒÙÒÁÖÁÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ

A(x; x) = n∑ i;k=1

a_{ik}¸_i¸_k;

ÇÄÅ a_{ik} = a_{ki}. œŒÅÄÅÍ ÅÝÅ ÏÄÎÏ ŒÁÖÎÏÅ

ï Ð Ò Å Ä Å Ì Å Î É Å 5. ëŒÁÄÒÁÔÉÞÎÁÑ ÆÏÒÍÁ A(x; x) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÊ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀ- ÂÏÇÏ ŒÅËÔÏÒÁ x ≠ 0 A(x; x) ¿ 0:

ð Ò É Í Å Ò. A(x; x) = ¸^2_1 + ¸^2 + : : : + ¸^2_n ÑŒÌÑÅÔÓÑ, ÏÞÅ- ŒÉÄÎÏ, ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÊ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÏÊ ÆÏÒ- ÍÏÊ.

ðÕÓÔØ A(x; x) | ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÁÑ ËŒÁÄÒÁ- ÔÉÞÎÁÑ ÆÏÒÍÁ É A(x; y) | ÅÅ ÐÏÌÑÒÎÁÑ ÆÏÒÍÁ. œ ÓÉÌÕ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒÁÎÎÙÈ ŒÙÛÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÊ ÜÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ:

1^∘ A(x; y) = A(y; x).

2^∘ A(x_1 + x_2; y) = A(x_1; y) + A(x_2; y). 3^∘ A(˘x; y) = ˘A(x; y).

4^∘ A(x; x) ⩾ 0 É A(x; x) ¿ 0 ÐÒÉ x ≠ 0.

íÙ ŒÉÄÉÍ, ÞÔÏ ÜÔÉ ÕÓÌÏŒÉÑ ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ Ó ÁËÓÉÏÍÁ- ÍÉ ÓËÁÌÑÒÎÏÇÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ, ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒÁÎÎÙÍÉ Œ § 2. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ,

ÓËÁÌÑÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÅÓÔØ ÂÉÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÏÒÍÁ, ÓÏ- ÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÁÑ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÊ ËŒÁÄÒÁ- ÔÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÅ, É ÌÀÂÁÑ ÔÁËÁÑ ÆÏÒÍÁ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÐÒÉÎÑÔÁ ÚÁ ÓËÁÌÑÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ.

ðÏÜÔÏÍÕ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÅŒËÌÉÄÏŒÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÏ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ.

74 n-ÍÅÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ [ÇÌ. i

åŒËÌÉÄÏŒÙÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÁÆÆÉÎÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, Œ ËÏÔÏÒÏÍ ŒÙÂÒÁÎÁ ËÁËÁÑ-ÎÉÂÕÄØ ÆÉË- ÓÉÒÏŒÁÎÎÁÑ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÁÑ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÁÑ ÆÏÒÍÁ A(x; x). úÎÁÞÅÎÉÅ A(x; y) ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÊ^∗) ÅÊ ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÏÒÍÙ ÓÞÉÔÁÅÔÓÑ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÓËÁÌÑÒÎÙÍ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅÍ^{∗∗}) ŒÅËÔÏÒÏŒ x É y.

§ 5. ðÒÉŒÅÄÅÎÉÅ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÙ

Ë ÓÕÍÍÅ ËŒÁÄÒÁÔÏŒ

íÙ ÚÎÁÅÍ ÕÖÅ, ÞÔÏ ŒÙÒÁÖÅÎÉÅ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÙ A(x; x) ÞÅÒÅÚ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ŒÅËÔÏÒÁ x ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ŒÙÂÏÒÁ ÂÁÚÉÓÁ. œ ÜÔÏÍ ÐÁÒÁÇÒÁÆÅ ÂÕÄÅÔ ÐÏËÁÚÁÎÏ, ËÁË ÐÒÉŒÅÓÔÉ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÕÀ ÆÏÒÍÕ Ë ÓÕÍÍÅ ËŒÁÄÒÁÔÏŒ, Ô. Å. ŒÙÂÒÁÔØ ÔÁËÏÊ ÂÁÚÉÓ (ÓÉÓÔÅÍÕ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ), Œ ËÏÔÏÒÏÍ ËŒÁÄÒÁ- ÔÉÞÎÁÑ ÆÏÒÍÁ ÉÍÅÅÔ ÐÒÏÓÔÏÊ ŒÉÄ

A(x; x) = ˘_1¸^2_1 + ˘_2¸^2 + : : : + ˘_n¸^2_n: (1)

ðÕÓÔØ Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÂÁÚÉÓÅ f_1; f_2; : : : ; f_n ÉÍÅÅÍ ÒÁŒÅÎ- ÓÔŒÏ

A(x; x) = n∑ i;k=1

a_{ik}ȷ_iȷ_k; (2)

ÇÄÅ ȷ_1; ȷ_2; : : : ; ȷ_n | ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ŒÅËÔÏÒÁ x Œ ÜÔÏÍ ÂÁÚÉ- ÓÅ. âÕÄÅÍ ÐÏÓÔÅÐÅÎÎÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÙŒÁÔØ ÂÁÚÉÓ ÔÁË, ÞÔÏ- ÂÙ Œ ÆÏÒÍÕÌÅ (2) ÐÒÏÐÁÄÁÌÉ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ Ó ÒÁÚÌÉÞÎÙÍÉ ÉÎÄÅËÓÁÍÉ. ôÁË ËÁË ËÁÖÄÏÍÕ ÐÒÅÏÂÒÁ- ÚÏŒÁÎÉÀ ÂÁÚÉÓÁ ÏÔŒÅÞÁÅÔ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ (ÓÍ. § 1, Ð. 6) É ÏÂÒÁÔÎÏ, ÔÏ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÐÉÓÁÔØ ÆÏÒÍÕÌÙ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ.

äÌÑ ÐÒÉŒÅÄÅÎÉÑ ÆÏÒÍÙ A(x; x) Ë ÓÕÍÍÅ ËŒÁÄÒÁÔÏŒ ÎÁÍ ÎÕÖÎÏ ÂÕÄÅÔ, ÞÔÏÂÙ ÈÏÔØ ÏÄÉÎ ÉÚ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏŒ

∗) íÙ ÕÖÅ ÄÏËÁÚÁÌÉ, ÞÔÏ ÂÉÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÏÒÍÁ A(x; y) ÏÄÎÏÚÎÁÞ- ÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÓŒÏÅÊ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÏÊ A(x; x).

∗∗) œÙÛÅ ÏÎÏ ÏÂÏÚÎÁÞÁÌÏÓØ (x; y), Á ÎÅ A(x; y).

§ 5] ÐÒÉŒÅÄÅÎÉÅ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÙ Ë ÓÕÍÍÅ ËŒÁÄÒÁÔÏŒ 75

a_{kk} (ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ ÐÒÉ ȷ^2_k) ÂÙÌ ÏÔÌÉÞÅÎ ÏÔ ÎÕÌÑ. üÔÏÇÏ ŒÓÅÇÄÁ ÍÏÖÎÏ ÄÏÂÉÔØÓÑ. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÆÏÒÍÁ A(x; x), ÎÅ ÒÁŒÎÁÑ ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏ ÎÕÌÀ, ÎÅ ÓÏ- ÄÅÒÖÉÔ ÎÉ ÏÄÎÏÇÏ ËŒÁÄÒÁÔÁ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÇÏ; ÔÏÇÄÁ ÏÎÁ ÓÏ- ÄÅÒÖÉÔ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, 2a_{12}ȷ_1ȷ_2. úÁÍÅÎÉÍ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ȷ_1 É ȷ_2 ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÁÍ

ȷ_1 = ȷ^′_1 + ȷ^′_2; ȷ_2 = ȷ^′_1 − ȷ^′_2;

ÎÅ ÉÚÍÅÎÑÑ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÐÒÅÏÂÒÁ- ÚÏŒÁÎÉÉ ÞÌÅÎ 2a_{12}ȷ_1ȷ_2 ÐÅÒÅÊÄÅÔ Œ 2a_{12}(ȷ^{′2}_1 − ȷ^{′2}_2 ), É ÔÁË ËÁË, ÐÏ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÀ, a_{11} = a_{22} = 0, ÔÏ ÏÎ ÎÉ Ó ÞÅÍ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÓÏËÒÁÔÉÔØÓÑ, Ô. Å. ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ ÐÒÉ ȷ^{′2}_1 ÏÔÌÉÞÅÎ ÏÔ ÎÕÌÑ.

âÕÄÅÍ ÔÅÐÅÒØ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÕÖÅ Œ ÆÏÒÍÕÌÅ (2) ËÏ- ÜÆÆÉÃÉÅÎÔ a_{11} ≠ 0^∗). œÙÄÅÌÉÍ Œ ÎÁÛÅÊ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÅ ÞÌÅÎÙ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÅ ȷ_1:

a_{11}ȷ^2_1 + 2a_{12}ȷ_1ȷ_2 + : : : + 2a_{1n}ȷ_1ȷ_n:

äÏÐÏÌÎÉÍ ÜÔÕ ÓÕÍÍÕ ÄÏ ÐÏÌÎÏÇÏ ËŒÁÄÒÁÔÁ, Ô. Å. ÚÁÐÉÛÅÍ ÅÅ Œ ŒÉÄÅ

a_{11}ȷ^2_1 + 2a_{12}ȷ_1ȷ_2 + : : : + 2a_{1n}ȷ_1ȷ_n = = 1 a_{11}

(a_{11}ȷ_1 + : : : + a_{1n}ȷ_n)^2 − B; (3)

ÇÄÅ ÞÅÒÅÚ B ÍÙ ÏÂÏÚÎÁÞÉÌÉ ÞÌÅÎÙ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÅ ÌÉÛØ ËŒÁÄÒÁÔÙ É ÐÏÐÁÒÎÙÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ ÞÌÅÎÏŒ a_{12}ȷ_2; : : : : : : ; a_{1n}ȷ_n. ðÏÓÌÅ ÐÏÄÓÔÁÎÏŒËÉ ŒÙÒÁÖÅÎÉÑ (3) Œ (2) ÒÁÓ- ÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍÁÑ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÁÑ ÆÏÒÍÁ ÐÒÉÍÅÔ ŒÉÄ

A(x; x) = 1 a_{11}

(a_{11}ȷ_1 + : : : + a_{1n}ȷ_n)^2 + : : : ;

∗) åÓÌÉ a11 = 0, ÎÏ ÏÔÌÉÞÅÎ ÏÔ ÎÕÌÑ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ ÐÒÉ ËŒÁ- ÄÒÁÔÅ ËÁËÏÊ-ÎÉÂÕÄØ ÄÒÕÇÏÊ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ, ÔÏ Ë ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍÏÍÕ ÓÌÕÞÁÀ ÍÏÖÎÏ ÐÒÉÊÔÉ, ÉÎÁÞÅ ÚÁÎÕÍÅÒÏŒÁŒ ŒÅËÔÏÒÙ e1; e2; : : : ; en, ÞÔÏ ÔÁËÖÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÍ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅÍ ÜÔÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ.

76 n-ÍÅÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ [ÇÌ. i

ÇÄÅ ÎÅŒÙÐÉÓÁÎÎÙÅ ÞÌÅÎÙ ÓÏÄÅÒÖÁÔ ÔÏÌØËÏ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ ȷ_2; : : : ; ȷ_n.

ðÏÌÏÖÉÍ

ȷ^∗_1 = a_{11}ȷ_1 + a_{12}ȷ_2 + : : : + a_{1n}ȷ_n; ȷ^∗_2 = ȷ_2;

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ȷ^∗_n = ȷ_n:

ôÏÇÄÁ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÁÑ ÆÏÒÍÁ ÐÒÉÍÅÔ ŒÉÄ

A(x; x) = 1

a_{11} ȷ^{∗2}_1 + n∑ i;k=2

a^∗_{ik}ȷ^∗_i ȷ^∗_k:

œÙÒÁÖÅÎÉÅ^n ∑ i;k=1

a^∗_{ik}ȷ^∗_i ȷ^∗_k ŒÐÏÌÎÅ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÐÒÁŒÏÊ

ÞÁÓÔÉ ÆÏÒÍÕÌÙ (2) Ó ÔÏÊ ÔÏÌØËÏ ÒÁÚÎÉÃÅÊ, ÞÔÏ ÏÎÏ ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÐÅÒŒÏÊ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ËÏÜÆ- ÆÉÃÉÅÎÔ a^∗_{22} ≠ 0 (ÜÔÏÇÏ, ËÁË ÍÙ ŒÉÄÅÌÉ, ŒÓÅÇÄÁ ÍÏÖÎÏ ÄÏÂÉÔØÓÑ ÐÒÏÓÔÙÍÉ ŒÓÐÏÍÏÇÁÔÅÌØÎÙÍÉ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉ- ÑÍÉ). ôÏÇÄÁ ÍÏÖÎÏ ÐÒÏÉÚŒÅÓÔÉ ÎÏŒÏÅ, ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏÅ ÐÅÒ- ŒÏÍÕ, ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÁÍ ȷ^{∗∗}_1 = ȷ^∗_1 ;

ȷ^{∗∗}_2 = a^∗_{22}ȷ^∗_2 + a^∗_{23}ȷ^∗_3 + : : : + a^∗_{2n}ȷ^∗_n; ȷ^{∗∗}_3 = ȷ^∗_3 ;

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ȷ^{∗∗}_n = ȷ^∗_n:

œ ÎÏŒÙÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÆÏÒÍÁ ÐÒÉÍÅÔ ŒÉÄ

A(x; x) = 1 a_{11} ȷ^{∗∗2}_1 + 1

a^∗_{22} ȷ^{∗∗2}_2 + n∑ i;k=3

a^{∗∗}_{ik} ȷ^{∗∗}_i ȷ^{∗∗}_k :

ðÒÏÄÏÌÖÁÑ ÜÔÏÔ ÐÒÏÃÅÓÓ, ÍÙ ÐÏÓÌÅ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÛÁÇÏŒ ÐÒÉÄÅÍ Ë ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÍ ¸_1; ¸_2; : : : ; ¸_n, Œ ËÏÔÏÒÙÈ

§ 5] ÐÒÉŒÅÄÅÎÉÅ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÙ Ë ÓÕÍÍÅ ËŒÁÄÒÁÔÏŒ 77

ÆÏÒÍÁ A(x; x) ÂÕÄÅÔ ÉÍÅÔØ ŒÉÄ

A(x; x) = ˘_1¸^2_1 + ˘_2¸^2 + : : : + ˘_m¸^2_m;

ÐÒÉÞÅÍ m ⩽ n.

íÙ ÐÒÅÄÏÓÔÁŒÌÑÅÍ ÞÉÔÁÔÅÌÀ ŒÙÐÉÓÁÔØ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ- ŒÁÎÉÅ ÂÁÚÉÓÁ, ÏÔŒÅÞÁÀÝÅÅ ËÁÖÄÏÍÕ ÉÚ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÎÙÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ (ÓÍ. Ð. 6 § 1), É ÕÂÅÄÉÔØÓÑ, ÞÔÏ ÎÁÛÉ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ ÐÅÒÅŒÏÄÑÔ ÂÁ- ÚÉÓ ÓÎÏŒÁ Œ ÂÁÚÉÓ, Ô. Å. ÞÔÏ ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÅ ÉÚ ÂÁÚÉÓÁ Œ ÒÅ- ÚÕÌØÔÁÔÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ ŒÅËÔÏÒÙ ÓÎÏŒÁ ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁ- ŒÉÓÉÍÙ.

ðÏÌÁÇÁÑ Œ ÓÌÕÞÁÅ m ¡ n, ÞÔÏ ˘_{m+1} = : : : = ˘_n = 0, ÍÙ ÐÒÉÈÏÄÉÍ, ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, Ë ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÔÅÏÒÅÍÅ:

ô Å Ï Ò Å Í Á. ðÕÓÔØ Œ n-ÍÅÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÚÁ- ÄÁÎÁ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÁÑ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÁÑ ÆÏÒÍÁ A(x; x). ôÏÇÄÁ Œ R ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÂÁÚÉÓ e_1; e_2; : : : ; e_n, Œ ËÏÔÏÒÏÍ ÜÔÁ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÁÑ ÆÏÒÍÁ ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ

A(x; x) = ˘_1¸^2_1 + ˘_2¸^2 + : : : + ˘_n¸^2_n;

ÇÄÅ ¸_1; ¸_2; : : : ; ¸_n | ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ŒÅËÔÏÒÁ x Œ ÂÁÚÉÓÅ e_1; e_2; : : : ; e_n.

ðÒÉŒÅÄÅÍ ÐÒÉÍÅÒ ÐÒÉŒÅÄÅÎÉÑ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÙ Ë ÓÕÍÍÅ ËŒÁÄÒÁÔÏŒ ÐÏ ÏÐÉÓÁÎÎÏÍÕ ÍÅÔÏÄÕ. ðÕÓÔØ Œ ÔÒÅÈÍÅÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÅ Ó ÎÅËÏÔÏÒÙÍ ÂÁÚÉÓÏÍ f1; f2; f3 ÚÁÄÁÎÁ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÁÑ ÆÏÒÍÁ A(x; x) = 2ȷ1ȷ2 + 4ȷ1ȷ3 − ȷ^2 − 8ȷ^2_3 :

ðÏÌÏÖÉÍ ȷ1 = ȷ^′_2;

ȷ2 = ȷ^′_1;

ȷ3 = ȷ^′_3:

ôÏÇÄÁ ÐÏÌÕÞÉÍ:

A(x; x) = −ȷ^′_1^2 + 2ȷ^′_1 ȷ^′_2 + 4ȷ^′_2 ȷ^′_3 − 8ȷ^′_3^2: äÁÌØÛÅ, ÐÏÌÁÇÁÑ ȷ^∗_1 = − ȷ^′_1 + ȷ^′_2;

ȷ^∗_2 = ȷ^′_2;

ȷ^∗_3 = ȷ^′_3;

78 n-ÍÅÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ [ÇÌ. i

ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ ÎÏŒÏÅ ŒÙÒÁÖÅÎÉÅ ÄÌÑ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÙ: A(x; x) = −ȷ^∗_1^2 + ȷ^∗_2^2 + 4ȷ^∗_2 ȷ^∗_3 − 8ȷ^∗_3^2:

ðÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ ¸1 =ȷ^∗_1 ;

¸2 = ȷ^∗_2 + 2ȷ^∗_3 ; ¸3 = ȷ^∗_3 ŒÙÄÅÌÉÔ ÉÚ ÎÁÛÅÊ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÙ ÅÝÅ ÏÄÉÎ ÐÏÌÎÙÊ ËŒÁ- ÄÒÁÔ, ÐÏÓÌÅ ÞÅÇÏ ÆÏÒÍÁ ÐÒÉÍÅÔ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÊ ŒÉÄ: A(x; x) = −¸^2_1 + ¸^2 − 12¸^2_3 :

éÍÅÑ ÆÏÒÍÕÌÙ, ŒÙÒÁÖÁÀÝÉÅ ȷ^∗_1; ȷ^∗_2 ; : : : ; ȷ^∗_n ÞÅÒÅÚ ȷ_1; ȷ_2; : : : ; ȷ_n, ÚÁÔÅÍ ȷ^{∗∗}_1 ; : : : ; ȷ^{∗∗}_n ÞÅÒÅÚ ȷ^∗_1; ȷ^∗_2 ; : : : ; ȷ^∗_n É Ô. Ä., ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÐÏÌÕÞÉÔØ ŒÙÒÁÖÅÎÉÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ¸_1; ¸_2; : : : ; ¸_n ÞÅÒÅÚ ÐÅÒŒÏÎÁÞÁÌØÎÙÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ȷ_1; ȷ_2; : : : ; ȷ_n: ¸_1 = c_{11}ȷ_1 + c_{12}ȷ_2 + : : : + c_{1n}ȷ_n; ¸_2 = c_{21}ȷ_1 + c_{22}ȷ_2 + : : : + c_{2n}ȷ_n; . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ¸_n = c_{n1}ȷ_1 + c_{n2}ȷ_2 + : : : + c_{nn}ȷ_n:

ôÁË, Œ ÐÒÉŒÅÄÅÎÎÏÍ ŒÙÛÅ ÐÒÉÍÅÒÅ ÜÔÉ ÆÏÒÍÕÌÙ ÉÍÅÀÔ ŒÉÄ ¸1 = ȷ1 − ȷ2;

¸2 = ȷ1 + 2ȷ3 ; ¸3 = ȷ3:

œÓÐÏÍÉÎÁÑ (§ 1, Ð. 6), ÞÔÏ ÍÁÔÒÉÃÁ, ÄÁÀÝÁÑ ÐÒÅÏÂÒÁ- ÚÏŒÁÎÉÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ, ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÂÒÁÔÎÏÊ É ÔÒÁÎÓÐÏÎÉÒÏ- ŒÁÎÎÏÊ Ë ÍÁÔÒÉÃÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ ÂÁÚÉÓÁ, ÍÙ ÍÏÖÅÍ ŒÙÒÁÚÉÔØ ŒÅËÔÏÒÙ ÎÏŒÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ e_1; e_2; : : : ; e_n ÞÅÒÅÚ ŒÅË- ÔÏÒÙ ÓÔÁÒÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ f_1; f_2; : : : ; f_n: e_1 = d_{11}f_1 + d_{12}f_2 + : : : + d_{1n}f_n; e_2 = d_{21}f_1 + d_{22}f_2 + : : : + d_{2n}f_n; . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . e_n = d_{n1}f_1 + d_{n2}f_2 + : : : + d_{nn}f_n:

§ 6] ÐÒÉŒÅÄÅÎÉÅ Ë ÓÕÍÍÅ ËŒÁÄÒÁÔÏŒ 79

åÓÌÉ Œ ÐÒÏÃÅÓÓÅ ÐÒÉŒÅÄÅÎÉÑ ÎÁÍ ÎÉ ÒÁÚÕ ÎÅ ÐÒÉÈÏÄÉÌÏÓØ ÐÒÏÉÚŒÏÄÉÔØ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ, ÍÅÎÑÀÝÅÇÏ ÓÒÁÚÕ ÄŒÅ ËÏ- ÏÒÄÉÎÁÔÙ (ÔÁËÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ, ËÁË ÍÙ ÐÏÍÎÉÍ, ÐÒÉ- ÈÏÄÉÔÓÑ ÓÏŒÅÒÛÁÔØ, ËÏÇÄÁ Œ ÐÒÅÏÂÒÁÚÕÅÍÏÊ ÆÏÒÍÅ ÏÔ- ÓÕÔÓÔŒÕÀÔ ËŒÁÄÒÁÔÙ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ, ÌÉÂÏ ÅÓÌÉ ÐÒÉÈÏÄÉÌÏÓØ ÍÅÎÑÔØ ÎÕÍÅÒÁÃÉÀ), ÔÏ ÆÏÒÍÕÌÙ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ ÉÍÅ- ÀÔ ŒÉÄ ¸_1 = c_{11}ȷ_1 + c_{12}ȷ_2 + : : : + c_{1n}ȷ_n; ¸_2 = c_{22}ȷ_2 + : : : + c_{2n}ȷ_n; . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ¸_n = c_{nn}ȷ_n;

Ô. Å. ÍÁÔÒÉÃÁ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÔÁË ÎÁÚÙŒÁÅÍÏÊ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÏÊ ÍÁÔÒÉÃÅÊ. ìÅÇËÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÍÁÔÒÉÃÁ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ ÂÁÚÉÓÁ ÂÕÄÅÔ Œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÔÁËÖÅ ÔÒÅ- ÕÇÏÌØÎÏÊ ÍÁÔÒÉÃÅÊ ŒÉÄÁ

e_1 = d_{11}f_1;

e_2 = d_{21}f_1 + d_{22}f_2; . . . . . . . . . . . . . .

e_n = d_{n1}f_1 + d_{n2}f_2 + : : : + d_{nn}f_n:

úÄÅÓØ d_{fffi} | ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÅ ÄÏÐÏÌÎÅÎÉÅ ÜÌÅÍÅÎÔÁ c_{fffi} ÍÁÔÒÉÃÙ ‖c_{ik}‖, ÄÅÌÅÎÎÏÅ ÎÁ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ÜÔÏÊ ÍÁÔÒÉ- ÃÙ. § 6. ðÒÉŒÅÄÅÎÉÅ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÙ Ë ÓÕÍÍÅ ËŒÁÄÒÁÔÏŒ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÙÍ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅÍ

1. œ ÜÔÏÍ ÐÁÒÁÇÒÁÆÅ ÍÙ ÕËÁÖÅÍ ÅÝÅ ÏÄÉÎ ÓÐÏÓÏÂ ÐÏ- ÓÔÒÏÅÎÉÑ ÂÁÚÉÓÁ, Œ ËÏÔÏÒÏÍ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÁÑ ÆÏÒÍÁ ÐÒÉ- ŒÏÄÉÔÓÑ Ë ÓÕÍÍÅ ËŒÁÄÒÁÔÏŒ. œ ÏÔÌÉÞÉÅ ÏÔ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ ÐÁÒÁÇÒÁÆÁ ÍÙ ÄÁÄÉÍ ÆÏÒÍÕÌÙ, ŒÙÒÁÖÁÀÝÉÅ ÉÓËÏÍÙÊ ÂÁÚÉÓ e_1; e_2; : : : ; e_n ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔŒÅÎÎÏ ÞÅÒÅÚ ÉÓÈÏÄÎÙÊ ÂÁ- ÚÉÓ (Á ÎÅ Œ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÛÁÇÏŒ, ËÁË Œ § 5).

80 n-ÍÅÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ [ÇÌ. i

ðÒÉ ÜÔÏÍ, ÏÄÎÁËÏ, ÍÙ ÄÏÌÖÎÙ ÂÕÄÅÍ ÎÁ ÆÏÒÍÕ A(x; y) É ÉÓÈÏÄÎÙÊ ÂÁÚÉÓ f_1; f_2; : : : ; f_n ÎÁÌÏÖÉÔØ ÓÌÅÄÕ- ÀÝÅÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ: ÐÕÓÔØ ‖a_{ik}‖ | ÍÁÔÒÉÃÁ ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÏÒÍÙ A(x; y) Œ ÂÁÚÉÓÅ f_1; f_2; : : : ; f_n. íÙ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÍÉÎÏÒÙ ÍÁÔÒÉÃÙ ‖a_{ik}‖ ŒÓÅ ÏÔÌÉÞÎÙ ÏÔ ÎÕÌÑ^∗):

´_1 = a_{11} ≠ 0; ´_2 = | |a^{11} a^{12} a_{21} a_{22} | | ≠ 0; : : : ;

´_n = | | | | | a_{11} a_{12} : : : a_{1n} a_{21} a_{22} : : : a_{2n} : : : : : : : : : : : : : : a_{n1} a_{n2} : : : a_{nn}

| | | | | ≠ 0: (1)

œ ËÁÖÄÏÍ ÂÁÚÉÓÅ f_1; f_2; : : : ; f_n ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÁÑ ÆÏÒÍÁ A(x; x) ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ

A(x; x) = n∑ i;k=1

a_{ik}¸_i¸_k; ÇÄÅ a_{ik} = A(f_i; f_k):

îÁÛÁ ÃÅÌØ | ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ŒÅËÔÏÒÙ e_1; e_2; : : : ; e_n ÔÁË, ÞÔÏÂÙ

A(e_i; e_k) = 0 ÐÒÉ i ≠ k (i; k = 1; 2; : : : ; n): (2)

ðÒÏÃÅÓÓ, Ó ÐÏÍÏÝØÀ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÜÔÏ ÂÕÄÅÔ ÓÄÅÌÁÎÏ, ÓÏ- ŒÐÁÄÁÅÔ Ó ÐÒÏÃÅÓÓÏÍ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌÉÚÁÃÉÉ, ÏÐÉÓÁÎÎÙÍ Œ Ð. 1 § 3, ÅÓÌÉ ÚÁÍÅÎÉÔØ Œ ÜÔÏÍ ÐÒÏÃÅÓÓÅ ÓËÁÌÑÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅ- ÎÉÅ ŒÅËÔÏÒÏŒ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÊ ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÏÒÍÏÊ A(x; y), ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÅÊ ÕÓÌÏŒÉÑÍ (1).

∗) íÏÖÎÏ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÔÒÅÂÏŒÁÎÉÅ ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÏ ÔÏÍÕ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÐÒÉŒÅÄÅÎÉÉ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÙ Ë ÓÕÍÍÅ ËŒÁÄÒÁÔÏŒ ÐÏ ÍÅÔÏÄÕ, ÏÐÉÓÁÎÎÏÍÕ Œ § 5, a11 ≠ 0, a^∗_{22} ≠ 0 É Ô. Ä.

§ 6] ÐÒÉŒÅÄÅÎÉÅ Ë ÓÕÍÍÅ ËŒÁÄÒÁÔÏŒ 81

âÕÄÅÍ ÉÓËÁÔØ ŒÅËÔÏÒÙ e_1; e_2; : : : ; e_n Œ ŒÉÄÅ

e_1 = ff_{11}f_1;

e_2 = ff_{21}f_1 + ff_{22}f_2; . . . . . . . . . . . . . .

e_n = ff_{n1}f_1 + ff_{n2}f_2 + : : : + ff_{nn}f_n: (3)

ëÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ff_{ik} ÍÏÖÎÏ ÂÙÌÏ ÂÙ ÎÁÊÔÉ ÉÚ ÕÓÌÏŒÉÊ (2), ÐÏÄÓÔÁŒÉŒ Œ ÜÔÉ ÕÓÌÏŒÉÑ ŒÍÅÓÔÏ e_1; e_2; : : : ; e_n ÉÈ ŒÙ- ÒÁÖÅÎÉÑ ÉÚ (3). ïÄÎÁËÏ ÜÔÏ ÎÅÕÄÏÂÎÏ ÄÌÑ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÊ, ÔÁË ËÁË ÐÒÉÛÌÏÓØ ÂÙ ÒÅÛÁÔØ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ ŒÔÏÒÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ff_{ik}. ðÏÓÔÕÐÉÍ ÐÏÜÔÏÍÕ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÉÎÁÞÅ.

åÓÌÉ

A(e_k; f_i) = 0 ÄÌÑ i = 1; 2; : : : ; k − 1; ÔÏ É

A(e_k; e_i) = 0 ÄÌÑ i = 1; 2; : : : ; k − 1: äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÐÏÄÓÔÁŒÌÑÑ ŒÍÅÓÔÏ e_i ŒÙÒÁÖÅÎÉÅ ff_{i1}f_1 + ff_{i2}f_2 + : : : + ff_{ii}f_i;

ÐÏÌÕÞÁÅÍ:

A(e_k; e_i) = A(e_k; ff_{i1}f_1 + ff_{i2}f_2 + : : : + ff_{ii}f_i) = = ff_{i1}A(e_k; f_1) + ff_{i2}A(e_k; f_2) + : : : + ff_{ii}A(e_k; f_i):

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÅÓÌÉ A(e_k; f_i) = 0 ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ k É ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ i ¡ k, ÔÏ É A(e_k; e_i) = 0 ÄÌÑ i ¡ k, É ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØ- ÎÏ, Œ ÓÉÌÕ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÏÒÍÙ É ÄÌÑ i ¿ k, Ô. Å. e_1; e_2; : : : ; e_n | ÔÒÅÂÕÅÍÙÊ ÂÁÚÉÓ. îÁÛÁ ÚÁÄÁÞÁ ÓŒÅ- ÄÅÎÁ, ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, Ë ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ:

ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ff_{k1}; ff_{k2}; : : : ; ff_{kk} ÔÁË, ÞÔÏ- ÂÙ ŒÅËÔÏÒ e_k = ff_{k1}f_1 + ff_{k2}f_2 + : : : + ff_{kk}f_k ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÌ ÕÓÌÏŒÉÑÍ A(e_k; f_i) = 0; i = 1; 2; : : : ; k − 1: (4)

82 n-ÍÅÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ [ÇÌ. i

üÔÉÍÉ ÕÓÌÏŒÉÑÍÉ ŒÅËÔÏÒ e_k ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ Ó ÔÏÞÎÏ- ÓÔØÀ ÄÏ ÐÏÓÔÏÑÎÎÏÇÏ ÍÎÏÖÉÔÅÌÑ. úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ÜÔÏÔ ÍÎÏÖÉÔÅÌØ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÔÒÅÂÏŒÁÎÉÑ

A(e_k; f_k) = 1: (5)

íÙ ÕŒÉÄÉÍ ÓÅÊÞÁÓ, ÞÔÏ ÕÓÌÏŒÉÑÍÉ (4) É (5) ŒÅËÔÏÒ e_k ÏÐÒÅÄÅÌÅÎ ÕÖÅ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ.

ðÏÄÓÔÁŒÉŒ Œ (4) É (5) ŒÙÒÁÖÅÎÉÅ ÄÌÑ e_k, ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ ÓÌÅÄÕÀÝÕÀ ÓÉÓÔÅÍÕ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ ÐÅÒŒÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ ÏÔÎÏÓÉ- ÔÅÌØÎÏ ff_{ki}:

ff_{k1}A(f_1; f_1) + ff_{k2}A(f_1; f_2) +: : :+ ff_{kk}A(f_1; f_k) = 0; ff_{k1}A(f_2; f_1) + ff_{k2}A(f_2; f_2) +: : :+ ff_{kk}A(f_2; f_k) = 0; . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ff_{k1}A(f_{k−1}; f_1) + ff_{k2}A(f_{k−1}; f_2) + : : : : : : + ff_{kk}A(f_{k−1}; f_k) = 0;

ff_{k1}A(f_k; f_1) + ff_{k2}A(f_k; f_2) +: : :+ ff_{kk}A(f_k; f_k) = 1:

(6)

ïÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ÜÔÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ ÒÁŒÅÎ

´_k = | | | | A(f_1; f_1) A(f_1; f_2) : : : A(f_1; f_k) A(f_2; f_1) A(f_2; f_2) : : : A(f_2; f_k) : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : A(f_k; f_1) A(f_k; f_2) : : : A(f_k; f_k)

| | | | (7)

É ÐÏ ÕÓÌÏŒÉÀ (1) ÏÔÌÉÞÅÎ ÏÔ ÎÕÌÑ. ðÏÜÔÏÍÕ ÒÅÛÅÎÉÅ ÓÉ- ÓÔÅÍÙ (6) ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ É ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÚÁÄÁÞÁ ÎÁÈÏÖÄÅÎÉÑ ŒÅËÔÏÒÁ e_k ÎÁÍÉ ÒÅÛÅÎÁ ÄÌÑ ÌÀÂÏ- ÇÏ k.

îÁÊÄÅÍ ÔÅÐÅÒØ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ b_{ik} ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÙ A(x; x) Œ ÂÁÚÉÓÅ e_1; e_2; : : : ; e_n. ëÁË ÎÁÍ ÕÖÅ ÉÚ- ŒÅÓÔÎÏ, b_{ik} = A(e_i; e_k):

ðÏ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÀ ÜÔÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ, A(e_i; e_k) = 0 ÐÒÉ i ≠ k, Ô. Å. b_{ik} = 0 ÐÒÉ i ≠ k.

§ 6] ÐÒÉŒÅÄÅÎÉÅ Ë ÓÕÍÍÅ ËŒÁÄÒÁÔÏŒ 83

œÙÞÉÓÌÉÍ b_{kk} = A(e_k; e_k):

A(e_k; e_k) = A(e_k; ff_{k1}f_1 + ff_{k2}f_2 + : : : + ff_{kk}f_k) = = ff_{k1}A(e_k; f_1) + ff_{k2}A(e_k; f_2) + : : : + ff_{kk}A(e_k; f_k)^∗)

É Œ ÓÉÌÕ ÕÓÌÏŒÉÊ (4) É (5)

A(e_k; e_k) = ff_{kk}:

þÉÓÌÏ ff_{kk} ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ ÉÚ ÓÉÓÔÅÍÙ (6); ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÐÒÁ- ŒÉÌÕ ëÒÁÍÅÒÁ ff_{kk} =

�_{k−1} �_k ; ÇÄÅ ´_{k−1} | ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ, ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÊ (7) ÐÏÒÑÄËÁ k − 1, É ÇÄÅ ÐÏÌÏÖÅÎÏ ´_0 = 1.

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ,

b_{kk} = A(e_k; e_k) =

�_{k−1} �_k :

éÔÁË, ÄÏËÁÚÁÎÁ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ô Å Ï Ò Å Í Á 1. ðÕÓÔØ Œ ÂÁÚÉÓÅ f_1; f_2; : : : ; f_n ËŒÁÄÒÁ- ÔÉÞÎÁÑ ÆÏÒÍÁ ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ

A(x; x) = ∑ a_{ik}ȷ_iȷ_k; ÇÄÅ a_{ik} = A(f_i; f_k):

ðÕÓÔØ, ÄÁÌÅÅ, ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÉ

´_1 = a_{11}; ´_2 = | |a^{11} a^{12} a_{21} a_{22} | | ; : : : ;

´_n = | | | | a_{11} a_{12} : : : a_{1n} a_{21} a_{22} : : : a_{2n} : : : : : : : : : : : : : : a_{n1} a_{n2} : : : a_{nn}

| | | | ÏÔÌÉÞÎÙ ÏÔ ÎÕÌÑ. ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÂÁÚÉÓ e_1; e_2; : : : : : : ; e_n, Œ ËÏÔÏÒÏÍ A(x; x) ÚÁÐÉÓÙŒÁÅÔÓÑ Œ ŒÉÄÅ ÓÕÍÍÙ

∗) œÙËÌÁÄËÁ ÓÉÌØÎÏ ÕÓÌÏÖÎÉÌÁÓØ ÂÙ, ÅÓÌÉ ÂÙ ÍÙ ÚÁÍÅÎÉÌÉ e_k ÅÇÏ ŒÙÒÁÖÅÎÉÅÍ ÞÅÒÅÚ fi É ÎÁ ÐÅÒŒÏÍ, É ÎÁ ŒÔÏÒÏÍ ÍÅÓÔÅ.

84 n-ÍÅÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ [ÇÌ. i

ËŒÁÄÒÁÔÏŒ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ:

A(x; x) = �^0 �_1

¸^2_1 + �^1

�_2

¸^2 + : : : +

�_{n−1} �_n

¸^2_n;

ÇÄÅ ¸_k | ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ŒÅËÔÏÒÁ x Œ ÂÁÚÉÓÅ e_1; e_2; : : : ; e_n.

üÔÏÔ ÓÐÏÓÏÂ ÐÒÉŒÅÄÅÎÉÑ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÙ Ë ÓÕÍ- ÍÅ ËŒÁÄÒÁÔÏŒ ÏÂÙÞÎÏ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÍÅÔÏÄÏÍ ñËÏÂÉ.

ú Á Í Å Þ Á Î É Å. œ ÐÒÏÃÅÓÓÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÔÅÏÒÅ- ÍÙ ÍÙ ÐÒÉÛÌÉ Ë ÎÅËÏÔÏÒÏÍÕ ŒÐÏÌÎÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÍÕ ÂÁ- ÚÉÓÕ e_1; e_2; : : : ; e_n. üÔÏ, ËÏÎÅÞÎÏ, ÎÅ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÂÁ- ÚÉÓ, Œ ËÏÔÏÒÏÍ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÁÑ ÆÏÒÍÁ ÐÒÉŒÏÄÉÔÓÑ Ë ÓÕÍ- ÍÅ ËŒÁÄÒÁÔÏŒ, ŒÏÏÂÝÅ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎ. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÅÓÌÉ ŒÚÑÔØ ÄÒÕÇÏÊ ÉÓÈÏÄÎÙÊ ÂÁÚÉÓ f_1; f_2; : : : ; f_n (ÄÁÖÅ ÐÒÏ- ÓÔÏ, ÅÓÌÉ ÚÁÎÕÍÅÒÏŒÁÔØ ÅÇÏ ŒÅËÔÏÒÙ Œ ÄÒÕÇÏÍ ÐÏÒÑÄËÅ), ÔÏ ÏÐÉÓÁÎÎÙÊ ŒÙÛÅ ÐÒÏÃÅÓÓ ÐÒÉŒÅÄÅÔ ÎÁÓ, ŒÏÏÂÝÅ ÇÏ- ŒÏÒÑ, Ë ÄÒÕÇÏÍÕ ÂÁÚÉÓÕ e_1; e_2; : : : ; e_n (ÎÅ ÇÏŒÏÒÑ ÕÖÅ Ï ÔÏÍ, ÞÔÏ ÂÁÚÉÓ e_1; e_2; : : : ; e_n ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÉÓËÁÔØ Œ ŒÉ- ÄÅ (3)).

ð Ò É Í Å Ò. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÕÀ ÆÏÒÍÕ 2¸^2_1 + 3¸1¸2 + 4¸1¸3 + ¸^2 + ¸^2_3 Œ ÔÒÅÈÍÅÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ Ó ÂÁÚÉÓÏÍ f1 = (1; 0; 0); f2 = (0; 1; 0); f3 = (0; 0; 1):

óÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÁÑ ÅÊ ÂÉÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÏÒÍÁ ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ

A(x; y) = 2¸1ȷ1 + 32 ¸1ȷ2 + 2¸1ȷ3 + 32 ¸2ȷ1 + ¸2ȷ2 + 2¸3ȷ1 + ¸3ȷ3:

œÙÞÉÓÌÉŒ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÉ ´1, ´2 É ´3, ÐÏÌÕÞÉÍ, ÞÔÏ ÏÎÉ ÒÁŒÎÙ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ 2, − 14 É −4 14 , Ô. Å. ÎÉ ÏÄÉÎ ÉÚ ÎÉÈ ÎÅ ÎÕÌØ. õÓÌÏŒÉÑ ÔÅÏÒÅÍÙ, ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ŒÙÐÏÌÎÅÎÙ. ðÏÌÏÖÉÍ e1 = ff11f1 = (ff11; 0; 0); e2 = ff21f1 + ff22 f2 = (ff21; ff22; 0); e3 = ff31f1 + ff32 f2 + ff33 f3 = (ff31; ff32; ff33):

ëÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ ff11 ÎÁÈÏÄÉÍ ÉÚ ÕÓÌÏŒÉÑ A(e1; f1) = 1;

§ 6] ÐÒÉŒÅÄÅÎÉÅ Ë ÓÕÍÍÅ ËŒÁÄÒÁÔÏŒ 85

Ô. Å. 2ff11 = 1, ÉÌÉ ff11 = 12 É, ÚÎÁÞÉÔ,

e1 = 12 f1 = ( 1 2 ; 0; 0 ) : äÌÑ ff21 É ff22 ÉÍÅÅÍ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ A(e2; f1) = 0 É A(e2; f2) = 1; ÉÌÉ 2ff21 + 32 ff22 = 0; 32 ff21 + ff22 = 1;

ÏÔËÕÄÁ ff21 = 6; ff22 = −8;

Ô. Å. e2 = 6f1 − 8f2 = (6; −8; 0).

îÁËÏÎÅÃ, ÄÌÑ ff31; ff32 ; ff33 ÉÍÅÅÍ ÓÉÓÔÅÍÕ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ A(e3; f1) = 0; A(e3; f2) = 0; A(e3; f3) = 1;

Ô. Å.

2ff31 + 32 ff32 + 2ff33 = 0; 3 2 ff^{31} + ff^{32} = 0; 2ff31 + ff33 = 1;

ÏÔËÕÄÁ ff31 = 817 ; ff32 = − 1217 ; ff33 = 117 ;

Ô. Å.

e3 = 817 f1 − 1217 f2 + 117 f3 = ( 8 17 ; − 12 17 ; 1 17 ) : ëŒÁÄÒÁÔÉÞÎÁÑ ÆÏÒÍÁ Œ ÂÁÚÉÓÅ e1; e2; e3 ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ

A(x; x) = 1´_1 ı^2_1 + ´^1´_2 ı^2_2 + ´^2´_3 ı^2_3 = 12 ı^2_1 − 8ı^2_2 + 117 ı^2_3 ;

ÇÄÅ ı1; ı2; ı3 | ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ŒÅËÔÏÒÁ x Œ ÂÁÚÉÓÅ e1; e2; e3.

2. œÙÛÅ ÐÒÉ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÅ ÔÅÏÒÅÍÙ 1 ÍÙ ÎÅ ÔÏÌØ- ËÏ ÐÏÓÔÒÏÉÌÉ ÂÁÚÉÓ, Œ ËÏÔÏÒÏÍ ÄÁÎÎÁÑ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÁÑ ÆÏÒÍÁ ÚÁÐÉÓÙŒÁÅÔÓÑ ËÁË ÓÕÍÍÁ ËŒÁÄÒÁÔÏŒ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ, ÎÏ É ÐÏÌÕÞÉÌÉ ŒÐÏÌÎÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÅ ŒÙÒÁÖÅÎÉÑ ÄÌÑ ËÏ- ÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏŒ ÐÒÉ ÜÔÉÈ ËŒÁÄÒÁÔÁÈ, Á ÉÍÅÎÎÏ: 1 �_1 ;

�_1 �_2 ; : : : ;

�_{n−1} �_n ;

ÔÁË ÞÔÏ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÁÑ ÆÏÒÍÁ ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ 1 �_1¸ 2 1 + �^1�_2 ¸^2 + : : : +

�_{n−1} �_n¸ 2 n: (8)

86 n-ÍÅÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ [ÇÌ. i

üÔÏ ÄÁÅÔ ÎÁÍ ŒÏÚÍÏÖÎÏÓÔØ ÎÁÊÔÉ ÞÉÓÌÏ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ É ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÈ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏŒ ÐÒÉ ËŒÁÄÒÁÔÁÈ. éÍÅÎ- ÎÏ, ÅÓÌÉ ´_{i−1} É ´_i ÉÍÅÀÔ ÏÄÉÎÁËÏŒÙÅ ÚÎÁËÉ, ÔÏ ËÏÜÆÆÉ- ÃÉÅÎÔ ÐÒÉ ¸^2_i ÐÏÌÏÖÉÔÅÌÅÎ, ÅÓÌÉ ÖÅ ÉÈ ÚÎÁËÉ ÒÁÚÌÉÞÎÙ, ÔÏ ÜÔÏÔ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ ÏÔÒÉÃÁÔÅÌÅÎ, Ô. Å. ÞÉÓÌÏ ÏÔÒÉÃÁ- ÔÅÌØÎÙÈ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏŒ ÐÒÉ ËŒÁÄÒÁÔÁÈ ÒÁŒÎÏ ÞÉÓÌÕ ÐÅ- ÒÅÍÅÎ ÚÎÁËÁ Œ ÒÑÄÕ

1; ´_1; ´_2; : : : ; ´_n:

éÔÁË, ÄÏËÁÚÁÎÁ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ.

ô Å Ï Ò Å Í Á 2. þÉÓÌÏ ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÈ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎ- ÔÏŒ ÐÒÉ ËŒÁÄÒÁÔÁÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ Œ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÏÍ ŒÉÄÅ (8) ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÙ ÒÁŒÎÏ ÞÉÓÌÕ ÐÅÒÅÍÅÎ ÚÎÁËÁ Œ ÐÏ- ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÅÊ

1; ´_1; ´_2; : : : ; ´_n^∗):

ðÕÓÔØ, Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ´_1 ¿ 0, ´_2 ¿ 0, : : : , ´_n ¿ 0. ôÏ- ÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÂÁÚÉÓ e_1; e_2; : : : ; e_n, Œ ËÏÔÏÒÏÍ ËŒÁÄÒÁ- ÔÉÞÎÁÑ ÆÏÒÍÁ ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ

A(x; x) = ˘_1¸^2_1 + ˘_2¸^2 + : : : + ˘_n¸^2_n;

ÐÒÉÞÅÍ ŒÓÅ ˘_i ¿ 0. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, A(x; x) ⩾ 0 ÄÌÑ ŒÓÑ- ËÏÇÏ x, É ÐÒÉÔÏÍ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ

A(x; x) = ∑ ˘_i¸^2_i = 0

ŒÏÚÍÏÖÎÏ, ÌÉÛØ ÅÓÌÉ

¸_1 = ¸_2 = : : : = ¸_n = 0:

éÎÁÞÅ ÇÏŒÏÒÑ:

åÓÌÉ ´_1 ¿ 0, ´_2 ¿ 0, : : : , ´_n ¿ 0, ÔÏ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÁÑ ÆÏÒÍÁ A(x; x) | ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÁÑ.

∗) íÙ ÐÏËÁÚÁÌÉ, ËÁË ÎÁÊÔÉ ÞÉÓÌÏ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ É ÏÔÒÉÃÁ- ÔÅÌØÎÙÈ ËŒÁÄÒÁÔÏŒ ÐÒÉ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÍ ÓÐÏÓÏÂÅ ÐÒÉŒÅÄÅÎÉÑ ËŒÁ- ÄÒÁÔÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÙ Ë ÓÕÍÍÅ ËŒÁÄÒÁÔÏŒ. œ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ ÐÁÒÁÇÒÁÆÅ ÂÕÄÅÔ ÐÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÞÉÓÌÏ | ÏÄÎÏ É ÔÏ ÖÅ ÐÒÉ ŒÓÅÈ ÓÐÏÓÏÂÁÈ ÐÒÉŒÅÄÅÎÉÑ ÆÏÒÍÙ Ë ÓÕÍÍÅ ËŒÁÄÒÁÔÏŒ.

§ 6] ÐÒÉŒÅÄÅÎÉÅ Ë ÓÕÍÍÅ ËŒÁÄÒÁÔÏŒ 87

ïÂÒÁÔÎÏ, ÐÕÓÔØ A(x; x) | ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎ- ÎÁÑ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÁÑ ÆÏÒÍÁ. ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ Œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ´_k ¿ 0 (k = 1; 2; : : : ; n);

ÄÌÑ ÜÔÏÇÏ ÐÏËÁÖÅÍ ÒÁÎØÛÅ, ÞÔÏ ´_k ≠ 0. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ ÐÒÏÔÉŒÎÏÅ, Ô. Å. ÞÔÏ

´_k = | | | | A(f_1; f_1) A(f_1; f_2) : : : A(f_1; f_k) A(f_2; f_1) A(f_2; f_2) : : : A(f_2; f_k) : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : A(f_k; f_1) A(f_k; f_2) : : : A(f_k; f_k)

| | | | = 0;

ÔÏÇÄÁ ÏÄÎÁ ÉÚ ÓÔÒÏË ÜÔÏÇÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÑ ÅÓÔØ ÌÉÎÅÊÎÁÑ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÑ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ, Ô. Å.

¯_1A(f_1; f_i) + ¯_2A(f_2; f_i) + : : : + ¯_kA(f_k; f_i) = 0;

i = 1; 2; : : : ; k, ÇÄÅ ÎÅ ŒÓÅ ¯_j ÒÁŒÎÙ ÎÕÌÀ. îÏ ÔÏÇÄÁ A(¯_1f_1 + ¯_2f_2 + : : : + ¯_kf_k; f_i) = 0 (i = 1; 2; : : : ; k);

Á ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ,

A(¯_1f_1 + ¯_2f_2 + : : : + ¯_kf_k; ¯_1f_1 + ¯_2f_2 + : : : + ¯_kf_k) = 0; Œ ÔÏ ŒÒÅÍÑ ËÁË

¯_1f_1 + ¯_2f_2 + : : : + ¯_kf_k ≠ 0;

ÞÔÏ ÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉÔ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ ÏÐÒÅÄÅ- ÌÅÎÎÏÊ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÙ.

óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÔÅÏÒÅÍÅ 1, A(x; x) ÍÏÖÎÏ ÐÒÉŒÅÓÔÉ Ë ŒÉÄÕ

A(x; x) = ˘_1¸^2_1 + : : : + ˘_n¸^2_n; ÇÄÅ ˘_k =

�_{k−1} �_k :

ôÁË ËÁË ÄÌÑ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÊ ËŒÁÄÒÁÔÉÞ- ÎÏÊ ÆÏÒÍÙ ŒÓÅ ˘_k ¿ 0, ÔÏ É ŒÓÅ ´_k ¿ 0. (îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ´_0 = 1.)

88 n-ÍÅÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ [ÇÌ. i

éÔÁË, ÎÁÍÉ ÄÏËÁÚÁÎÁ ô Å Ï Ò Å Í Á 3. ðÕÓÔØ A(x; y) | ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ ÂÉÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÏÒÍÁ É f_1; f_2; : : : ; f_n | ÂÁÚÉÓ Œ n-ÍÅÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ R. äÌÑ ÔÏÇÏ ÞÔÏÂÙ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÁÑ ÆÏÒÍÁ A(x; x) ÂÙÌÁ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÊ, ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ É ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ, ÞÔÏÂÙ

´_1 ¿ 0; ´_2 ¿ 0; : : : ; ´_n ¿ 0:

üÔÁ ÔÅÏÒÅÍÁ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÕÓÌÏŒÉÅÍ óÉÌØŒÅÓÔÒÁ ÐÏÌÏ- ÖÉÔÅÌØÎÏÊ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÓÔÉ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÙ.

íÙ ÍÏÇÌÉ ÂÙ ŒÚÑÔØ ŒÍÅÓÔÏ f1; f2; : : : ; fn ËÁËÏÊ-ÌÉÂÏ ÄÒÕÇÏÊ ÂÁÚÉÓ É ÎÁÐÉÓÁÔØ ÕÓÌÏŒÉÑ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÊ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÓÔÉ ÆÏÒ- ÍÙ A(x; x) ÞÅÒÅÚ ŒÅËÔÏÒÙ ÜÔÏÇÏ ÎÏŒÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ. œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÅÓ- ÌÉ ÍÙ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÎÏŒÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ ŒÏÚØÍÅÍ ÔÅ ÖÅ ÓÁÍÙÅ ŒÅËÔÏÒÙ f1; f2; : : : ; fn, ÎÏ ÔÏÌØËÏ Œ ÄÒÕÇÏÍ ÐÏÒÑÄËÅ, ÔÏ ÎÏŒÙÍÉ ÍÉÎÏÒÁ- ÍÉ ´1; ´2; : : : ; ´n ÂÕÄÕÔ ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ÇÌÁŒÎÙÅ ÍÉÎÏÒÙ^∗) ÍÁÔÒÉÃÙ ‖a_{ik}‖. ïÔÓÀÄÁ ŒÙÔÅËÁÅÔ ÉÎÔÅÒÅÓÎÏÅ

ó Ì Å Ä Ó Ô Œ É Å. åÓÌÉ ŒÓÅ ÇÌÁŒÎÙÅ ÍÉÎÏÒÙ ´1; ´2; : : : ; ´n ÍÁ- ÔÒÉÃÙ ‖a_{ik}‖ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÙ A(x; x) Œ ÄÁÎÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ ÐÏÌÏ- ÖÉÔÅÌØÎÙ, ÔÏ ŒÏÏÂÝÅ ŒÓÅ ÇÌÁŒÎÙÅ ÍÉÎÏÒÙ ÜÔÏÊ ÍÁÔÒÉÃÙ ÐÏÌÏ- ÖÉÔÅÌØÎÙ.

œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÅÓÌÉ ŒÓÅ ÍÉÎÏÒÙ ´_k ÍÁÔÒÉÃÙ ‖a_{ik} ‖ ÐÏÌÏÖÉ- ÔÅÌØÎÙ, ÔÏ ÆÏÒÍÁ A(x; x) ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÁÑ. ðÕÓÔØ ´ | ËÁËÏÊ-ÌÉÂÏ ÇÌÁŒÎÙÊ ÍÉÎÏÒ ÍÁÔÒÉÃÙ ‖a_{ik}‖ É ÐÕÓÔØ p1; p2; : : : ; p_k | ÎÏÍÅÒÁ ŒÈÏÄÑÝÉÈ Œ ÎÅÇÏ ÓÔÒÏË É ÓÔÏÌÂÃÏŒ ÜÔÏÊ ÍÁÔÒÉÃÙ (ÔÁË ËÁË ÍÉÎÏÒ | ÇÌÁŒÎÙÊ, ÔÏ ÜÔÉ ÎÏÍÅÒÁ ÄÌÑ ÓÔÒÏË É ÓÔÏÌÂÃÏŒ ÏÄ- ÎÉ É ÔÅ ÖÅ). ðÅÒÅÓÔÁŒÉŒ Œ ÉÓÈÏÄÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ ŒÅËÔÏÒÙ Ó ÎÏÍÅÒÁÍÉ p1; p2; : : : ; p_k ÎÁ ÐÅÒŒÏÅ, ŒÔÏÒÏÅ É Ô. Ä., k-Å ÍÅÓÔÏ É ÚÁÐÉÓÁŒ Œ ÜÔÏÍ ÎÏŒÏÍ ÂÁÚÉÓÅ ÕÓÌÏŒÉÑ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÊ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÓÔÉ ÆÏÒÍÙ, ÐÏ- ÌÕÞÉÍ ´ ¿ 0.

3. ïÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÉ çÒÁÍÁ. òÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÜÔÏÇÏ ÐÁÒÁÇÒÁ- ÆÁ ÍÙ ÉÚÌÏÖÉÍ ÓÅÊÞÁÓ ÄÌÑ ÓÌÕÞÁÑ, ËÏÇÄÁ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ËŒÁ- ÄÒÁÔÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÙ ŒÙÂÒÁÎÏ ÓËÁÌÑÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ Œ ÅŒËÌÉÄÏŒÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ, Ô. Å.

A(x; x) ≡ (x; x):

∗) çÌÁŒÎÙÍÉ ÍÉÎÏÒÁÍÉ ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÔÅ, ÐÒÉ ÓÏÓÔÁŒÌÅÎÉÉ ËÏÔÏ- ÒÙÈ ŒÙÄÅÌÑÀÔÓÑ ÓÔÏÌÂÃÙ Ó ÔÅÍÉ ÖÅ ÎÏÍÅÒÁÍÉ, ÞÔÏ É ÓÔÒÏËÉ.

§ 6] ÐÒÉŒÅÄÅÎÉÅ Ë ÓÕÍÍÅ ËŒÁÄÒÁÔÏŒ 89

íÙ ÚÎÁÅÍ, ÞÔÏ ÓËÁÌÑÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ŒÅËÔÏÒÁ Ó ÓÏÂÏÊ ÅÓÔØ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÁÑ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÁÑ ÆÏÒÍÁ, É ÏÂÒÁÔÎÏ, ËÁÖÄÁÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ ÂÉÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÏÒ- ÍÁ, ËÏÔÏÒÏÊ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÁÑ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÁÑ ÆÏÒÍÁ, ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÐÒÉÎÑÔÁ ÚÁ ÓËÁÌÑÒ- ÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ. ðÏÜÔÏÍÕ ŒÓÑËÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ Ï ÐÏÌÏÖÉ- ÔÅÌØÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÈ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÙÈ ÆÏÒÍÁÈ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÄÎÏŒÒÅÍÅÎÎÏ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÔÅÏÒÅÍÏÊ Ï ŒÅËÔÏÒÁÈ Œ ÅŒËÌÉ- ÄÏŒÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ.

ðÕÓÔØ e_1; e_2; : : : ; e_k | ŒÅËÔÏÒÙ Œ ÅŒËÌÉÄÏŒÏÍ ÐÒÏÓÔ- ÒÁÎÓÔŒÅ.

ïÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ | | | | (e_1; e_1) (e_1; e_2) : : : (e_1; e_k) (e_2; e_1) (e_2; e_2) : : : (e_2; e_k) : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : (e_k; e_1) (e_k; e_2) : : : (e_k; e_k)

| | | | ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÅÍ çÒÁÍÁ ÜÔÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ŒÅËÔÏ- ÒÏŒ.

ô Å Ï Ò Å Í Á 4. ïÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ çÒÁÍÁ ÌÀÂÏÊ ÓÉÓÔÅ- ÍÙ ŒÅËÔÏÒÏŒ ŒÓÅÇÄÁ ÂÏÌØÛÅ ÉÌÉ ÒÁŒÅÎ ÎÕÌÀ. ïÎ ÒÁ- ŒÅÎ ÎÕÌÀ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ŒÅËÔÏÒÙ e_1; e_2; : : : ; e_k ÌÉÎÅÊÎÏ ÚÁŒÉÓÉÍÙ.

ä Ï Ë Á Ú Á Ô Å Ì Ø Ó Ô Œ Ï. ðÕÓÔØ ŒÅËÔÏÒÙ e_1; e_2; : : : ; e_k ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÂÉÌÉÎÅÊÎÕÀ ÆÏÒÍÕ

A(x; y) ≡ (x; y);

ÇÄÅ (x; y) | ÓËÁÌÑÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ŒÅËÔÏÒÏŒ x É y. ôÏ- ÇÄÁ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ çÒÁÍÁ ÅÓÔØ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ´_k, ÒÁÓ- ÓÍÏÔÒÅÎÎÙÊ Œ ÜÔÏÍ ÐÁÒÁÇÒÁÆÅ [ÓÍ. ÆÏÒÍÕÌÕ (7)]. ôÁË ËÁË A(x; x) | ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÁÑ ËŒÁÄÒÁÔÉÞ- ÎÁÑ ÆÏÒÍÁ, ÔÏ, Œ ÓÉÌÕ ÔÅÏÒÅÍÙ 3, ´_k ¿ 0.

äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ Œ ÓÌÕÞÁÅ ÌÉÎÅÊÎÏ ÚÁŒÉÓÉÍÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ çÒÁÍÁ ÒÁŒÅÎ ÎÕÌÀ. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÅÓÌÉ e_1; e_2; : : : ; e_k ÌÉÎÅÊÎÏ ÚÁŒÉÓÉÍÙ, ÔÏ ÈÏÔØ ÏÄÉÎ ÉÚ ÎÉÈ, ÎÁ-

90 n-ÍÅÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ [ÇÌ. i

ÐÒÉÍÅÒ e_k, ÅÓÔØ ÌÉÎÅÊÎÁÑ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÑ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ:

e_k = ˘_1e_1 + ˘_2e_2 + : : : + ˘_{k−1}e_{k−1}:

ðÏÜÔÏÍÕ ÐÏÓÌÅÄÎÑÑ ÓÔÒÏËÁ Œ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÅ çÒÁÍÁ ÅÓÔØ ÌÉÎÅÊÎÁÑ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÑ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ. úÎÁÞÉÔ, ÏÎ ÒÁŒÅÎ ÎÕ- ÌÀ. ôÅÏÒÅÍÁ ÐÏÌÎÏÓÔØÀ ÄÏËÁÚÁÎÁ.

œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÐÒÉÍÅÒÁ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ çÒÁÍÁ ÄŒÕÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ x É y:

´_2 = | | | (x; x) (x; y) (y; x) (y; y) | | | : õÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ, ÞÔÏ ´_2 ⩾ 0, ÐÒÅŒÒÁÝÁÅÔÓÑ Œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ Œ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ëÏÛÉ{âÕÎÑËÏŒÓËÏÇÏ.

ð Ò É Í Å Ò Ù. 1. œ ÅŒËÌÉÄÏŒÏÍ ÔÒÅÈÍÅÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ (ÉÌÉ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ) ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ

´2 = | | | | (x; x) (x; y) (y; x) (y; y) | | | | ÉÍÅÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÓÍÙÓÌ: ´2 ÒÁŒÎÏ ËŒÁÄÒÁÔÕ ÐÌÏ- ÝÁÄÉ ÐÁÒÁÌÌÅÌÏÇÒÁÍÍÁ, ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÏÇÏ ÎÁ ŒÅËÔÏÒÁÈ x É y. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÓËÁÌÑÒÎÏÇÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ

(x; y) = (y; x) = |x||y| cos ’;

ÇÄÅ ’ | ÕÇÏÌ ÍÅÖÄÕ ŒÅËÔÏÒÁÍÉ x É y. ðÏÜÔÏÍÕ

´2 = |x|^2|y|^2 − |x|^2|y|^2 cos^2 ’ = |x|^2|y|^2(1 − cos^2 ’) = |x|^2|y|^2 sin^2 ’;

Ô. Å. ´2 ÒÁŒÎÏ ËŒÁÄÒÁÔÕ ÐÌÏÝÁÄÉ ÐÁÒÁÌÌÅÌÏÇÒÁÍÍÁ, ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÏÇÏ ÎÁ ŒÅËÔÏÒÁÈ x É y.

2. œ ÔÒÅÈÍÅÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÏÂSSÅÍ ÐÁÒÁÌÌÅÌÅÐÉÐÅÄÁ, ÐÏ- ÓÔÒÏÅÎÎÏÇÏ ÎÁ ŒÅËÔÏÒÁÈ x; y; z, ËÁË ÐÏËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ Œ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ, ÒÁŒÅÎ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏÊ ŒÅÌÉÞÉÎÅ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÑ v = | | | | | | x1 x2 x3 y1 y2 y3 z1 z2 z3 | | | | | | ; ÇÄÅ xi; yi; zi | ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ŒÅËÔÏÒÏŒ x; y; z Œ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÍ ÂÁ- ÚÉÓÅ. œÙÞÉÓÌÉÍ ËŒÁÄÒÁÔ ÜÔÏÇÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÑ, ÕÍÎÏÖÁÑ ÓÔÒÏËÉ ÎÁ

§ 6] ÐÒÉŒÅÄÅÎÉÅ Ë ÓÕÍÍÅ ËŒÁÄÒÁÔÏŒ 91

ÓÔÒÏËÉ. íÙ ÐÏÌÕÞÉÍ:

v^2 = | | | | | | x^2_1+x^2+x^2_3 x1y1+x2y2+x3y3 x1z1+x2z2+x3z3

y1x1+y2x2+y3x3 y^2_1 +y^2 +y^2_3 y1z1+y2z2+y3z3

z1x1+z2x2+z3x3 z1y1+z2y2+z3y3 z^2_1 +z^2 +z^2_3

| | | | | | =

= | | | | | (x; x) (x; y) (x; z)

(y; x) (y; y) (y; z)

(z; x) (z; y) (z; z) | | | | | : ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ çÒÁÍÁ ŒÅËÔÏÒÏŒ x; y; z ÒÁŒÅÎ ËŒÁ-

ÄÒÁÔÕ ÏÂSSÅÍÁ ÐÁÒÁÌÌÅÌÅÐÉÐÅÄÁ, ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÏÇÏ ÎÁ ÜÔÉÈ ŒÅËÔÏÒÁÈ.

áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÍÏÖÎÏ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ çÒÁÍÁ k ŒÅËÔÏ-

ÒÏŒ x; y; : : : ; w Œ k-ÍÅÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ^∗) ÒÁŒÅÎ ËŒÁÄÒÁÔÕ ÏÐÒÅ-

ÄÅÌÉÔÅÌÑ | | | | | | x1 x2 : : : x_k

y1 y2 : : : y_k

: : : : : : : : : : : : :

w1 w2 : : : w_k

| | | | | | ; (9)

ÇÄÅ xi, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ yi É Ô. Ä. | ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ŒÅËÔÏÒÁ x, ÓÏÏÔ-

ŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ y É Ô. Ä. Œ ËÁËÏÍ-ÎÉÂÕÄØ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ.

ðÏ ÁÎÁÌÏÇÉÉ Ó ÔÒÅÈÍÅÒÎÙÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ ÍÏÄÕÌØ ÏÐÒÅÄÅÌÉ-

ÔÅÌÑ (9) ÎÁÚÙŒÁÀÔ ÏÂSSÅÍÏÍ k-ÍÅÒÎÏÇÏ ÐÁÒÁÌÌÅÌÅÐÉÐÅÄÁ, ÏÐÒÅÄÅ-

ÌÑÅÍÏÇÏ ŒÅËÔÏÒÁÍÉ x; y; : : : ; w.

3. œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÆÕÎËÃÉÊ (ÐÒÉÍÅÒ 4 § 2) ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ çÒÁÍÁ

ÐÉÛÅÔÓÑ ÔÁË:

´ =

| | | | | | | | | | | | | | | | | b∫ a f^2_1 (t) dt b∫ a f1(t)f2(t) dt : : : b∫ a f1(t)f_k(t) dt b∫ a f2(t)f1(t) dt b∫ a f^2_2 (t) dt : : : b∫ a f2(t)f_k(t) dt

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . b∫ a f_k(t)f1(t) dt b∫ a f_k(t)f2(t) dt : : : b∫ a f^2_k (t) dt

| | | | | | | | | | | | | | | | |

;

∗) äÌÑ ÎÁÓ, ËÏÎÅÞÎÏ, ÎÅÓÕÝÅÓÔŒÅÎÎÏ, ÞÔÏ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÐÒÏÓ-

ÔÒÁÎÓÔŒÁ ÒÁŒÎÁ k. œ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ R ÍÏÖÅÔ

ÉÍÅÔØ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÅ (ÄÁÖÅ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÅ) ÞÉÓÌÏ ÉÚÍÅÒÅÎÉÊ, ÐÏ-

ÓËÏÌØËÕ ÎÁÛÉ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÏÔÎÅÓÅÎÙ Ë ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎ-

ÓÔŒÕ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÍÕ ŒÅËÔÏÒÁÍÉ x; y; : : : ; w.

92 n-ÍÅÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ [ÇÌ. i

É ÄÏËÁÚÁÎÎÁÑ ÎÁÍÉ ÔÅÏÒÅÍÁ ÏÚÎÁÞÁÅÔ:

ïÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ çÒÁÍÁ ÓÉÓÔÅÍÙ ÆÕÎËÃÉÊ ⩾ 0. äÌÑ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÚÁ- ŒÉÓÉÍÏÓÔÉ ÓÉÓÔÅÍÙ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ É ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ, ÞÔÏÂÙ ÉÈ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ çÒÁÍÁ ÂÙÌ ÒÁŒÅÎ ÎÕÌÀ.

§ 7. úÁËÏÎ ÉÎÅÒÃÉÉ

1. úÁËÏÎ ÉÎÅÒÃÉÉ. ðÒÉŒÏÄÑ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÕÀ ÆÏÒÍÕ A(x; x) Ë ÓÕÍÍÅ ËŒÁÄÒÁÔÏŒ, ÍÏÖÎÏ ÐÏ-ÒÁÚÎÏÍÕ ŒÙÂÉÒÁÔØ ÔÏÔ ÂÁÚÉÓ, Œ ËÏÔÏÒÏÍ ÜÔÁ ÆÏÒÍÁ ÐÒÉŒÏÄÉÔÓÑ Ë ÓÕÍÍÅ ËŒÁÄÒÁÔÏŒ, Ô. Å. Ë ŒÉÄÕ

A(x; x) = n∑ i=1 ˘_i¸^2_i : (1)

œÓÅ ÔÅ ˘_i, ËÏÔÏÒÙÅ ÏÔÌÉÞÎÙ ÏÔ ÎÕÌÑ, ÍÏÖÎÏ, ÚÁÍÅ- ÎÑÑ ŒÅËÔÏÒÙ ÂÁÚÉÓÁ ÉÍ ÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌØÎÙÍÉ, ÓÄÅÌÁÔØ ÒÁŒÎÙÍÉ ±1. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÊ ŒÉÄ ÆÏÒ- ÍÙ A(x; x) Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÐÏ- ÄÏÂÒÁÎÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ ŒÐÏÌÎÅ ÍÏÖÎÏ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÚÏŒÁÔØ ËÏÌÉ- ÞÅÓÔŒÏÍ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏŒ, ÒÁŒÎÙÈ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ ÎÕÌÀ, +1 É −1. ôÁË ËÁË ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÐÏ-ÒÁÚÎÏÍÕ ŒÙÂÉÒÁÔØ ÔÏÔ ÂÁÚÉÓ, Œ ËÏÔÏÒÏÍ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÁÑ ÆÏÒÍÁ ÚÁÐÉÓÙŒÁÅÔÓÑ Œ ŒÉÄÅ ÓÕÍÍÙ ËŒÁÄÒÁÔÏŒ, ÔÏ ŒÏÚÎÉËÁÅÔ ŒÏÐÒÏÓ, ÚÁŒÉÓÉÔ ÌÉ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏŒ, ÒÁŒÎÙÈ ÎÕÌÀ, +1 É −1, ÏÔ ŒÙÂÏÒÁ ÂÁÚÉÓÁ ÉÌÉ ÖÅ ÜÔÉ ÞÉÓÌÁ ÚÁŒÉÓÑÔ ÌÉÛØ ÏÔ ËŒÁ- ÄÒÁÔÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÙ A(x; x) (ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÅÅ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÁÍÉ).

îÁÐÒÉÍÅÒ, ÅÓÌÉ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÁÑ ÆÏÒÍÁ A(x; x) Œ ÎÅËÏ- ÔÏÒÏÍ ÂÁÚÉÓÅ e_1; e_2; : : : ; e_n ÉÍÅÅÔ ÍÁÔÒÉÃÕ

‖a_{ik}‖;

ÇÄÅ a_{ik} = A(e_i; e_k) É ŒÓÅ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÉ

´_1 = a_{11}; ´_2 = | | | a_{11} a_{12} a_{21} a_{22} | | | ; : : : ; ´^n = | | | | a_{11} a_{12} : : : a_{1n} a_{21} a_{22} : : : a_{2n} : : : : : : : : : : : : : : a_{n1} a_{n2} : : : a_{nn}

| | | |

§ 7] ÚÁËÏÎ ÉÎÅÒÃÉÉ 93

ÏÔÌÉÞÎÙ ÏÔ ÎÕÌÑ, ÔÏ, ËÁË ÍÙ ÐÏËÁÚÁÌÉ Œ Ð. 2 ÐÒÅÄÙÄÕ- ÝÅÇÏ ÐÁÒÁÇÒÁÆÁ, ŒÓÅ ˘_i Œ ÆÏÒÍÕÌÅ (1) ÏÔÌÉÞÎÙ ÏÔ ÎÕÌÑ É ÐÒÉ ÐÒÉŒÅÄÅÎÉÉ A(x; x) Ë ÓÕÍÍÅ ËŒÁÄÒÁÔÏŒ ÐÏ ÏÐÉ- ÓÁÎÎÏÍÕ ÔÁÍ ÓÐÏÓÏÂÕ ÞÉÓÌÏ ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÈ ËÏÜÆÆÉÃÉ- ÅÎÔÏŒ ÒÁŒÎÏ ÞÉÓÌÕ ÐÅÒÅÍÅÎ ÚÎÁËÁ Œ ÒÑÄÕ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÅÊ 1; ´_1; ´_2; : : : ; ´_n.

îÏ ÍÙ ÍÏÇÌÉ ŒÚÑÔØ ÄÒÕÇÏÊ ÉÓÈÏÄÎÙÊ ÂÁÚÉÓ e^′_1; e^′_2; : : : : : : ; e^′_n (ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÈÏÔÑ ÂÙ ŒÚÑÔØ ÔÅ ÖÅ ÓÁÍÙÅ ŒÅËÔÏÒÙ, ÎÏ Œ ÄÒÕÇÏÍ ÐÏÒÑÄËÅ); ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÄÒÕÇÁÑ ÍÁ- ÔÒÉÃÁ ‖a^′_{ik}‖ É ÄÒÕÇÉÅ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÉ

´^′_1; ´^′_2; : : : ; ´^′_n;

É ÚÁÒÁÎÅÅ ÓÏŒÅÒÛÅÎÎÏ ÎÅÑÓÎÏ, ÐÏÞÅÍÕ ÞÉÓÌÏ ÐÅÒÅÍÅÎ ÚÎÁ- ËÁ Œ ÏÂÏÉÈ ÓÌÕÞÁÑÈ ÄÏÌÖÎÏ ÂÙÔØ ÏÄÎÏ É ÔÏ ÖÅ.

œ ÜÔÏÍ ÐÁÒÁÇÒÁÆÅ ÂÕÄÅÔ ÄÏËÁÚÁÎÁ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ÔÅÏÒÅ- ÍÁ, ÎÁÚÙŒÁÅÍÁÑ ÚÁËÏÎÏÍ ÉÎÅÒÃÉÉ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÙ:

ô Å Ï Ò Å Í Á 1. åÓÌÉ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÁÑ ÆÏÒÍÁ ÐÒÉŒÅÄÅ- ÎÁ ÄŒÕÍÑ ÒÁÚÌÉÞÎÙÍÉ ÓÐÏÓÏÂÁÍÉ (Ô. Å. Œ ÄŒÕÈ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÂÁÚÉÓÁÈ ) Ë ÓÕÍÍÅ ËŒÁÄÒÁÔÏŒ, ÔÏ ÞÉÓÌÏ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏŒ, ÔÁË ÖÅ ËÁË É ÞÉÓÌÏ ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÈ, Œ ÏÂÏÉÈ ÓÌÕÞÁÑÈ ÏÄÎÏ É ÔÏ ÖÅ.

ôÁË ËÁË ÏÂÝÅÅ ÞÉÓÌÏ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏŒ ˘_i Œ ËÁÎÏÎÉÞÅ- ÓËÏÍ ŒÉÄÅ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÙ ÒÁŒÎÏ n, ÔÏ ÏÔÓÀÄÁ ÎÅ- ÐÏÓÒÅÄÓÔŒÅÎÎÏ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏŒ ˘_i, ÒÁŒÎÙÈ ÎÕÌÀ, ÔÁËÖÅ ÅÓÔØ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÙ.

ä Ï Ë Á Ú Á Ô Å Ì Ø Ó Ô Œ Ï. ðÕÓÔØ Œ ÂÁÚÉÓÅ e_1; e_2; : : : ; e_n ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÁÑ ÆÏÒÍÁ A(x; x) ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ^∗)

A(x; x) = ¸^2_1 + ¸^2 + : : : + ¸^2_p − ¸^2_{p+1} − : : : − ¸^2_{p+q}; (2)

∗) ëÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ˘i Œ ÆÏÒÍÕÌÅ (1) ÍÏÖÎÏ, ËÁË ÍÙ ÚÎÁÅÍ, ÓÄÅ- ÌÁÔØ ÒÁŒÎÙÍÉ ±1 ÉÌÉ 0. ôÅ ÞÌÅÎÙ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ˘i = 0, ÍÙ Œ ÆÏÒÍÕÌÁÈ (2) É (3) ÏÐÕÓËÁÅÍ.

94 n-ÍÅÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ [ÇÌ. i

ÐÒÉ ÜÔÏÍ ¸_1; ¸_2; : : : ; ¸_n | ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ŒÅËÔÏÒÁ x, Ô. Å.

x = ¸_1e_1 + ¸_2e_2 + : : : + ¸_pe_p + ¸_{p+1}e_{p+1} + : : : : : : + ¸_{p+q}e_{p+q} + : : : + ¸_ne_n:

ðÕÓÔØ Œ ÂÁÚÉÓÅ f_1; f_2; : : : ; f_n ÜÔÁ ÖÅ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÁÑ ÆÏÒÍÁ ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ

A(x; x) = ȷ^2_1 + ȷ^2 + · · · + ȷ^2_p′ − ȷ^2_p′_{+1} − : : : − ȷ^2_p′_{+q}′ ; (3)

ÇÄÅ ȷ_1; ȷ_2; : : : ; ȷ_n | ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ŒÅËÔÏÒÁ Œ ÂÁÚÉÓÅ f_1; f_2; : : : ; f_n. îÁÍ ÎÕÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ p = p^′ É q = q^′. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÎÅ ÔÁË, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÐÕÓÔØ p ¿ p^′.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ R^′, ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ ÉÚ ÌÉ- ÎÅÊÎÙÈ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÊ ŒÅËÔÏÒÏŒ e_1; e_2; : : : ; e_p. ïÎÏ ÉÍÅÅÔ p ÉÚÍÅÒÅÎÉÊ. ðÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ R^{′′}, ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ ÉÚ ÌÉ- ÎÅÊÎÙÈ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÊ ŒÅËÔÏÒÏŒ f_p′_{+1}; f_p′_{+2}; : : : ; f_n, ÉÍÅ- ÅÔ n − p^′ ÉÚÍÅÒÅÎÉÊ. ôÁË ËÁË n − p^′ + p ¿ n (ÉÂÏ ÍÙ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÉÌÉ, ÞÔÏ p ¿ p^′), ÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ŒÅËÔÏÒ x ≠ 0, ÌÅÖÁÝÉÊ ÎÁ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÉ R^′ É R^{′′}, Ô. Å. ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ x = ¸_1e_1 + ¸_2e_2 + : : : + ¸_pe_p É x = ȷ_p′_{+1}f_p′_{+1} + : : : + ȷ_p′_{+q}′ f_p′_{+q}′ + : : : + ȷ_nf_n:

œ ÂÁÚÉÓÅ e_1; e_2; : : : ; e_n ÜÔÏÔ ŒÅËÔÏÒ ÉÍÅÅÔ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ¸_1; ¸_2; : : : ; ¸_p; 0; : : : ; 0, Œ ÂÁÚÉÓÅ f_1; f_2; : : : ; f_n ÏÎ ÉÍÅÅÔ ËÏ- ÏÒÄÉÎÁÔÙ 0; 0; : : : ; 0; ȷ_p′_{+1}; : : : ; ȷ_n. ðÏÄÓÔÁŒÌÑÑ ÜÔÉ ËÏÏÒ- ÄÉÎÁÔÙ Œ ÆÏÒÍÕÌÙ (2) É (3), ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ, Ó ÏÄÎÏÊ ÓÔÏ- ÒÏÎÙ,

A(x; x) = ¸^2_1 + ¸^2 + : : : + ¸^2_p ¿ 0 (4)

§ 7] ÚÁËÏÎ ÉÎÅÒÃÉÉ 95

(ÔÁË ËÁË ÎÅ ŒÓÅ ÞÉÓÌÁ ¸_1; ¸_2; : : : ; ¸_p ÒÁŒÎÙ ÎÕÌÀ), Á Ó ÄÒÕ- ÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ,

A(x; x) = −ȷ^2_p′_{+1} − ȷ^2_p′_{+2} − : : : − ȷ^2_p′_{+q}′ ⩽ 0^∗): (5)

íÙ ÐÒÉÛÌÉ Ë ÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉÀ, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÎÅÒÁŒÅÎ- ÓÔŒÏ p ¿ p^′ ÎÅŒÏÚÍÏÖÎÏ. ôÏÞÎÏ ÔÁË ÖÅ ÄÏËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÎÅŒÏÚÍÏÖÎÏÓÔØ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒ p ¡ p^′, q ¿ q^′ É q ¡ q^′. ôÁ- ËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÚÁËÏÎ ÉÎÅÒÃÉÉ ÄÌÑ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÙÈ ÆÏÒÍ ÄÏËÁÚÁÎ.

2. òÁÎÇ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÙ.

ï Ð Ò Å Ä Å Ì Å Î É Å 1. þÉÓÌÏ ÏÔÌÉÞÎÙÈ ÏÔ ÎÕÌÑ ËÏ- ÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏŒ ˘_i Œ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÏÍ ŒÉÄÅ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÙ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÒÁÎÇÏÍ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÙ.

ëÁË ÕÖÅ ÂÙÌÏ ÕËÁÚÁÎÏ ŒÙÛÅ, ÉÚ ÄÏËÁÚÁÎÎÏÇÏ ÎÁÍÉ ÚÁËÏÎÁ ÉÎÅÒÃÉÉ ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔŒÅÎÎÏ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÒÁÎÇ ËŒÁ- ÄÒÁÔÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÙ ÚÁŒÉÓÉÔ ÔÏÌØËÏ ÏÔ ÓÁÍÏÊ ÆÏÒÍÙ, Á ÎÅ ÏÔ ÓÐÏÓÏÂÁ ÅÅ ÐÒÉŒÅÄÅÎÉÑ Ë ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÏÍÕ ŒÉÄÕ. ðÏÓÍÏÔÒÉÍ, ËÁË ÆÁËÔÉÞÅÓËÉ ÎÁÊÔÉ ÒÁÎÇ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÙ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÍÙ ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ ÒÁÎÇ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÙ, ÎÅ ÐÒÉÂÅÇÁÑ Ë ÅÅ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÏÍÕ ŒÉÄÕ. ðÏÐÕÔ- ÎÏ ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÏÄÎÏÇÏ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ, ÔÅÓÎÏ ÓŒÑÚÁÎÎÏÇÏ Ó ÄÁÎÎÏÊ ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÏÒÍÏÊ.

ï Ð Ò Å Ä Å Ì Å Î É Å 2. îÕÌÅŒÙÍ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ ÄÁÎÎÏÊ ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÏÒÍÙ A(x; y) ÍÙ ÎÁÚÙŒÁÅÍ ÓÏŒÏ- ËÕÐÎÏÓÔØ R_0 ŒÅËÔÏÒÏŒ y, ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÉÈ ÕÓÌÏŒÉÀ A(x; y) = 0 ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ŒÅËÔÏÒÁ x ∈ R.

ìÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ R_0 ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ ÅÓÔØ ÐÏÄÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÏ. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÐÕÓÔØ y_1; y_2 ∈ R_0, Ô. Å. A(x; y_1) = 0 É A(x; y_2) = 0 ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ x ∈ R. ôÏÇÄÁ A(x; y_1 + y_2) = 0 É A(x; ˘y_1) = 0 ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ x É ˘, Ô. Å. y = y_1 + y_2 ∈ R_0 É ˘y_1 ∈ R_0.

∗) œ ÆÏÒÍÕÌÅ (5) ÎÅÌØÚÑ ŒÍÅÓÔÏ ÚÎÁËÁ ⩽ ÐÏÓÔÁŒÉÔØ ÚÎÁË ¡, ÔÁË ËÁË, ÈÏÔÑ ÓÒÅÄÉ ÞÉÓÅÌ ȷ_p′_{+1}; : : : ; ȷn ÅÓÔØ ÏÔÌÉÞÎÙÅ ÏÔ ÎÕÌÑ, ÎÏ ŒÏÚÍÏÖÎÏ, ÞÔÏ ȷ_p′_{+1} = ȷ_p′_{+2} = : : : = ȷ_p′_{+q}′ = 0:

96 n-ÍÅÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ [ÇÌ. i

ðÏÓÔÁŒÉÍ ŒÏÐÒÏÓ: ËÁË ÎÁÊÔÉ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ R_0? ðÕÓÔØ f_1; f_2; : : : ; f_n | ËÁËÏÊ-ÌÉÂÏ ÂÁÚÉÓ Œ R. äÌÑ ÔÏÇÏ ÞÔÏÂÙ ŒÅËÔÏÒ

y = ȷ_1f_1 + ȷ_2f_2 + : : : + ȷ_nf_n (6)

ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÌ ÎÕÌÅŒÏÍÕ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÕ, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ, ÞÔÏÂÙ A(f_i; y) = 0 ÄÌÑ i = 1; 2; : : : ; n: (7)

äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÅÓÌÉ ÜÔÉ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ŒÙÐÏÌÎÅÎÙ, ÔÏ É ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ x ÉÍÅÅÍ A(x; y) = 0, ÔÁË ËÁË ŒÓÑËÉÊ ŒÅËÔÏÒ x ÅÓÔØ ÌÉÎÅÊÎÁÑ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÑ ÂÁÚÉÓÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ.

ðÏÄÓÔÁŒÌÑÑ Œ (7) ŒÍÅÓÔÏ y ÅÇÏ ŒÙÒÁÖÅÎÉÅ (6), ÍÙ ÐÒÉÈÏÄÉÍ Ë ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÓÉÓÔÅÍÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ:

A(f_1; ȷ_1f_1 + ȷ_2f_2 + : : : + ȷ_nf_n) = 0; A(f_2; ȷ_1f_1 + ȷ_2f_2 + : : : + ȷ_nf_n) = 0; . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . A(f_n; ȷ_1f_1 + ȷ_2f_2 + : : : + ȷ_nf_n) = 0;

ÉÌÉ, ÅÓÌÉ ÐÏÌÏÖÉÔØ A(f_i; f_k) = a_{ik}, Ë ÓÉÓÔÅÍÅ

a_{11}ȷ_1 + a_{12}ȷ_2 + : : : + a_{1n}ȷ_n = 0; a_{21}ȷ_1 + a_{22}ȷ_2 + : : : + a_{2n}ȷ_n = 0; . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . a_{n1}ȷ_1 + a_{n2}ȷ_2 + : : : + a_{nn}ȷ_n = 0:

óÏŒÏËÕÐÎÏÓÔØ ŒÅËÔÏÒÏŒ y, ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ȷ_1; ȷ_2; : : : ; ȷ_n ËÏ- ÔÏÒÙÈ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÒÅÛÅÎÉÑÍÉ ÜÔÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ, É ÏÂÒÁÚÕÅÔ ÎÕÌÅŒÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ R_0. ëÁË ÉÚŒÅÓÔÎÏ ÉÚ ÔÅÏÒÉÉ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ, ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÜÔÏÇÏ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÁ ÒÁŒÎÁ n − r, ÇÄÅ r | ÒÁÎÇ ÍÁÔÒÉÃÙ ‖a_{ik}‖.

íÙ ÍÏÖÅÍ ÔÅÐÅÒØ ÓÄÅÌÁÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ŒÙŒÏÄ: òÁÎÇ ÍÁÔÒÉÃÙ ‖a_{ik}‖ ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÏÒÍÙ A(x; y) Œ ÎÅ- ËÏÔÏÒÏÍ ÂÁÚÉÓÅ ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ŒÙÂÏÒÁ ÜÔÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ (ÈÏÔÑ ÓÁÍÁ ÍÁÔÒÉÃÁ ‖a_{ik}‖, ËÁË ÍÙ ÚÎÁÅÍ ÉÚ § 5, ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ŒÙÂÏÒÁ ÂÁÚÉÓÁ).

§ 7] ÚÁËÏÎ ÉÎÅÒÃÉÉ 97

œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÒÁÎÇ ÜÔÏÊ ÍÁÔÒÉÃÙ ÒÁŒÅÎ n − r_0, ÇÄÅ r_0 | ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÎÕÌÅŒÏÇÏ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ. îÕÌÅŒÏÅ ÖÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÎÉ ÏÔ ËÁËÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ŒÏÏÂÝÅ ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ.

óŒÑÖÅÍ ÒÁÎÇ ÍÁÔÒÉÃÙ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÙ Ó ÒÁÎ- ÇÏÍ ÓÁÍÏÊ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÙ. òÁÎÇÏÍ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÙ ÍÙ ÎÁÚŒÁÌÉ ÞÉÓÌÏ ÏÔÌÉÞÎÙÈ ÏÔ ÎÕÌÑ ËŒÁÄÒÁÔÏŒ Œ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÏÍ ŒÉÄÅ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÙ. îÏ Œ ËÁÎÏ- ÎÉÞÅÓËÏÍ ÂÁÚÉÓÅ ÍÁÔÒÉÃÁ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÙ ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ ˘_1 0 : : : 0 0 ˘_2 : : : 0 : : : : : : : : : : : 0 0 : : : ˘_n

É ÒÁÎÇ ÜÔÏÊ ÍÁÔÒÉÃÙ ÒÁŒÅÎ r, ÇÄÅ r | ÞÉÓÌÏ ËÏÜÆÆÉ- ÃÉÅÎÔÏŒ, ÏÔÌÉÞÎÙÈ ÏÔ ÎÕÌÑ, Ô. Å. ÒÁŒÅÎ ÒÁÎÇÕ ËŒÁÄÒÁ- ÔÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÙ. ôÁË ËÁË ÒÁÎÇ ÍÁÔÒÉÃÙ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÙ, ËÁË ÍÙ ÄÏËÁÚÁÌÉ, ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ÓÉÓÔÅÍÙ ËÏ- ÏÒÄÉÎÁÔ, ÔÏ É Œ ÌÀÂÏÊ ÄÒÕÇÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÒÁÎÇ ÍÁÔÒÉÃÙ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÙ ÒÁŒÅÎ ÒÁÎÇÕ ÓÁÍÏÊ ËŒÁ- ÄÒÁÔÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÙ^∗).

éÔÁË, ÎÁÍÉ ÄÏËÁÚÁÎÁ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ô Å Ï Ò Å Í Á 2. íÁÔÒÉÃÙ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÙ Œ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÓÉÓÔÅÍÁÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÉÍÅÀÔ ÏÄÉÎ É ÔÏÔ ÖÅ ÒÁÎÇ r. üÔÏÔ ÒÁÎÇ ÒÁŒÅÎ ÞÉÓÌÕ ËŒÁÄÒÁÔÏŒ Œ ËÁÎÏÎÉÞÅ- ÓËÏÍ ŒÉÄÅ ÆÏÒÍÙ, ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÐÒÉ ËÏÔÏÒÙÈ ÏÔÌÉÞ- ÎÙ ÏÔ ÎÕÌÑ.

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÄÌÑ ÔÏÇÏ ÞÔÏÂÙ ÎÁÊÔÉ ÒÁÎÇ ËŒÁÄÒÁ- ÔÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÙ, ÎÕÖÎÏ ŒÙÞÉÓÌÉÔØ ÒÁÎÇ ÅÅ ÍÁÔÒÉÃÙ Œ ËÁËÏÊ-ÎÉÂÕÄØ ÏÄÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ.

∗) ðÏÌØÚÕÑÓØ ÔÅÍ ÉÚŒÅÓÔÎÙÍ ÉÚ ÔÅÏÒÉÉ ÍÁÔÒÉÃ ÆÁËÔÏÍ, ÞÔÏ ÒÁÎÇ ÍÁÔÒÉÃÙ ÎÅ ÍÅÎÑÅÔÓÑ ÐÒÉ ÕÍÎÏÖÅÎÉÉ ÅÅ ÎÁ ÌÀÂÕÀ ÎÅÏÓÏÂÅÎ- ÎÕÀ ÍÁÔÒÉÃÕ, ÜÔÏÔ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÍÏÖÎÏ ÐÏÌÕÞÉÔØ É ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔŒÅÎÎÏ ÉÚ ŒÙŒÅÄÅÎÎÏÊ Œ § 4 ÆÏÒÍÕÌÙ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ ÍÁÔÒÉÃÙ ÂÉÌÉÎÅÊ- ÎÏÊ ÆÏÒÍÙ ÐÒÉ ÉÚÍÅÎÅÎÉÉ ÂÁÚÉÓÁ B = C^′AC.

98 n-ÍÅÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ [ÇÌ. i

§ 8. ëÏÍÐÌÅËÓÎÏÅ n-ÍÅÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ

œÏ ŒÓÅÈ ÐÒÅÄÙÄÕÝÉÈ ÐÁÒÁÇÒÁÆÁÈ ÍÙ ŒÓÀÄÕ, ËÒÏÍÅ ÔÅÈ ÓÌÕÞÁÅŒ, ËÏÇÄÁ ÜÔÏ ÏÓÏÂÏ ÏÇÏŒÁÒÉŒÁÌÏÓØ, ÉÍÅÌÉ ÄÅÌÏ Ó ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÈ ÞÉÓÅÌ. òÑÄ ÉÚÌÏÖÅÎÎÙÈ ŒÙÛÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏŒ ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒ ÄÌÑ ÌÀÂÏ- ÇÏ ÏÓÎÏŒÎÏÇÏ ÐÏÌÑ. äÌÑ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÇÏ ÏÓÏÂÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ, ËÒÏÍÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÂÕ- ÄÅÔ ÉÍÅÔØ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ. òÁÚÂÅÒÅÍ ÓÏÄÅÒÖÁÎÉÅ ÐÒÅÄÙÄÕÝÉÈ ÐÁÒÁÇÒÁÆÏŒ ÐÒÉÍÅ- ÎÉÔÅÌØÎÏ Ë ÜÔÏÍÕ ÓÌÕÞÁÀ.

1. ëÏÍÐÌÅËÓÎÏÅ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ. ëÁË ÕËÁÚÙ- ŒÁÌÏÓØ Œ § 1, ŒÓÅ ÉÚÌÏÖÅÎÎÙÅ ÔÁÍ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÓÐÒÁŒÅÄ- ÌÉŒÙ ÄÌÑ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÎÁÄ ÌÀÂÙÍ ÐÏÌÅÍ É, ÚÎÁÞÉÔ, Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ ÄÌÑ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ.

2. ëÏÍÐÌÅËÓÎÏÅ ÅŒËÌÉÄÏŒÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ. ëÏÍÐÌÅËÓ- ÎÙÍ ÅŒËÌÉÄÏŒÙÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÏÍÐÌÅËÓ- ÎÏÅ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, Œ ËÏÔÏÒÏÍ ŒŒÅÄÅÎÏ ÓËÁÌÑÒ- ÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ, Ô. Å. ËÁÖÄÏÊ ÐÁÒÅ ŒÅËÔÏÒÏŒ x É y ÐÏ- ÓÔÁŒÌÅÎÏ Œ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÅ ÞÉÓÌÏ (x; y), ÐÒÉ- ÞÅÍ ŒÙÐÏÌÎÅÎÙ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÁËÓÉÏÍÙ:

1^∘ (x; y) = (y; x) (ÐÏÄ (y; x) ÍÙ ÐÏÎÉÍÁÅÍ ÞÉÓÌÏ, ËÏÍ- ÐÌÅËÓÎÏ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÏÅ Ó (y; x));

2^∘ (˘x; y) = ˘(x; y);

3^∘ (x_1 + x_2; y) = (x_1; y) + (x_2; y);

4^∘ (x; x) ÅÓÔØ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÅ ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÒÁŒÎÏÅ ÎÕÌÀ ÌÉÛØ ÐÒÉ x = 0.

éÚ ÁËÓÉÏÍ 1^∘ É 2^∘ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ (x; ˘y) = ˘(x; y). äÅÊ- ÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ,

(x; ˘y) = (˘y; x) = ˘ (y; x) = ˘(x; y):

äÁÌÅÅ, ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ (x; y_1 + y_2) = (x; y_1) + + (x; y_2). œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ,

(x; y_1+y_2) = (y_1 + y_2; x) = (y_1; x)+(y_2; x) = (x; y_1)+(x; y_2):

§ 8] ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÅ n-ÍÅÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ 99

áËÓÉÏÍÁ 1^∘ ÏÔÌÉÞÁÅÔÓÑ ÏÔ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÊ ÁËÓÉÏÍÙ 1^∘ ÄÌÑ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÇÏ ÅŒËÌÉÄÏŒÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ; ÐÒÉ ÐÅÒÅÈÏÄÅ Ë ËÏÍÐÌÅËÓ- ÎÏÍÕ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÕ ÍÙ ÎÅ ÍÏÇÌÉ ÂÙ ÓÏÈÒÁÎÉÔØ ÁËÓÉÏÍÙ 1^∘, 2^∘, 4^∘ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÇÏ ÅŒËÌÉÄÏŒÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÂÅÚ ÉÚÍÅÎÅÎÉÊ. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÅÓÌÉ ÂÙ (x; y) = (y; x); ÔÏ (x; ˘y) = ˘(x; y):

îÏ ÔÏÇÄÁ (˘x; ˘x) = ˘^2(x; x);

ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ (ix; ix) = −(x; x);

Ô. Å. ÞÉÓÌÁ (x; x) É (y; y), ÇÄÅ y = ix, ÂÙÌÉ ÂÙ ÒÁÚÎÙÈ ÚÎÁËÏŒ, ÞÔÏ ÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉÔ ÁËÓÉÏÍÅ 4^∘.

ð Ò É Í Å Ò Ù Ë Ï Í Ð Ì Å Ë Ó Î Ù È Å Œ Ë Ì É Ä Ï Œ Ù È Ð Ò Ï Ó Ô Ò Á Î Ó Ô Œ. 1. œÅËÔÏÒÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ R ÍÙ ÎÁÚÏŒÅÍ ÓÉÓÔÅÍÕ n ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ. óÌÏÖÅÎÉÅ ŒÅË- ÔÏÒÏŒ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÉÈ ÎÁ ÞÉÓÌÁ ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ ÏÂÙÞÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. óËÁÌÑÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ŒÅËÔÏÒÏŒ

x = (¸_1; ¸_2; : : : ; ¸_n) É y = (ȷ_1; ȷ_2; : : : ; ȷ_n)

ÚÁÄÁÄÉÍ ÆÏÒÍÕÌÏÊ

(x; y) = ¸_1ȷ_1 + ¸_2ȷ_2 + : : : + ¸_nȷ_n:

íÙ ÐÒÅÄÏÓÔÁŒÌÑÅÍ ÞÉÔÁÔÅÌÀ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÁËÓÉÏÍÙ 1^∘{4^∘ ŒÙÐÏÌÎÅÎÙ. œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÓËÁÌÑÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ŒÅËÔÏÒÁ Ó ÓÁÍÉÍ ÓÏÂÏÊ ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ

(x; x) = ¸_1¸_1 + ¸_2¸_2 + : : : + ¸_n¸_n = |¸_1|^2 + |¸_2|^2 + : : : + |¸_n|^2:

2. œÅËÔÏÒÙ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ R ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ, ËÁË É Œ ÐÒÉ- ÍÅÒÅ 1. óËÁÌÑÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÚÁÄÁÅÍ ÆÏÒÍÕÌÏÊ

(x; y) = n∑ i;k=1

a_{ik}¸_iȷ_k;

ÇÄÅ a_{ik} | ÚÁÄÁÎÎÙÅ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÅ ÞÉÓÌÁ, ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀ- ÝÉÅ ÕÓÌÏŒÉÑÍ:

100 n-ÍÅÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ [ÇÌ. i

ff) a_{ik} = a_{ki}, fi) ∑ a_{ik}¸_i¸_k ⩾ 0 ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ¸_1; ¸_2; : : : ; ¸_n É ÏÂÒÁÝÁÅÔ- ÓÑ Œ ÎÕÌØ ÌÉÛØ ÐÒÉ ¸_1 = ¸_2 = : : : = ¸_n = 0.

3. œÅËÔÏÒÁÍÉ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ R ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ ÆÕÎËÃÉÉ ÏÔ t, ÚÁÄÁÎÎÙÅ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [a; b] É ÐÒÉÎÉÍÁ- ÀÝÉÅ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ. óËÁÌÑÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÄŒÕÈ ÔÁËÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ ÆÏÒÍÕÌÏÊ

(f(t); g(t)) = b∫ a f(t)g(t) dt:

íÏÖÎÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ŒÓÅ ÁËÓÉÏÍÙ ÓËÁÌÑÒÎÏÇÏ ÐÒÏÉÚ- ŒÅÄÅÎÉÑ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ŒÙÐÏÌÎÅÎÙ.

äÌÉÎÏÊ ŒÅËÔÏÒÁ x ÎÁÚÏŒÅÍ √ (x; x). éÚ ÁËÓÉÏÍÙ 4^∘ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÄÌÉÎÁ ŒÅËÔÏÒÁ ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÁ É ÏÂÒÁÝÁ- ÅÔÓÑ Œ ÎÕÌØ ÌÉÛØ ÄÌÑ ÎÕÌÅŒÏÇÏ ŒÅËÔÏÒÁ. ôÁË ËÁË ÓËÁÌÑÒ- ÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÄŒÕÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ, ŒÏÏÂÝÅ ÇÏŒÏÒÑ, ËÏÍ- ÐÌÅËÓÎÏ, ÔÏ ÍÙ ÎÅ ÂÕÄÅÍ ÏÐÒÅÄÅÌÑÔØ ÕÇÌÁ ÍÅÖÄÕ ŒÅË- ÔÏÒÁÍÉ, Á ŒŒÅÄÅÍ ÌÉÛØ ÐÏÎÑÔÉÅ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÓÔÉ ÄŒÕÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ.

œÅËÔÏÒÙ x É y ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÍÉ, ÅÓÌÉ (x; y) = 0.

3. ïÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÊ ÂÁÚÉÓ. éÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÅŒËÌÉÄÏŒÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ. ïÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÍ ÂÁÚÉÓÏÍ Œ n-ÍÅÒÎÏÍ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÍ ÅŒËÌÉÄÏŒÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÎÁÚÙ- ŒÁÅÔÓÑ ÓÏŒÏËÕÐÎÏÓÔØ n ÐÏÐÁÒÎÏ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÈ ÎÅ ÒÁŒ- ÎÙÈ ÎÕÌÀ ŒÅËÔÏÒÏŒ e_1; e_2; : : : ; e_n. ôÁË ÖÅ, ËÁË Œ § 3, ÄÏ- ËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ŒÅËÔÏÒÙ e_1; e_2; : : : ; e_n ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁŒÉ- ÓÉÍÙ, Ô. Å. ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÂÁÚÉÓ.

óÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÅ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ Œ ËÏÍÐÌÅËÓ- ÎÏÍ n-ÍÅÒÎÏÍ ÅŒËÌÉÄÏŒÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÄÏËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÒÏÃÅÓÓÏÍ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌÉÚÁÃÉÉ, Œ ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÓÏŒÐÁÄÁÀÝÉÍ Ó ÐÒÉŒÅÄÅÎÎÙÍ Œ § 3.

œÙÒÁÚÉÍ ÓËÁÌÑÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÄŒÕÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ x É y ÞÅÒÅÚ ÉÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ¸_1; ¸_2; : : : ; ¸_n É ȷ_1; ȷ_2; : : : ; ȷ_n Œ

§ 8] ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÅ n-ÍÅÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ 101

ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÍ ÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ. íÙ ÉÍÅÅÍ:

x = ¸_1e_1 +¸_2e_2 +: : :+¸_ne_n É y = ȷ_1e_1 +ȷ_2e_2 +: : :+ȷ_ne_n:

ôÏÇÄÁ

(x; y) = (¸_1e_1 +¸_2e_2 +: : :+¸_ne_n; ȷ_1e_1 +ȷ_2e_2 +: : :+ȷ_ne_n) = = ¸_1ȷ_1 + ¸_2ȷ_2 + : : : + ¸_nȷ_n:

(óÒ. ÐÒÉÍÅÒ 1 ÜÔÏÇÏ ÐÁÒÁÇÒÁÆÁ.)

œÙÒÁÚÉÍ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ¸_i ŒÅËÔÏÒÁ x Œ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÍ ÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ ÞÅÒÅÚ ŒÅËÔÏÒÙ ÂÁÚÉÓÁ É ÓÁÍ ŒÅË- ÔÏÒ x. éÍÅÅÍ:

x = ¸_1e_1 + ¸_2e_2 + : : : + ¸_ne_n:

õÍÎÏÖÁÑ ÓËÁÌÑÒÎÏ ÏÂÅ ÞÁÓÔÉ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ÎÁ e_i, ÐÏÌÕÞÉÍ:

(x; e_i) = ¸_1(e_1; e_i)+¸_2(e_2; e_i)+: : :+¸_i(e_i; e_i)+: : :+¸_n(e_n; e_i) ÉÌÉ (x; e_i) = ¸_i:

ôÁË ÖÅ, ËÁË É Œ § 3, ÄÏËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ŒÓÅ ËÏÍÐÌÅËÓ- ÎÙÅ ÅŒËÌÉÄÏŒÙ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÄÁÎÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÉÚÍÅÒÅ- ÎÉÊ n ÉÚÏÍÏÒÆÎÙ ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÊ.

4. âÉÌÉÎÅÊÎÙÅ É ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÙÅ ÆÏÒÍÙ. œÓÅ ÏÐÒÅ- ÄÅÌÅÎÉÑ (ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ, ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÙ É Ô. Ä.), ŒŒÅÄÅÎÎÙÅ Œ § 4 (ÚÁ ÉÓËÌÀÞÅÎÉÅÍ ÐÏÎÑÔÉÑ ÐÏ- ÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÊ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÓÔÉ), ÉÍÅÀÔ ÓÍÙÓÌ ÄÌÑ ÌÉÎÅÊ- ÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÎÁÄ ÌÀÂÙÍ ÐÏÌÅÍ, Œ ÔÏÍ ÞÉÓÌÅ É ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ. ïÄÎÁËÏ Œ ÓÌÕÞÁÅ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏ- ÇÏ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÍÏÖÎÏ ÅÝÅ ÐÏ-ÄÒÕÇÏÍÕ ŒŒÅ- ÓÔÉ ÜÔÉ ÐÏÎÑÔÉÑ; ÄÌÑ ÎÁÓ ÉÍÅÎÎÏ ÜÔÏÔ ŒÔÏÒÏÊ ÓÐÏÓÏÂ ÂÕÄÅÔ ÄÁÖÅ ÂÏÌÅÅ ÓÕÝÅÓÔŒÅÎÎÙÍ.

ì É Î Å Ê Î Ù Å Æ Õ Î Ë Ã É É Ð Å Ò Œ Ï Ç Ï É Œ Ô Ï - Ò Ï Ç Ï Ò Ï Ä Á. æÕÎËÃÉÑ, ÓÔÁŒÑÝÁÑ Œ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ ËÁ- ÖÄÏÍÕ ŒÅËÔÏÒÕ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊ- ÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ ÐÅÒŒÏÇÏ ÒÏÄÁ, ÅÓÌÉ ÏÎÁ ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ

102 n-ÍÅÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ [ÇÌ. i

ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÕÓÌÏŒÉÑÍ:

1^∘ f(x + y) = f(x) + f(y); 2^∘ f(˘x) = ˘f(x):

üÔÏ ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅÍ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ Œ § 4.

ìÉÎÅÊÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ ŒÔÏÒÏÇÏ ÒÏÄÁ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÆÕÎË- ÃÉÑ, ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÁÑ ÕÓÌÏŒÉÑÍ

1^∘ f(x + y) = f(x) + f(y); 2^∘ f(˘x) = ˘f(x):

ôÁË ÖÅ, ËÁË É Œ § 4, ÍÏÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ŒÓÑËÁÑ ÌÉ- ÎÅÊÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÐÅÒŒÏÇÏ ÒÏÄÁ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÚÁÐÉÓÁÎÁ Œ ŒÉÄÅ f(x) = a_1¸_1 + a_2¸_2 + : : : + a_n¸_n;

ÇÄÅ ¸_i | ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ŒÅËÔÏÒÁ x Œ ÂÁÚÉÓÅ e_1; e_2; : : : ; e_n, Á a_i | ÐÏÓÔÏÑÎÎÙÅ, a_i = f(e_i).

œÓÑËÁÑ ÖÅ ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ŒÔÏÒÏÇÏ ÒÏÄÁ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÚÁÐÉÓÁÎÁ Œ ŒÉÄÅ

f(x) = b_1¸_1 + b_2¸_2 + : : : + b_n¸_n:

ïÞÅŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ f(x) | ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÐÅÒŒÏÇÏ ÒÏÄÁ, ÔÏ f(x) | ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ŒÔÏÒÏÇÏ ÒÏÄÁ.

ëÁË ÂÙÌÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ ŒÙÛÅ (Ð. 2, § 4), ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÄŒÕÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ A(x; y), ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÐÏ ËÁÖÄÏÍÕ ÉÚ ÁÒÇÕÍÅÎÔÏŒ. îÁÌÉÞÉÅ Œ ËÏÍ- ÐÌÅËÓÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÄŒÕÈ ÔÉÐÏŒ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÐÒÉŒÏÄÉÔ Ë ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÀ ÃÅÌÙÈ ÞÅÔÙÒÅÈ ÔÉÐÏŒ ÂÉ- ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ | ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÐÅÒŒÏÇÏ ÒÏÄÁ É ÐÏ x É ÐÏ y, ÐÅÒŒÏÇÏ ÒÏÄÁ ÐÏ x É ŒÔÏÒÏÇÏ ÒÏÄÁ ÐÏ y, ŒÔÏÒÏ- ÇÏ ÒÏÄÁ ÐÏ x É ÐÅÒŒÏÇÏ ÐÏ y É ŒÔÏÒÏÇÏ ÒÏÄÁ ÐÏ ÏÂÏÉÍ ÁÒÇÕÍÅÎÔÁÍ. îÏ ÔÒÅÔÉÊ É ÞÅÔŒÅÒÔÙÊ ÔÉÐÙ ËÏÍÐÌÅËÓ- ÎÏ ÓÏÐÒÑÖÅÎÙ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ ËÏ ŒÔÏÒÏÍÕ É ÐÅÒŒÏÍÕ, Á ÂÉÌÉÎÅÊÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÐÅÒŒÏÇÏ ÔÉÐÁ ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ Œ ËÏÍ- ÐÌÅËÓÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÂÕËŒÁÌØÎÏ ÔÁË ÖÅ, ËÁË É Œ ŒÅ- ÝÅÓÔŒÅÎÎÏÍ. ðÏÜÔÏÍÕ ÍÙ ÏÓÔÁÎÏŒÉÍÓÑ ÐÏÄÒÏÂÎÅÅ ÌÉÛØ

§ 8] ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÅ n-ÍÅÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ 103

ÎÁ ÂÉÌÉÎÅÊÎÙÈ ÆÏÒÍÁÈ ŒÔÏÒÏÇÏ ÔÉÐÁ. äÌÑ ËÒÁÔËÏÓÔÉ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙŒÁÔØ ÉÈ ÐÒÏÓÔÏ ÂÉÌÉÎÅÊÎÙÍÉ. éÔÁË, ŒŒÅÄÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ:

ï Ð Ò Å Ä Å Ì Å Î É Å 1. âÕÄÅÍ ÇÏŒÏÒÉÔØ, ÞÔÏ A(x; y) ÅÓÔØ ÂÉÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ (ÆÏÒÍÁ) ÏÔ ŒÅËÔÏÒÏŒ x É y, ÅÓÌÉ

1^∘ ÐÒÉ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÏÍ y A(x; y) ÅÓÔØ ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÕÎ- ËÃÉÑ ÐÅÒŒÏÇÏ ÒÏÄÁ ÏÔ x;

2^∘ ÐÒÉ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÏÍ x A(x; y) ÅÓÔØ ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÕÎ- ËÃÉÑ ŒÔÏÒÏÇÏ ÒÏÄÁ ÏÔ y. éÌÉ, ÉÎÁÞÅ:

1^∘ A(x_1 + x_2; y) = A(x_1; y) + A(x_2; y); A(˘x; y) = ˘A(x; y);

2^∘ A(x; y_1 + y_2) = A(x; y_1) + A(x; y_2); A(x; ¯y) = ¯A(x; y):

ðÒÉÍÅÒÏÍ ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓËÁÌÑÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ Œ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÍ ÅŒËÌÉÄÏŒÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ

A(x; y) = (x; y);

ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍÏÅ ËÁË ÆÕÎËÃÉÑ ŒÅËÔÏÒÏŒ x É y. äÒÕÇÉÍ ÐÒÉÍÅÒÏÍ ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÏÒÍÙ Œ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ŒÙÒÁÖÅÎÉÅ

A(x; y) = n∑ i;k=1

a_{ik}¸_iȷ_k;

ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍÏÅ ËÁË ÆÕÎËÃÉÑ ŒÅËÔÏÒÏŒ

x = ¸_1e_1 +¸_2e_2 +: : :+¸_ne_n É y = ȷ_1e_1 +ȷ_2e_2 +: : :+ȷ_ne_n:

ìÅÇËÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÕÓÌÏŒÉÑ, ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÝÉÅ ÂÉÌÉÎÅÊ- ÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ, ÐÒÉ ÜÔÏÍ ŒÙÐÏÌÎÅÎÙ.

ðÕÓÔØ e_1; e_2; : : : ; e_n | ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÂÁÚÉÓ Œ n-ÍÅÒÎÏÍ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ. ðÕÓÔØ A(x; y) | ÂÉÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÏÒÍÁ, x É y ÍÏÖÎÏ ÚÁÐÉÓÁÔØ Œ ŒÉÄÅ

x = ¸_1e_1 + ¸_2e_2 + : : : + ¸_ne_n; y = ȷ_1e_1 + ȷ_2e_2 + : : : + ȷ_ne_n:

104 n-ÍÅÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ [ÇÌ. i

ôÏÇÄÁ

A(x; y) = A(¸_1e_1+¸_2e_2+: : :+¸_ne_n; ȷ_1e_1+ȷ_2e_2+: : :+ȷ_ne_n) = = n∑ i;k=1

¸_iȷ_kA(e_i; e_k):

íÁÔÒÉÃÁ ‖a_{ik}‖ ÉÚ ÞÉÓÅÌ

a_{ik} = A(e_i; e_k)

ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÍÁÔÒÉÃÅÊ ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÏÒÍÙ A(x; y) Œ ÂÁ- ÚÉÓÅ e_1; e_2; : : : ; e_n.

åÓÌÉ Œ ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÏÒÍÅ A(x; y) ÐÏÌÏÖÉÔØ y = x, ÔÏ ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ ÆÕÎËÃÉÑ A(x; x), ÎÁÚÙŒÁÅÍÁÑ ËŒÁÄÒÁÔÉÞ- ÎÏÊ ÆÏÒÍÏÊ (Œ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ). óÐÒÁŒÅÄÌÉ- ŒÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ:

œÓÑËÁÑ ÂÉÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÏÒÍÁ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÓŒÏÅÊ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÏÊ^∗).

ä Ï Ë Á Ú Á Ô Å Ì Ø Ó Ô Œ Ï. ðÕÓÔØ A(x; x) | ËŒÁÄÒÁÔÉ- ÞÎÁÑ ÆÏÒÍÁ, Á x É y | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÅ ŒÅËÔÏÒÙ. ìÅÇËÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÔÏÖÄÅÓÔŒÏ^{∗∗})

A(x; y) = 14{A(x + y; x + y) + iA(x + iy; x + iy) −

− A(x − y; x − y) − iA(x − iy; x − iy)}: (1)

œÙÒÁÖÅÎÉÅ, ÓÔÏÑÝÅÅ ÓÐÒÁŒÁ Œ ÆÏÒÍÕÌÅ (1), ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑ- ÅÔ ÓÏÂÏÊ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÀ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÙ ÄÌÑ ŒÅËÔÏÒÏŒ x + y, x − y, x + iy É x − iy. óÌÅŒÁ ÓÔÏÉÔ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÏÒÍÙ ÄÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÈ ŒÅËÔÏ- ÒÏŒ x É y. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÂÉÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÏÒÍÁ ÏÄÎÏÚÎÁÞ- ÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÓŒÏÅÊ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÏÊ.

∗) œ ÏÔÌÉÞÉÅ ÏÔ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÈ Œ § 4 ÆÏÒÍ Œ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÍ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÅ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÓÐÒÁŒÅÄ- ÌÉŒÏ ÌÉÛØ ÄÌÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÂÉÌÉÎÅÊÎÙÈ ÆÏÒÍ.

∗∗) þÉÔÁÔÅÌØ ÄÏÌÖÅÎ ÐÏÍÎÉÔØ, ÞÔÏ A(x; ˘y) = ˘A(x; y) É, ÓÌÅ- ÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, A(x; iy) = −iA(x; y).

§ 8] ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÅ n-ÍÅÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ 105

ï Ð Ò Å Ä Å Ì Å Î É Å 2. âÉÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÏÒÍÁ ÎÁÚÙŒÁ- ÅÔÓÑ ÜÒÍÉÔÏŒÏÊ, ÅÓÌÉ

A(x; y) = A(y; x):

üÔÏ ÐÏÎÑÔÉÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÁÎÁÌÏÇÏÍ ÐÏÎÑÔÉÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉ- ÞÅÓËÏÊ ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÏÒÍÙ Œ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÍ ÅŒËÌÉÄÏŒÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ.

äÌÑ ÔÏÇÏ ÞÔÏÂÙ ÆÏÒÍÁ A(x; y) ÂÙÌÁ ÜÒÍÉÔÏŒÏÊ, ÎÅÏÂ- ÈÏÄÉÍÏ É ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ, ÞÔÏÂÙ ÅÅ ÍÁÔÒÉÃÁ ‖a_{ik}‖ Œ ËÁËÏÍ- ÌÉÂÏ ÂÁÚÉÓÅ ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÌÁ ÕÓÌÏŒÉÀ

a_{ik} = a_{ki}:

äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÅÓÌÉ ÆÏÒÍÁ A(x; y) ÜÒÍÉÔÏŒÁ, ÔÏ

a_{ik} = A(e_i; e_k) = A(e_k; e_i) = a_{ki}:

ïÂÒÁÔÎÏ, ÅÓÌÉ a_{ik} = a_{ki}, ÔÏ

A(x; y) = ∑ a_{ik}¸_iȷ_k = ∑ a_{ki}ȷ_k¸_i = A(y; x):

ú Á Í Å Þ Á Î É Å. åÓÌÉ Œ ËÁËÏÍ-ÌÉÂÏ ÂÁÚÉÓÅ ÍÁÔÒÉÃÁ ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÏÒÍÙ ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÕÓÌÏŒÉÀ a_{ik} = a_{ki}, ÔÏ ÜÔÏ ÖÅ ÕÓÌÏŒÉÅ ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ÄÌÑ ÍÁÔÒÉÃÙ ÜÔÏÊ ÂÉÌÉÎÅÊ- ÎÏÊ ÆÏÒÍÙ É Œ ÌÀÂÏÍ ÄÒÕÇÏÍ ÂÁÚÉÓÅ. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÅÓÌÉ Œ ËÁËÏÍ-ÌÉÂÏ ÂÁÚÉÓÅ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ a_{ik} = a_{ki} ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ, ÔÏ A(x; y) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÜÒÍÉÔÏŒÏÊ ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÏÒÍÏÊ; ÎÏ ÔÏ- ÇÄÁ É Œ ÌÀÂÏÍ ÄÒÕÇÏÍ ÂÁÚÉÓÅ a_{ik} = a_{ki}.

åÓÌÉ ÂÉÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÏÒÍÁ ÜÒÍÉÔÏŒÁ, ÔÏ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀ- ÝÁÑ ÅÊ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÁÑ ÆÏÒÍÁ ÔÏÖÅ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÜÒÍÉÔÏ- ŒÏÊ.

äÌÑ ÔÏÇÏ ÞÔÏÂÙ ÂÉÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÏÒÍÁ A(x; y) ÂÙÌÁ ÜÒ- ÍÉÔÏŒÏÊ, ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ É ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ, ÞÔÏÂÙ A(x; x) ÂÙ- ÌÏ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ŒÅËÔÏÒÁ x.

ä Ï Ë Á Ú Á Ô Å Ì Ø Ó Ô Œ Ï. ðÕÓÔØ ÆÏÒÍÁ A(x; y) ÜÒÍÉ- ÔÏŒÁ, Ô. Å. A(x; y) = A(y; x). ôÏÇÄÁ, ÐÏÌÁÇÁÑ x = y, ÐÏÌÕ- ÞÁÅÍ:

A(x; x) = A(x; x);

106 n-ÍÅÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ [ÇÌ. i

Ô. Å. ÞÉÓÌÏ A(x; x) ÒÁŒÎÏ ÓŒÏÅÍÕ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÏÍÕ É, ÚÎÁÞÉÔ, ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏ. ïÂÒÁÔÎÏ, ÐÕÓÔØ A(x; x) ŒÅÝÅ- ÓÔŒÅÎÎÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ŒÅËÔÏÒÁ x. ôÏÇÄÁ A(x + y; x + y), A(x + iy; x + iy), A(x − y; x − y), A(x − iy; x − iy) ŒÅÝÅ- ÓÔŒÅÎÎÙ, É ÐÏÜÔÏÍÕ ÉÚ ÆÏÒÍÕÌÙ (1) ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔŒÅÎÎÏ ŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ ŒÙÒÁÖÅÎÉÑ A(x; y) É A(y; x) ÑŒÌÑÀÔÓÑ ËÏÍ- ÐÌÅËÓÎÏ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÍÉ.

ó Ì Å Ä Ó Ô Œ É Å. ëŒÁÄÒÁÔÉÞÎÁÑ ÆÏÒÍÁ ÜÒÍÉÔÏŒÁ Œ ÔÏÍ É ÔÏÌØËÏ Œ ÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ ÏÎÁ ÐÒÉÎÉÍÁÅÔ ÔÏÌØËÏ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ.

äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÔÏÌØËÏ ÞÔÏ ÂÙÌÏ ÄÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÜÒÍÉÔÏŒÏÓÔÉ ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÏÒÍÙ A(x; y) ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ É ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ, ÞÔÏÂÙ A(x; x) ÂÙÌÁ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÁ ÄÌÑ ŒÓÅÈ x.

ðÒÉÍÅÒÏÍ ÜÒÍÉÔÏŒÏÊ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÙ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÆÏÒÍÁ A(x; x) = (x; x);

ÇÄÅ (x; x) ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÓËÁÌÑÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ŒÅËÔÏÒÁ x Ó ÓÁÍÉÍ ÓÏÂÏÊ. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÁËÓÉÏÍÙ 1^∘{3^∘ ÓËÁÌÑÒÎÏÇÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ Œ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÍ ÅŒËÌÉÄÏŒÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÏÚÎÁÞÁÀÔ, ÞÔÏ (x; y) ÅÓÔØ ÜÒÍÉÔÏŒÁ ÂÉÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÏÒÍÁ, É ÐÏÜÔÏÍÕ (x; x) ÅÓÔØ ÜÒÍÉÔÏŒÁ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÁÑ ÆÏÒÍÁ.

åÓÌÉ, ËÁË É Œ § 4, ÎÁÚŒÁÔØ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎ- ÎÏÊ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÕÀ ÆÏÒÍÕ, ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÕÀ ÕÓÌÏŒÉÀ

A(x; x) ¿ 0 ÐÒÉ x ≠ 0;

ÔÏ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÅ ÅŒËÌÉÄÏŒÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÍÏÖÎÏ ÏÐÒÅÄÅ- ÌÉÔØ ËÁË ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÅ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, Œ ËÏÔÏ- ÒÏÍ ÚÁÄÁÎÁ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÁÑ ÜÒÍÉÔÏŒÁ ËŒÁ- ÄÒÁÔÉÞÎÁÑ ÆÏÒÍÁ.

áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÔÏÍÕ, ËÁË ÜÔÏ ÓÄÅÌÁÎÏ Œ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ, ÍÏÖÎÏ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ A É B ÓÕÔØ ÍÁÔÒÉÃÙ ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÏÒÍÙ A(x; y) ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ Œ ÂÁÚÉÓÁÈ e_1; e_2; : : : ; e_n É f_1; f_2; : : : ; f_n, ÔÏ

B = C^∗AC;

§ 8] ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÅ n-ÍÅÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ 107

ÇÄÅ C | ÍÁÔÒÉÃÁ ÐÅÒÅÈÏÄÁ ÏÔ ÂÁÚÉÓÁ e_1; e_2; : : : ; e_n Ë ÂÁ- ÚÉÓÕ f_1; f_2; : : : ; f_n, Á C^∗ | ÍÁÔÒÉÃÁ, ÔÒÁÎÓÐÏÎÉÒÏŒÁÎÎÁÑ É ËÏÍÐÌÅËÓÎÏ-ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÁÑ Ë ÍÁÔÒÉÃÅ C.

5. ðÒÉŒÅÄÅÎÉÅ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÙ Ë ÓÕÍÍÅ ËŒÁÄÒÁ- ÔÏŒ.

ô Å Ï Ò Å Í Á 1. ðÕÓÔØ A(x; x) | ÜÒÍÉÔÏŒÁ ËŒÁÄÒÁ- ÔÉÞÎÁÑ ÆÏÒÍÁ Œ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÍ ÁÆÆÉÎÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ- ŒÅ R. ôÏÇÄÁ Œ R ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÂÁÚÉÓ e_1; e_2; : : : ; e_n, Œ ËÏ- ÔÏÒÏÍ ÜÔÁ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÁÑ ÆÏÒÍÁ ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ

A(x; x) = ˘_1¸_1¸_1 + ˘_2¸_2¸_2 + : : : + ˘_n¸_n¸_n;

ÇÄÅ ˘_i | ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙ.

ä Ï Ë Á Ú Á Ô Å Ì Ø Ó Ô Œ Ï ÍÏÖÎÏ ÐÏÌÕÞÉÔØ, ÐÅÒÅÎÏÓÑ ÐÏÞÔÉ ÄÏÓÌÏŒÎÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÊ ÔÅÏ- ÒÅÍÙ Œ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ.

ïÄÎÁËÏ ŒŒÉÄÕ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ Œ § 5 ÜÔÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÉÚ- ÌÏÖÅÎÏ ÂÅÚ ÕÑÓÎÅÎÉÑ ÅÇÏ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÍÙ ÚÄÅÓØ ŒËÒÁÔÃÅ ÐÏŒÔÏÒÉÍ ÜÔÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ Œ ÉÎÏÍ, ÂÏ- ÌÅÅ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÍ, ÉÚÌÏÖÅÎÉÉ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÏÄÉÎ ÚÁ ÄÒÕÇÉÍ ŒÙÂÉÒÁÔØ ŒÅËÔÏÒÙ ÔÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ, Œ ËÏÔÏ- ÒÏÍ ÆÏÒÍÁ ÐÒÉŒÏÄÉÔÓÑ Ë ÓÕÍÍÅ ËŒÁÄÒÁÔÏŒ.

œÙÂÅÒÅÍ ŒÅËÔÏÒ e_i ÔÁË, ÞÔÏ A(e_1; e_1) ≠ 0; ÜÔÏ ŒÏÚÍÏÖ- ÎÏ, ÔÁË ËÁË Œ ÐÒÏÔÉŒÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÍÙ ÉÍÅÌÉ ÂÙ A(x; x) = 0 ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ x, Á ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, Œ ÓÉÌÕ ÆÏÒÍÕÌÙ (1), É A(x; y) ≡ 0. œ (n − 1)-ÍÅÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ R^{(1)}, ÓÏÓÔÏÑÝÅÍ ÉÚ ŒÅËÔÏÒÏŒ x, ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÉÈ ÕÓÌÏŒÉÀ A(e_1; x) = 0, ŒÙÂÅÒÅÍ ŒÅËÔÏÒ e_2 ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ A(e_2; e_2) ≠ 0, É Ô. Ä. üÔÏÔ ÐÒÏÃÅÓÓ ÐÒÏÄÏÌÖÉÍ ÄÏ ÔÅÈ ÐÏÒ, ÐÏËÁ ÍÙ ÎÅ ÐÒÉÄÅÍ Ë ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÕ R^{(r)}, Œ ËÏÔÏÒÏÍ A(x; y) ≡ 0 (R^{(r)} ÍÏÖÅÔ ÏËÁÚÁÔØÓÑ ÓÏÓÔÏÑÝÅÍ ÌÉÛØ ÉÚ ÎÕÌÑ). åÓÌÉ R^{(r)} ÏÔÌÉÞÎÏ ÏÔ ÎÕÌÑ, ÔÏ ŒÙÂÅÒÅÍ Œ ÎÅÍ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÊ ÂÁÚÉÓ e_{r+1}; e_{r+2}; : : : ; e_n. œÍÅÓÔÅ Ó ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÙÍÉ ŒÅËÔÏ- ÒÁÍÉ e_1; e_2; : : : ; e_r ÏÎÉ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÂÁÚÉÓ e_1; e_2; : : : ; e_n ŒÓÅ- ÇÏ R.

108 n-ÍÅÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ [ÇÌ. i

ðÏ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÀ

A(e_i; e_k) = 0 ÄÌÑ i ¡ k;

Á ÚÎÁÞÉÔ, Œ ÓÉÌÕ ÜÒÍÉÔÏŒÏÓÔÉ ÆÏÒÍÙ A(x; y),

A(e_i; e_k) = 0 É ÄÌÑ i ¿ k;

Ô. Å.

A(e_i; e_k) = 0 ÄÌÑ i ≠ k:

ðÏÜÔÏÍÕ, ÅÓÌÉ

x = ¸_1e_1 + ¸_2e_2 + : : : + ¸_ne_n

| ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÊ ŒÅËÔÏÒ, ÔÏ

A(x; x) = ¸_1¸_1A(e_1; e_1)+¸_2¸_2A(e_2; e_2)+: : :+¸_n¸_nA(e_n; e_n):

ðÒÉ ÜÔÏÍ ÞÉÓÌÁ A(e_i; e_i) ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙ, ËÁË ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÜÒÍÉÔÏŒÏÊ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÙ. ïÂÏÚÎÁÞÁÑ A(e_i; e_i) ÞÅÒÅÚ ˘_i, ÉÍÅÅÍ:

A(x; x) = ˘_1¸_1¸_1 + ˘_2¸_2¸_2 + : : : + ˘_n¸_n¸_n = = ˘_1|¸_1|^2 + ˘_2|¸_2|^2 + : : : + ˘_n|¸_n|^2:

6. ðÒÉŒÅÄÅÎÉÅ ÜÒÍÉÔÏŒÏÊ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÙ Ë ÓÕÍÍÅ ËŒÁÄÒÁÔÏŒ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÙÍ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅÍ. ðÕÓÔØ A(x; x) | ÜÒÍÉÔÏŒÁ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÁÑ ÆÏÒÍÁ Œ ËÏÍ- ÐÌÅËÓÎÏÍ ÌÉÎÅÊÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ É e_1; e_2; : : : ; e_n | ÂÁ- ÚÉÓ. íÙ ÂÕÄÅÍ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÔØ, ÞÔÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÉ

´_1 = a_{11}; ´_2 = | | | a_{11} a_{12} a_{21} a_{22} | | | ; : : : ; ´^n = | | | | | a_{11} a_{12} : : : a_{1n} a_{21} a_{22} : : : a_{2n} : : : : : : : : : : : : : a_{n1} a_{n2} : : : a_{nn}

| | | | | ;

ÇÄÅ a_{ik} = A(e_i; e_k), ÏÔÌÉÞÎÙ ÏÔ ÎÕÌÑ. ôÏÇÄÁ, ÔÁË ÖÅ ËÁË É Œ § 6, ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÎÁÐÉÓÁÔØ ÆÏÒÍÕÌÕ ÄÌÑ ÎÁÈÏÖÄÅÎÉÑ ÂÁÚÉÓÏŒ, Œ ËÏÔÏÒÙÈ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÁÑ ÆÏÒÍÁ ÐÒÉŒÏÄÉÔÓÑ Ë ÓÕÍÍÅ ËŒÁÄÒÁÔÏŒ. üÔÉ ÆÏÒÍÕÌÙ Œ ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ

§ 8] ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÅ n-ÍÅÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ 109

Ó ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ (3) É (6) § 6. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÓÁÍÁ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÁÑ ÆÏÒÍÁ Œ ÎÏŒÏÍ ÂÁÚÉÓÅ ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ

A(x; x) = �^0 �_1

|¸_1|^2 + �^1

�_2

|¸_2|^2 + : : : +

�_{n−1} �_n

|¸_n|^2; (2)

ÇÄÅ ´_0 = 1. ïÔÓÀÄÁ, Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÏÐÒÅÄÅ- ÌÉÔÅÌÉ ´_1; ´_2; : : : ; ´_n ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙ; ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÅÓ- ÌÉ ÜÒÍÉÔÏŒÁ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÁÑ ÆÏÒÍÁ ÐÒÉŒÅÄÅÎÁ Ë ËÁÎÏÎÉ- ÞÅÓËÏÍÕ ŒÉÄÕ (2), ÔÏ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ˘_i ÒÁŒÎÙ A(e_i; e_i) É ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙ.

õ Ð Ò Á Ö Î Å Î É Å. äÏËÁÚÁÔØ ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔŒÅÎÎÏ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ËŒÁ- ÄÒÁÔÉÞÎÁÑ ÆÏÒÍÁ A(x; x) ÜÒÍÉÔÏŒÁ, ÔÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÉ ´1; ´2; : : : : : : ; ´n ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙ.

ôÁË ÖÅ, ËÁË É Œ § 6, ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÔÏ- ÇÏ ÞÔÏÂÙ ÜÒÍÉÔÏŒÁ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÁÑ ÆÏÒÍÁ A(x; x) ÂÙ- ÌÁ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÊ, ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ É ÄÏ- ÓÔÁÔÏÞÎÏ, ÞÔÏÂÙ ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÙÅ ÐÏ ÎÅÊ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÉ ´_1; ´_2; : : : ; ´_n ÂÙÌÉ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙ.

þÉÓÌÏ ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÈ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏŒ ÐÒÉ ËŒÁÄÒÁ- ÔÁÈ Œ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÏÍ ŒÉÄÅ ÜÒÍÉÔÏŒÏÊ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÙ ÒÁŒÎÏ ÞÉÓÌÕ ÐÅÒÅÍÅÎ ÚÎÁËÁ Œ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ- ÓÔÉ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÅÊ

1; ´_1; ´_2; : : : ; ´_n:

7. úÁËÏÎ ÉÎÅÒÃÉÉ. éÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÔÅÏÒÅÍÁ, ÄÏËÁÚÁÔÅÌØ- ÓÔŒÏ ËÏÔÏÒÏÊ ÎÉÞÅÍ ÎÅ ÏÔÌÉÞÁÅÔÓÑ ÏÔ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÊ ÔÅÏÒÅÍÙ Œ § 7.

ô Å Ï Ò Å Í Á 2. åÓÌÉ ÜÒÍÉÔÏŒÁ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÁÑ ÆÏÒ- ÍÁ ÉÍÅÅÔ Œ ÄŒÕÈ ÂÁÚÉÓÁÈ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÊ ŒÉÄ, ÔÏ ÞÉÓÌÏ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ, ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÈ É ÎÕÌÅŒÙÈ ËÏÜÆÆÉÃÉ- ÅÎÔÏŒ Œ ÏÂÏÉÈ ÓÌÕÞÁÑÈ ÏÄÎÏ É ÔÏ ÖÅ.

ðÏÎÑÔÉÅ ÒÁÎÇÁ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÙ, ŒŒÅÄÅÎÎÏÅ ÎÁ- ÍÉ Œ § 7 ÄÌÑ ÓÌÕÞÁÑ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ, ÐÅÒÅ- ÎÏÓÉÔÓÑ ÂÅÚ ÉÚÍÅÎÅÎÉÊ É ÎÁ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÊ ÓÌÕÞÁÊ.

ç ì á œ á II

ìéîåêîùå ðòåïâòáúïœáîéñ

§ 9. ìÉÎÅÊÎÙÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ É ÏÐÅÒÁÃÉÉ ÎÁÄ ÎÉÍÉ

1. ïÓÎÏŒÎÙÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ. œ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÇÌÁŒÅ ÍÙ ÉÚÕÞÁÌÉ ÆÕÎËÃÉÉ Œ n-ÍÅÒÎÏÍ ÌÉÎÅÊÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ, ÐÒÉÎÉÍÁÀÝÉÅ ÞÉÓÌÅÎÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ (ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ, ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÙÅ É Ô. Ä.). îÏ Œ ÒÑÄÅ ÓÌÕÞÁÅŒ ŒÏÚÎÉËÁÅÔ ÐÏÔÒÅÂÎÏÓÔØ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ÆÕÎËÃÉÉ ÄÒÕÇÏÇÏ ŒÉÄÁ, Á ÉÍÅÎÎÏ, ÆÕÎËÃÉÉ, ËÏÔÏÒÙÅ ÔÏÞËÁÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÓÔÁ- ŒÑÔ Œ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ ÓÎÏŒÁ ÔÏÞËÉ ÔÏÇÏ ÖÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ (Á ÎÅ ÞÉÓÌÁ). ðÒÏÓÔÅÊÛÉÍÉ ÓÒÅÄÉ ÆÕÎËÃÉÊ ÔÁËÏÇÏ ÒÏÄÁ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ.

ï Ð Ò Å Ä Å Ì Å Î É Å 1. ðÕÓÔØ ËÁÖÄÏÍÕ ŒÅËÔÏÒÕ x n-ÍÅÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÐÏÓÔÁŒÌÅÎ Œ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ ŒÅËÔÏÒ y ÜÔÏÇÏ ÖÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ. æÕÎËÃÉÀ y = A(x) ÍÙ ÎÁÚÏŒÅÍ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ R.

ðÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ A ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÙÍ, ÅÓÌÉ ŒÙ- ÐÏÌÎÅÎÙ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÕÓÌÏŒÉÑ:

1^∘ A(x_1 + x_2) = A(x_1) + A(x_2); 2^∘ A(˘x) = ˘A(x):

ôÁÍ, ÇÄÅ ÜÔÏ ÎÅ ÓÍÏÖÅÔ ÐÒÉŒÅÓÔÉ Ë ÎÅÄÏÒÁÚÕÍÅÎÉÑÍ, ŒÍÅÓÔÏ A(x) ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÐÉÓÁÔØ Ax.

ð Ò É Í Å Ò Ù. 1. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÒÅÈÍÅÒÎÏÅ ÅŒËÌÉÄÏŒÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ R É Œ ÎÅÍ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ, ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ Œ ÐÏŒÏÒÏÔÅ R ŒÏËÒÕÇ ËÁËÏÊ-ÌÉÂÏ ÏÓÉ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÅÊ ÞÅÒÅÚ

§ 9] ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ É ÏÐÅÒÁÃÉÉ ÎÁÄ ÎÉÍÉ 111

ÎÕÌØ. ëÁÖÄÏÍÕ ŒÅËÔÏÒÕ x ÓÔÁŒÉÔÓÑ Œ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ ŒÅË- ÔÏÒ Ax, ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÊ ÉÚ ÎÅÇÏ ÄÁÎÎÙÍ ÐÏŒÏÒÏÔÏÍ. õÓÌÏ- ŒÉÑ 1^∘ É 2^∘ ÐÒÏŒÅÒÑÀÔÓÑ ÂÅÚ ÔÒÕÄÁ. ðÒÏŒÅÒÉÍ, ÎÁÐÒÉ- ÍÅÒ, ÕÓÌÏŒÉÅ 1^∘. A(x_1 + x_2) ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ŒÅËÔÏÒÙ x_1 É x_2 ÓÎÁÞÁÌÁ ÓËÌÁÄÙŒÁÀÔÓÑ, Á ÚÁÔÅÍ ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÊ ŒÅË- ÔÏÒ ÐÏŒÏÒÁÞÉŒÁÅÔÓÑ. Ax_1 + Ax_2 ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ŒÅËÔÏÒÙ x_1 É x_2 ÓÐÅÒŒÁ ÐÏŒÏÒÁÞÉŒÁÀÔÓÑ, Á ÚÁÔÅÍ ÓËÌÁÄÙŒÁÀÔÓÑ. ñÓÎÏ, ÞÔÏ Œ ÏÂÏÉÈ ÓÌÕÞÁÑÈ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÏÄÉÎ É ÔÏÔ ÖÅ.

2. ðÕÓÔØ R^′ | ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÐÌÏÓËÏÓÔØ Œ ÔÒÅÈÍÅÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ R, ÐÒÏÈÏÄÑÝÁÑ ÞÅÒÅÚ ÎÕÌØ. ðÏÓÔÁŒÉÍ Œ ÓÏ- ÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ ËÁÖÄÏÍÕ ŒÅËÔÏÒÕ x ÅÇÏ ÐÒÏÅËÃÉÀ x^′ = Ax ÎÁ ÜÔÕ ÐÌÏÓËÏÓÔØ. õÓÌÏŒÉÑ 1^∘ É 2^∘ ÏÐÑÔØ ÌÅÇËÏ ÐÒÏŒÅ- ÒÑÀÔÓÑ. îÁÐÒÉÍÅÒ, 1^∘ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÐÒÏÅËÃÉÑ ÓÕÍÍÙ ÒÁŒÎÁ ÓÕÍÍÅ ÐÒÏÅËÃÉÊ.

3. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÁÆÆÉÎÎÏÅ n-ÍÅÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, Œ ËÏÔÏÒÏÍ ŒÅËÔÏÒ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎ ËÁË ÓÏŒÏËÕÐÎÏÓÔØ n ÞÉÓÅÌ.

ðÕÓÔØ ‖a_{ik}‖ | ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÍÁÔÒÉÃÁ. ðÏÓÔÁŒÉÍ Œ ÓÏÏÔ- ŒÅÔÓÔŒÉÅ ËÁÖÄÏÍÕ ŒÅËÔÏÒÕ

x = (¸_1; ¸_2; : : : ; ¸_n)

ŒÅËÔÏÒ y = Ax = (ȷ_1; ȷ_2; : : : ; ȷ_n);

ÇÄÅ ȷ_i ŒÙÞÉÓÌÑÀÔÓÑ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÁÍ

ȷ_i = n∑ k=1 a_{ik}¸_k:

õÓÌÏŒÉÑ 1^∘ É 2^∘, ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÝÉÅ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ- ŒÁÎÉÅ, ÐÒÏŒÅÒÑÀÔÓÑ ÂÅÚ ÔÒÕÄÁ.

4. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ n-ÍÅÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ÓÔÅÐÅÎÉ ⩽ n − 1.

ðÏÌÏÖÉÍ AP (t) = P^′(t);

ÇÄÅ P^′(t) | ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ P (t).

112 ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ [ÇÌ. ii

üÔÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ | ÌÉÎÅÊÎÏÅ. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, 1^∘ (P_1(t) + P_2(t))^′ = P^′_1(t) + P^′_2(t); 2^∘ (˘P (t))^′ = ˘P^′(t):

5. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, Œ ËÏÔÏÒÏÍ ŒÅËÔÏÒÁÍÉ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ f(t), 0 ⩽ t ⩽ 1. ðÏÌÏ- ÖÉÍ Af(t) = t∫ 0 f(ø) dø:

ðÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ A | ÌÉÎÅÊÎÏÅ. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ,

1^∘ A(f_1 + f_2) = t∫ 0 [f_1(ø) + f_2(ø)] dø =

= t∫ 0 f_1(ø) dø + t∫ 0 f_2(ø) dø = Af_1 + Af_2;

2^∘ A(˘f) = t∫ 0 ˘f(ø) dø =˘ t∫ 0 f(ø) dø = ˘Af:

6. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÏ ÖÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, ÞÔÏ É Œ ÐÒÉÍÅ- ÒÅ 5. ðÕÓÔØ k(t; s) | ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ, ÚÁÄÁÎÎÁÑ Œ ËŒÁÄÒÁÔÅ 0 ⩽ t ⩽ 1, 0 ⩽ s ⩽ 1. ðÏÌÏÖÉÍ

’(t) ≡ Af(t) = 1∫ 0 k(t; s)f(s) ds:

ðÒÏŒÅÒØÔÅ ÓÁÍÉ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ ÌÉÎÅÊÎÏ.

óÒÅÄÉ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ ÏÓÏÂÕÀ ÒÏÌØ ÉÇÒÁ- ÀÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÐÒÏÓÔÙÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ:

ÅÄÉÎÉÞÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ E, ÓÔÁŒÑÝÅÅ Œ ÓÏÏÔŒÅÔ- ÓÔŒÉÅ ËÁÖÄÏÍÕ ŒÅËÔÏÒÕ ÜÔÏÔ ÖÅ ÓÁÍÙÊ ŒÅËÔÏÒ, Ô. Å. Ex = x;

§ 9] ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ É ÏÐÅÒÁÃÉÉ ÎÁÄ ÎÉÍÉ 113

ÎÕÌÅŒÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ O, ÓÔÁŒÑÝÅÅ Œ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ ËÁÖÄÏÍÕ ŒÅËÔÏÒÕ x ÎÕÌÅŒÏÊ ŒÅËÔÏÒ:

Ox = 0:

2. óŒÑÚØ ÍÅÖÄÕ ÍÁÔÒÉÃÁÍÉ É ÌÉÎÅÊÎÙÍÉ ÐÒÅÏÂÒÁ- ÚÏŒÁÎÉÑÍÉ. ðÕÓÔØ e_1; e_2; : : : ; e_n | ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÂÁÚÉÓ Œ n-ÍÅÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ R É A | ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ- ŒÁÎÉÅ Œ R.

äÌÑ ÌÀÂÙÈ n ŒÅËÔÏÒÏŒ g_1; g_2; : : : ; g_n ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÏÄ- ÎÏ É ÔÏÌØËÏ ÏÄÎÏ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ A, ÔÁËÏÅ ÞÔÏ Ae_1 = g_1; Ae_2 = g_2; : : : ; Ae_n = g_n:

äÏËÁÖÅÍ ÜÔÏ. ðÏËÁÖÅÍ ÓÎÁÞÁÌÁ, ÞÔÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁ- ÎÉÅ A ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ŒÅËÔÏÒÁÍÉ Ae_1; Ae_2; : : : : : : ; Ae_n. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÐÕÓÔØ

x = ¸_1e_1 + ¸_2e_2 + : : : + ¸_ne_n (1)

| ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÊ ŒÅËÔÏÒ ÉÚ R. ôÏÇÄÁ

Ax = A(¸_1e_1 + ¸_2e_2 + : : : + ¸_ne_n) = = ¸_1Ae_1 + ¸_2Ae_2 + : : : + ¸_nAe_n (2)

É, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, Ax ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÐÏ Ae_1; Ae_2; : : : ; Ae_n.

ôÅÐÅÒØ ÐÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ŒÓÑËÉÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ g_1; g_2; : : : ; g_n ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ A, ÔÁ- ËÏÅ, ÞÔÏ Ae_i = g_i. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÐÏÓÔÁŒÉÍ Œ ÓÏÏÔŒÅÔ- ÓÔŒÉÅ ŒÅËÔÏÒÁÍ e_i ŒÅËÔÏÒÙ g_i; ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÍÕ ÖÅ ŒÅË- ÔÏÒÕ x = ¸_1e_1 + : : : + ¸_ne_n ÐÏÓÔÁŒÉÍ Œ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ ŒÅËÔÏÒ ¸_1g_1 + : : : + ¸_ng_n. ôÁË ËÁË ŒÅËÔÏÒ x ŒÙÒÁÖÁÅÔ- ÓÑ ÞÅÒÅÚ e_1 ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ, ÔÏ ÅÍÕ ÓÔÁŒÉÔÓÑ Œ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ ŒÐÏÌÎÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÊ ŒÅËÔÏÒ Ax. ìÅÇËÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÔÁË ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ A ÌÉÎÅÊÎÏ.

114 ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ [ÇÌ. ii

ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ŒÅËÔÏÒÁ g_k Œ ÂÁÚÉÓÅ e_1; e_2; : : : ; e_n ÞÅÒÅÚ a_{1k}; a_{2k}; : : : ; a_{nk}, Ô. Å. ÐÏÌÏÖÉÍ

g_k = Ae_k = n∑ i=1 a_{ik}e_i: (3)

óÏŒÏËÕÐÎÏÓÔØ ÞÉÓÅÌ a_{ik} (i; k = 1; 2; : : : ; n) ÏÂÒÁÚÕÅÔ ÍÁ- ÔÒÉÃÕ A = ‖a_{ik}‖;

ËÏÔÏÒÕÀ ÍÙ ÎÁÚÏŒÅÍ ÍÁÔÒÉÃÅÊ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁ- ÎÉÑ A Œ ÂÁÚÉÓÅ e_1; e_2; : : : ; e_n.

éÔÁË, ÍÙ ÄÏËÁÚÁÌÉ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÚÁÄÁÎÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ e_1; e_2; : : : ; e_n ËÁÖÄÏÍÕ ÌÉÎÅÊÎÏÍÕ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÀ A ÏÄ- ÎÏÚÎÁÞÎÏ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÍÁÔÒÉÃÁ ‖a_{ik}‖, É, ÏÂÒÁÔÎÏ, ËÁÖÄÏÊ ÍÁÔÒÉÃÅ ‖a_{ik}‖ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÏÔŒÅÞÁÅÔ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ, ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÍÏÅ ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ (3), (1), (2).

íÙ ŒÉÄÉÍ, ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÞÔÏ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÐÒÅÏÂÒÁ- ÚÏŒÁÎÉÑ ÍÏÖÎÏ ÏÐÉÓÙŒÁÔØ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÍÁÔÒÉÃ É ÍÁÔÒÉ- ÃÙ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÔÅÍ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉÍ ÁÐÐÁÒÁÔÏÍ, Ó ÐÏÍÏÝØÀ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÉÚÕÞÁÀÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ Œ ËÏÎÅÞ- ÎÏÍÅÒÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÈ.

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÉÚÍÅÎÅÎÉÉ ÂÁÚÉÓÁ ÍÁÔÒÉÃÁ, ÓÏÏÔ- ŒÅÔÓÔŒÕÀÝÁÑ ÄÁÎÎÏÍÕ ÌÉÎÅÊÎÏÍÕ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÀ, ŒÏ- ÏÂÝÅ ÇÏŒÏÒÑ, ÉÚÍÅÎÉÔÓÑ.

ð Ò É Í Å Ò Ù. 1. ðÕÓÔØ R | ÔÒÅÈÍÅÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓ- ÔŒÏ, A | ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ, ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ Œ ÐÒÏÅË- ÔÉÒÏŒÁÎÉÉ ËÁÖÄÏÇÏ ŒÅËÔÏÒÁ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔØ XY . ðÒÉÍÅÍ ÚÁ ÂÁÚÉÓ ÅÄÉÎÉÞÎÙÅ ŒÅËÔÏÒÙ e_1; e_2; e_3, ÎÁÐÒÁŒÌÅÎÎÙÅ ÐÏ ÏÓÑÍ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ. ôÏÇÄÁ

Ae_1 = e_1; Ae_2 = e_2; Ae_3 = 0;

Ô. Å. ÍÁÔÒÉÃÁ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ A Œ ÜÔÏÍ ÂÁÚÉÓÅ ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ

1 0 0 0 1 0 0 0 0 :

§ 9] ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ É ÏÐÅÒÁÃÉÉ ÎÁÄ ÎÉÍÉ 115

õ Ð Ò Á Ö Î Å Î É Å. îÁÊÔÉ ÍÁÔÒÉÃÕ ÔÏÇÏ ÖÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ Œ ÂÁÚÉÓÅ e^′_1; e^′_2; e^′_3, ÇÄÅ e^′_1 = e1; e^′_2 = e2; e^′_3 = e1 + e2 + e3:

2. ðÕÓÔØ E | ÅÄÉÎÉÞÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ É e_1; e_2; : : : : : : e_n | ÂÁÚÉÓ Œ R. ôÏÇÄÁ Ae_i = e_i (i = 1; 2; : : : ; n);

Ô. Å. ÍÁÔÒÉÃÁ ÅÄÉÎÉÞÎÏÇÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ Œ ÌÀÂÏÍ ÂÁ- ÚÉÓÅ ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ 1 0 : : : 0 0 1 : : : 0 : : : : : : : : 0 0 : : : 1 :

ìÅÇËÏ ÔÁËÖÅ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÍÁÔÒÉÃÁ ÎÕÌÅŒÏÇÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ- ŒÁÎÉÑ Œ ÌÀÂÏÍ ÂÁÚÉÓÅ ÓÏÓÔÏÉÔ ÓÐÌÏÛØ ÉÚ ÎÕÌÅÊ.

3. ðÕÓÔØ R | ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ÓÔÅÐÅÎÉ ⩽ n − 1. ðÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ A | ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÅ, Ô. Å. AP (t) = P^′(t):

œÙÂÅÒÅÍ Œ R ÂÁÚÉÓ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ:

e_1 = 1; e_2 = t; e_3 = t^22! ; : : : ; e_n = t^{n−1}(n − 1)!:

ôÏÇÄÁ

Ae_1 = 1^′ = 0; Ae_2 = t^′ = 1; Ae_3 =

( t_2 2 )_′ = t = e_2; : : :

: : : ; Ae_n =

( t_{n−1} (n − 1)! )_′ = t^{n−2}

(n − 2)!

= e_{n−1}:

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÁÔÒÉÃÁ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ A Œ ÜÔÏÍ

116 ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ [ÇÌ. ii

ÂÁÚÉÓÅ ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ 0 1 0 : : : 0 0 0 1 : : : 0 : : : : : : : : : : 0 0 0 : : : 1 0 0 0 : : : 0 :

ðÕÓÔØ A | ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ, e_1; e_2; : : : ; e_n | ÂÁÚÉÓ Œ R É ‖a_{ik}‖ | ÍÁÔÒÉÃÁ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ A Œ ÜÔÏÍ ÂÁÚÉÓÅ. ðÕÓÔØ x = ¸_1e_1 + ¸_2e_2 + : : : + ¸_ne_n; (4) Ax = ȷ_1e_1 + ȷ_2e_2 + : : : + ȷ_ne_e: (4^′) îÁÊÄÅÍ ŒÙÒÁÖÅÎÉÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ȷ_1; ȷ_2; : : : ; ȷ_n ŒÅËÔÏÒÁ Ax ÞÅÒÅÚ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ¸_1; ¸_2; : : : ; ¸_n ŒÅËÔÏÒÁ x. éÍÅÅÍ:

Ax = A(¸_1e_1 + ¸_2e_2 + : : : + ¸_ne_n) = = ¸_1(a_{11}e_1 + a_{21}e_2 + : : : + a_{n1}e_n) + + ¸_2(a_{12}e_1 + a_{22}e_2 + : : : + a_{n2}e_n) + . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . + ¸_n(a_{1n}e_1 + a_{2n}e_2 + : : : + a_{nn}e_n) = = (a_{11}¸_1 + a_{12}¸_2 + : : : + a_{1n}¸_n)e_1 + + (a_{21}¸_1 + a_{22}¸_2 + : : : + a_{2n}¸_n)e_2 + . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . + (a_{n1}¸_1 + a_{n2}¸_2 + : : : + a_{nn}¸_n)e_n:

óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÓÒÁŒÎÉŒÁÑ Ó (4^′), ÐÏÌÕÞÁÅÍ: ȷ_1 = a_{11}¸_1 + a_{12}¸_2 + : : : + a_{1n}¸_n; ȷ_2 = a_{21}¸_1 + a_{22}¸_2 + : : : + a_{2n}¸_n; . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ȷ_n = a_{n1}¸_1 + a_{n2}¸_2 + : : : + a_{nn}¸_n;

§ 9] ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ É ÏÐÅÒÁÃÉÉ ÎÁÄ ÎÉÍÉ 117

ÉÌÉ ËÏÒÏÞÅ:

ȷ_i = n∑ k=1 a_{ik}¸_k: (5)

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ: ÅÓÌÉ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ A ÉÍÅÅÔ Œ ÄÁÎÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ e_1; e_2; : : : ; e_n ÍÁÔÒÉÃÕ ‖a_{ik}‖, ÔÏ ÂÁÚÉÓÎÙÅ ŒÅËÔÏÒÙ ÐÒÅÏÂÒÁÚÕÀÔÓÑ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÓÔÏÌÂ- ÃÏŒ ÜÔÏÊ ÍÁÔÒÉÃÙ [ÆÏÒÍÕÌÁ (3)], Á ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÐÒÏÉÚ- ŒÏÌØÎÏÇÏ ŒÅËÔÏÒÁ | Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÅÅ ÓÔÒÏË [ÆÏÒÍÕÌÁ (5)].

3. óÌÏÖÅÎÉÅ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ. ìÉÎÅÊÎÙÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ ÍÏÖÎÏ ÓËÌÁÄÙŒÁÔØ É ÕÍÎÏ- ÖÁÔØ.

ï Ð Ò Å Ä Å Ì Å Î É Å 2. ðÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅÍ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ A É B ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ C, ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ Œ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÍ ŒÙÐÏÌÎÅÎÉÉ ÓÎÁÞÁÌÁ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ B, Á ÚÁÔÅÍ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ A.

äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ: C = AB ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏ- ÇÏ x Cx = A(Bx).

ðÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ ÅÓÔØ ÌÉÎÅÊ- ÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ, Ô. Å. ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÕÓÌÏŒÉÑÍ 1^∘ É 2^∘ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ 1. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ,

C(x_1 + x_2) = A[B(x_1 + x_2)] = A(Bx_1 + Bx_2) = = ABx_1 + ABx_2 = Cx_1 + Cx_2:

ðÅÒŒÏÅ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÎÁÐÉÓÁÎÏ ÎÁ ÏÓÎÏŒÁÎÉÉ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ, ŒÔÏÒÏÅ ÎÁ ÏÓÎÏŒÁÎÉÉ ÓŒÏÊÓÔŒÁ 1^∘ ÄÌÑ B, ÔÒÅÔØÅ Œ ÓÉÌÕ ÔÏÇÏ ÖÅ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ÄÌÑ A É, ÎÁËÏÎÅÃ, ÞÅÔ- ŒÅÒÔÏÅ ÏÐÑÔØ-ÔÁËÉ Œ ÓÉÌÕ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ.

áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÐÏËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ C(˘x) = ˘Cx. åÓÌÉ E | ÅÄÉÎÉÞÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ, Á A | ÐÒÏÉÚ- ŒÏÌØÎÏÅ, ÔÏ ÌÅÇËÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ

AE = EA = A:

ëÁË ÏÂÙÞÎÏ, ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÍ ÓÔÅÐÅÎÉ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ A:

A^2 = A · A; A^3 = A^2 · A; : : : É Ô. Ä.

118 ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ [ÇÌ. ii

ëÁË É ÄÌÑ ÞÉÓÅÌ, ÐÏÌÁÇÁÅÍ, ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, A^0 = E. ïÞÅŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ A^{m+n} = A^m · A^n:

ð Ò É Í Å Ò. R | ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ P (t) ÓÔÅÐÅÎÉ ÎÅ ŒÙÛÅ n − 1. ïÐÒÅÄÅÌÉÍ Œ ÎÅÍ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁ- ÎÉÅ D ÆÏÒÍÕÌÏÊ

DP (t) = P^′(t);

ÇÄÅ P^′(t) | ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ P (t). ôÏÇÄÁ ÄÌÑ ÌÀ- ÂÏÇÏ P (t)

D^2P (t) = D(DP (t)) = (P^′(t))^′ = P^{′′}(t):

üÔÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ D^2. áÎÁ- ÌÏÇÉÞÎÏ ÍÏÖÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ D^3P (t) = = P^{′′′}(t); : : : úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ Œ ÄÁÎÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ D^n = 0. äÅÊ- ÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÔÁË ËÁË ŒÅËÔÏÒÁÍÉ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ÓÔÅÐÅÎÉ ⩽ n − 1, ÔÏ

D^nP (t) = P^{(n)}(t) = 0:

õ Ð Ò Á Ö Î Å Î É Å. œÙÂÅÒÅÍ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ÓÔÅ- ÐÅÎÉ ÎÅ ŒÙÛÅ, ÞÅÍ n − 1, ÂÁÚÉÓ, ÕËÁÚÁÎÎÙÊ Œ ÐÒÉÍÅÒÅ 3 Ð. 2 ÜÔÏÇÏ ÐÁÒÁÇÒÁÆÁ. îÁÊÔÉ Œ ÜÔÏÍ ÂÁÚÉÓÅ ÍÁÔÒÉÃÙ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ D; D^2; D^3; : : :

íÙ ÚÎÁÅÍ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÚÁÄÁÎÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ e_1; e_2; : : : ; e_n ËÁ- ÖÄÏÍÕ ÌÉÎÅÊÎÏÍÕ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÀ ÏÔŒÅÞÁÅÔ ÍÁÔÒÉÃÁ. ðÕÓÔØ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÀ A ÏÔŒÅÞÁÅÔ ÍÁÔÒÉÃÁ ‖a_{ik}‖, ÐÒÅ- ÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÀ B | ÍÁÔÒÉÃÁ ‖b_{ik}‖; ÎÁÊÄÅÍ ÍÁÔÒÉÃÕ ‖c_{ik}‖, ÏÔŒÅÞÁÀÝÕÀ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÀ C = AB. œ ÓÉÌÕ ÏÐÒÅÄÅ- ÌÅÎÉÑ ÍÁÔÒÉÃÙ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ C ÍÙ ÉÍÅÅÍ:

Ce_k = ∑ i c_{ik}e_i: (6)

äÁÌÅÅ,

ABe_k = A

(_n ∑ j=1 b_{jk}e_j ) = ∑ j b_{jk}Ae_j = ∑ j;i b_{jk}a_{ij}e_i: (7)

§ 9] ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ É ÏÐÅÒÁÃÉÉ ÎÁÄ ÎÉÍÉ 119

óÒÁŒÎÉŒÁÑ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÐÒÉ e_i Œ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁÈ (6) É (7), ÐÏÌÕÞÁÅÍ: c_{ik} = ∑ j a_{ij} b_{jk}: (8)

íÙ ŒÉÄÉÍ, ÞÔÏ ÜÌÅÍÅÎÔ c_{ik} ÍÁÔÒÉÃÙ C ÅÓÔØ ÓÕÍÍÁ ÐÒÏ- ÉÚŒÅÄÅÎÉÊ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ i-Ê ÓÔÒÏËÉ ÍÁÔÒÉÃÙ A ÎÁ ÓÏÏÔ- ŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ k-ÇÏ ÓÔÏÌÂÃÁ ÍÁÔÒÉÃÙ B. ôÁË ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÁÑ ÍÁÔÒÉÃÁ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅÍ ÍÁ- ÔÒÉÃÙ A ÎÁ ÍÁÔÒÉÃÕ B. éÔÁË, ÅÓÌÉ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÀ A ÏÔŒÅÞÁÅÔ ÍÁÔÒÉÃÁ ‖a_{ik}‖, Á ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÀ B | ÍÁÔÒÉ- ÃÁ ‖b_{ik}‖, ÔÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÀ ÜÔÉÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ ÏÔŒÅ- ÞÁÅÔ ÍÁÔÒÉÃÁ ‖c_{ik}‖, ÑŒÌÑÀÝÁÑÓÑ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅÍ ÍÁÔÒÉÃ ‖a_{ik}‖ É ‖b_{ik}‖. ðÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÍÁÔÒÉÃ ŒÙÞÉÓÌÑÅÔÓÑ ÐÏ ÆÏÒ- ÍÕÌÅ (8).

ï Ð Ò Å Ä Å Ì Å Î É Å 3. óÕÍÍÏÊ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ- ŒÁÎÉÊ A É B ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÔÁËÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ C, ËÏ- ÔÏÒÏÅ ËÁÖÄÏÍÕ ŒÅËÔÏÒÕ x ÓÔÁŒÉÔ Œ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ ŒÅËÔÏÒ Ax + Bx; ÉÎÁÞÅ ÇÏŒÏÒÑ, C = A + B ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ Cx = Ax + Bx ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ x.

ðÕÓÔØ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ C ÅÓÔØ ÓÕÍÍÁ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ A É B. ôÏÇÄÁ, ÚÎÁÑ ÍÁÔÒÉÃÙ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ A É B, ÌÅÇ- ËÏ ÎÁÊÔÉ ÍÁÔÒÉÃÕ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ C. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÐÕÓÔØ ‖a_{ik}‖, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ ‖b_{ik}‖, ÓÕÔØ ÍÁÔÒÉÃÙ ÐÒÅ- ÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ A, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ B, Ô. Å.

Ae_k = ∑ i a_{ik}e_i; Be_k = ∑ i b_{ik}e_i;

É ‖c_{ik}‖ | ÍÁÔÒÉÃÁ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ C, Ô. Å.

Ce_k = ∑ i c_{ik}e_i:

ôÁË ËÁË C = A + B, ÔÏ

Ce_k = Ae_k + Be_k = ∑ i (a_{ik} + b_{ik})e_i

120 ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ [ÇÌ. ii

É, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ,

c_{ik} = a_{ik} + b_{ik}:

íÁÔÒÉÃÁ ‖a_{ik} + b_{ik}‖ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÕÍÍÏÊ ÍÁÔÒÉÃ ‖a_{ik}‖ É ‖b_{ik}‖. éÔÁË: ÍÁÔÒÉÃÁ ÓÕÍÍÙ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁ- ÎÉÊ ÒÁŒÎÁ ÓÕÍÍÅ ÍÁÔÒÉÃ, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÈ ÏÔÄÅÌØ- ÎÙÍ ÓÌÁÇÁÅÍÙÍ.

ïÐÅÒÁÃÉÉ ÓÌÏÖÅÎÉÑ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÐÒÅÏÂÒÁ- ÚÏŒÁÎÉÊ ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÔ ÏÂÙÞÎÙÍ ÄÌÑ ÓÌÏÖÅÎÉÑ É ÕÍÎÏ- ÖÅÎÉÑ ÕÓÌÏŒÉÑÍ, Á ÉÍÅÎÎÏ:

1^∘ A + B = B + A; 2^∘ (A + B) + C = A + (B + C); 3^∘ A(BC) = (AB)C;

4^∘ { (A + B)C = AC + BC; C(A + B) = CA + CB:

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ, ŒÏÏÂÝÅ ÇÏŒÏÒÑ, ÎÅËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏ. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ŒÏÚØ-

ÍÅÍ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ A Ó ÍÁÔÒÉÃÅÊ ‖ ‖ ‖ 1 1 0 1 ‖ ‖ ‖ É ÌÉ-

ÎÅÊÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ B Ó ÍÁÔÒÉÃÅÊ ‖ ‖1 0 1 1 ‖ ‖. ôÁË ËÁË ‖ ‖1 1 0 1 ‖ ‖ ‖ ‖1 0 1 1 ‖ ‖ = ‖ ‖2 1 1 1 ‖ ‖ ; Á ‖ ‖ ‖ 1 0 1 1 ‖ ‖ ‖ ‖ ‖ ‖ 1 1 0 1 ‖ ‖ ‖ = ‖ ‖ ‖ 1 1 1 2 ‖ ‖ ‖ ; ÔÏ AB ≠ BA:

íÙ ÍÏÇÌÉ ÂÙ ÂÅÚ ÂÏÌØÛÏÇÏ ÔÒÕÄÁ ÄÏËÁÚÁÔØ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ 1^∘{4^∘ ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔŒÅÎÎÏ. îÏ Œ ÜÔÏÍ ÎÅÔ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏÓÔÉ.

§ 9] ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ É ÏÐÅÒÁÃÉÉ ÎÁÄ ÎÉÍÉ 121

œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÍÅÖÄÕ ÌÉÎÅÊÎÙÍÉ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑÍÉ É ÍÁÔÒÉÃÁÍÉ ÕÓÔÁÎÏŒÌÅÎÏ ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ ÓÏÏÔŒÅÔ- ÓÔŒÉÅ, ÐÒÉÞÅÍ ÓÕÍÍÅ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÓÕÍÍÁ, Á ÐÒÏÉÚŒÅÄÅ- ÎÉÀ | ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ. äÌÑ ÍÁÔÒÉÃ ÆÏÒÍÕÌÙ 1^∘{4^∘ ÄÏËÁ- ÚÙŒÁÀÔÓÑ Œ ËÕÒÓÅ ÁÌÇÅÂÒÙ; Œ ÓÉÌÕ ÕÓÔÁÎÏŒÌÅÎÎÏÇÏ ÓÏÏÔ- ŒÅÔÓÔŒÉÑ ÏÎÉ ÁŒÔÏÍÁÔÉÞÅÓËÉ ÐÅÒÅÎÏÓÑÔÓÑ ÎÁ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ.

ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÅÝÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ- ŒÁÎÉÑ A ÎÁ ÞÉÓÌÏ ˘; ÐÏÄ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅÍ ˘A ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÐÏÎÉÍÁÔØ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ, ËÏÔÏÒÏÅ ËÁÖÄÏÍÕ ŒÅËÔÏÒÕ x ÓÔÁŒÉÔ Œ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ ŒÅËÔÏÒ ˘(Ax). ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÌÉ- ÎÅÊÎÏÍÕ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÀ A ÏÔŒÅÞÁÅÔ ÍÁÔÒÉÃÁ ‖a_{ik}‖, ÔÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÀ ˘A ÏÔŒÅÞÁÅÔ ÍÁÔÒÉÃÁ ‖˘a_{ik}‖.

õ Ð Ò Á Ö Î Å Î É Å. ðÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ R Ó ŒŒÅÄÅÎÎÙÍÉ ÚÄÅÓØ ÏÐÅÒÁÃÉÑÍÉ ÓÌÏÖÅÎÉÑ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÞÉÓÌÏ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ. ëÁËÏŒÁ ÅÇÏ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ?

õÍÅÑ ÎÁÈÏÄÉÔØ ÓÕÍÍÕ É ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÐÒÅ- ÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ, ÍÏÖÎÏ ÔÅÐÅÒØ ÎÁÊÔÉ ÌÀÂÏÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÏÔ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ A. ðÕÓÔØ P (t) = a_0t^m + a_1t^{m−1} + : : : : : :+a_m | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ. ôÏÇÄÁ ÐÏÄ P (A) ÍÙ ÐÏÎÉÍÁÅÍ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ, ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÅ ÆÏÒ- ÍÕÌÏÊ

P (A) = a_0A^m + a_1A^{m−1} + : : : + a_mE:

ð Ò É Í Å Ò. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ R, ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ËÏÔÏÒÏ- ÇÏ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÆÕÎËÃÉÉ, ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÅ ÎÁ ÉÎÔÅÒŒÁÌÅ (a; b) É ÉÍÅ- ÀÝÉÅ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÅ ŒÓÅÈ ÐÏÒÑÄËÏŒ. œ ÜÔÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÒÁÓÓÍÏ- ÔÒÉÍ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ D, ËÏÔÏÒÏÅ ËÁÖÄÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÓÔÁ- ŒÉÔ Œ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ ÅÅ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÕÀ, Ô. Å.

Df(t) = f^′(t):

ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ ÎÁÍ ÚÁÄÁÎ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ P (t) = a0t^m +a1t^{m−1} +: : :+am. ôÏÇÄÁ P (D) ÅÓÔØ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ, ËÏÔÏÒÏÅ ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ ÆÕÎËÃÉÀ f(t) Œ

P (D)f(t) = a0f^{(m)}(t) + a1f^{(m−1)}(t) + : : : + amf(t):

122 ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ [ÇÌ. ii

œ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÉ Ó ŒŒÅÄÅÎÎÙÍÉ ŒÙÛÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑÍÉ ÓÌÏÖÅÎÉÑ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÍÁÔÒÉÃ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÏÔ ÍÁÔÒÉ- ÃÙ A ÍÙ ÚÁÄÁÅÍ ÆÏÒÍÕÌÏÊ

P (A) = a_0A^m + a_1A^{m−1} + : : : + a_mE:

ð Ò É Í Å Ò. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ A | ÔÁË ÎÁÚÙŒÁÅÍÁÑ ÄÉÁÇÏ- ÎÁÌØÎÁÑ ÍÁÔÒÉÃÁ, Ô. Å. ÍÁÔÒÉÃÁ, Õ ËÏÔÏÒÏÊ ÎÁ ŒÓÅÈ ÍÅÓÔÁÈ, ËÒÏÍÅ ÇÌÁŒÎÏÊ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ, ÓÔÏÑÔ ÎÕÌÉ. îÁÊÄÅÍ p(A). íÙ ÉÍÅÅÍ

A = ˘1 0 0 : : : 0 0 ˘2 0 : : : 0 : : : : : : : : : : : : : : 0 0 0 : : : ˘n ; ÔÏÇÄÁ

A^2 =

˘^2_1 0 : : : 0 0 ˘^2 : : : 0 : : : : : : : : : : : : 0 0 : : : ˘^2_n

; : : : ; A^m =

˘^m_1 0 : : : 0 0 ˘^m_2 : : : 0 : : : : : : : : : : : : : : 0 0 : : : ˘^m_n :

ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ P (t) = a0t^m + : : : + am−1t + am, ÔÏ

P (A) =

P (˘1) 0 : : : 0 0 P (˘2) : : : 0 : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :

0 0 : : : P (˘n) : õ Ð Ò Á Ö Î Å Î É Å. ðÕÓÔØ ÍÁÔÒÉÃÁ A ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ 0 1 0 0 : : : 0 0 0 1 0 : : : 0 0 0 0 1 : : : 0 : : : : : : : : : : : : : 0 0 0 0 : : : 1 0 0 0 0 : : : 0 :

îÁÊÔÉ P (A).

íÏÖÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÏÔ ÍÁÔÒÉÃÙ, ÎÏ É ŒÏÏÂÝÅ ÆÕÎËÃÉÀ ÏÔ ÍÁÔÒÉÃÙ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ e^A, sin A, É Ô. Ä.

óÏŒÏËÕÐÎÏÓÔØ ÍÁÔÒÉÃ n-ÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ ÏÂÒÁÚÕÅÔ, ËÁË ÍÙ ÕÖÅ ÕÐÏÍÉÎÁÌÉ Œ § 1 (ÓÔÒ. 9, ÐÒÉÍÅÒ 5), ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, ÅÓÌÉ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÓÕÍÍÕ É ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÍÁÔÒÉÃ ÎÁ ÞÉÓÌÏ, ËÁË ÏÂÙÞÎÏ. üÔÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÉÍÅÅÔ

§ 9] ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ É ÏÐÅÒÁÃÉÉ ÎÁÄ ÎÉÍÉ 123

n^2 ÉÚÍÅÒÅÎÉÊ (ËÁÖÄÁÑ ÍÁÔÒÉÃÁ ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÓÉÓÔÅÍÏÊ n^2 ÞÉÓÅÌ); ÐÏÜÔÏÍÕ ŒÓÑËÉÅ n^2 + 1 ÍÁÔÒÉÃ ÌÉÎÅÊÎÏ ÚÁŒÉÓÉ- ÍÙ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÓÔÅÐÅÎÅÊ ÎÅËÏÔÏ- ÒÏÊ ÍÁÔÒÉÃÙ A:

E; A; A^2; : : : ; A^{n2} :

ôÁË ËÁË ÉÈ n^2 + 1, ÔÏ ÏÎÉ ÌÉÎÅÊÎÏ ÚÁŒÉÓÉÍÙ, Ô. Å. ÓÕÝÅ- ÓÔŒÕÀÔ ÞÉÓÌÁ a_0; a_1; a_2; : : : ; a_n2 ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ

a_0E + a_1A + a_2A^2 + : : : + a_n2 A^{n2} = 0:

íÙ ÐÏÌÕÞÉÌÉ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÉÎÔÅÒÅÓÎÙÊ ŒÙŒÏÄ: ÄÌÑ ËÁ- ÖÄÏÊ ÍÁÔÒÉÃÙ ÐÏÒÑÄËÁ n ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÓÔÅ- ÐÅÎÉ n^2 ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ P (A) = 0. õËÁÚÁÎÎÙÊ ÚÄÅÓØ ÏÞÅÎØ ÐÒÏÓÔÏÊ ŒÙŒÏÄ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ P (t), ÄÌÑ ËÏ- ÔÏÒÏÇÏ P (A) = 0, ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÄŒÕÍÑ ÎÅÄÏÓÔÁÔËÁÍÉ. œÏ- ÐÅÒŒÙÈ, ÎÅ ÕËÁÚÁÎ ÓÐÏÓÏÂ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÔÁËÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅ- ÎÁ É, ŒÏ-ŒÔÏÒÙÈ, ÓÔÅÐÅÎØ ÔÁËÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ÚÁŒÙÛÅÎÁ. œ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÍÙ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÐÏÚÖÅ ÐÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÍÁÔÒÉÃÙ A ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÓÔÅÐÅ- ÎÉ n, ÏÞÅÎØ ÐÒÏÓÔÏ ÓŒÑÚÁÎÎÙÊ Ó ÍÁÔÒÉÃÅÊ É ÏÂÒÁÝÁÀ- ÝÉÊÓÑ Œ ÎÕÌØ ÐÒÉ ÐÏÄÓÔÁÎÏŒËÅ Œ ÎÅÇÏ ÜÔÏÊ ÍÁÔÒÉÃÙ.

4. ïÂÒÁÔÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ. ñÄÒÏ É ÏÂÒÁÚ ÐÒÅÏÂÒÁ- ÚÏŒÁÎÉÑ.

ï Ð Ò Å Ä Å Ì Å Î É Å 4. ðÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ B ÎÁÚÙŒÁ- ÅÔÓÑ ÏÂÒÁÔÎÙÍ Ë A, ÅÓÌÉ AB = BA = E, ÇÄÅ E | ÅÄÉÎÉÞÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ.

œ ÓÉÌÕ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ E ÜÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏ- ÇÏ x B(Ax) = x, Ô. Å. ÅÓÌÉ A ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ x Œ ŒÅËÔÏÒ Ax, ÔÏ ÏÂÒÁÔÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ B ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ ŒÅËÔÏÒ Ax ÏÂÒÁÔÎÏ Œ ŒÅËÔÏÒ x. ðÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ, ÏÂÒÁÔÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁ- ÚÏŒÁÎÉÀ A, ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ A^{−1}.

îÅ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÏÂÒÁÔ- ÎÏÅ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ, ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ Œ ÐÒÏÅËÔÉ- ÒÏŒÁÎÉÉ ÔÒÅÈÍÅÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔØ XY (ÓÍ. ÐÒÉÍÅÒ 1 Ð. 1), ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÏÂÒÁÔÎÏÇÏ.

124 ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ [ÇÌ. ii

ó ÐÏÎÑÔÉÅÍ ÏÂÒÁÔÎÏÇÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ ÓŒÑÚÁÎÏ ÐÏÎÑ- ÔÉÅ ÏÂÒÁÔÎÏÊ ÍÁÔÒÉÃÙ. ëÁË ÉÚŒÅÓÔÎÏ, ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÍÁ- ÔÒÉÃÙ A, ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÅÊ ÕÓÌÏŒÉÀ Det(A) ≠ 0, ÍÏÖÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÍÁÔÒÉÃÕ A^{−1}, ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÕÀ ÕÓÌÏŒÉÀ

AA^{−1} = A^{−1}A = E: (9)

üÔÁ ÍÁÔÒÉÃÁ A^{−1} ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÏÂÒÁÔÎÏÊ Ë ÍÁÔÒÉÃÅ A. åÅ ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ, ÒÅÛÁÑ ÓÉÓÔÅÍÕ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ, ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÕÀ ÍÁÔÒÉÞÎÏÍÕ ÒÁŒÅÎÓÔŒÕ (9). üÌÅÍÅÎÔÙ ÅÅ k-ÇÏ ÓÔÏÌÂÃÁ ÏËÁÖÕÔÓÑ ÒÁŒÎÙÍÉ ÍÉÎÏÒÁÍ k-Ê ÓÔÒÏËÉ ÍÁÔÒÉÃÙ A, ÄÅÌÅÎÎÙÍ ÎÁ ÅÅ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ. ìÅÇËÏ ÐÒÏ- ŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÔÁË ÓÏÓÔÁŒÌÅÎÎÁÑ ÍÁÔÒÉÃÁ A^{−1} ÕÄÏŒÌÅÔŒÏ- ÒÑÅÔ ÕÓÌÏŒÉÑÍ (9).

ôÁË ËÁË ÐÒÉ ÚÁÄÁÎÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ ÍÅÖÄÕ ÍÁÔÒÉÃÁÍÉ É ÌÉ- ÎÅÊÎÙÍÉ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑÍÉ ÉÍÅÅÔÓÑ ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞ- ÎÏÅ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ, ÓÏÈÒÁÎÑÀÝÅÅ ÏÐÅÒÁÃÉÀ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ, ÔÏ, ÄÌÑ ÔÏÇÏ ÞÔÏÂÙ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ A ÉÍÅÌÏ ÏÂÒÁÔ- ÎÏÅ, ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ É ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ, ÞÔÏÂÙ ÅÇÏ ÍÁÔÒÉÃÁ Œ ËÁËÏÍ-ÎÉÂÕÄØ ÂÁÚÉÓÅ ÉÍÅÌÁ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ, ÏÔÌÉÞÎÙÊ ÏÔ ÎÕÌÑ, Ô. Å. ÉÍÅÌÁ ÂÙ ÒÁÎÇ n. ðÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ, ÉÍÅ- ÀÝÅÅ ÏÂÒÁÔÎÏÅ, ÎÁÚÙŒÁÀÔ ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÙÍ.

ó ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÍ ÌÉÎÅÊÎÙÍ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅÍ A ÓŒÑ- ÚÁÎÙ ÄŒÁ ŒÁÖÎÙÈ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ | ÑÄÒÏ É ÏÂÒÁÚ ÜÔÏ- ÇÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ.

ï Ð Ò Å Ä Å Ì Å Î É Å 5. óÏŒÏËÕÐÎÏÓÔØ M ŒÅËÔÏÒÏŒ ŒÉÄÁ Ax, ÇÄÅ x ÐÒÏÂÅÇÁÅÔ ŒÓÅ R, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÏÂÒÁÚÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ R ÐÒÉ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÉ A.

äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ÏÂÒÁÚ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ | ÜÔÏ ÍÎÏÖÅ- ÓÔŒÏ ÔÅÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ y, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ Ax = y ÉÍÅÅÔ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÏ ÒÅÛÅÎÉÅ. ñÓÎÏ, ÞÔÏ Õ ÏÂÒÁÔÉÍÏÇÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ ÏÂÒÁÚ ÅÓÔØ ŒÓÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ.

ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ M ÅÓÔØ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÁ R. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÐÕÓÔØ y_1 ∈ M É y_2 ∈ M.

üÔÏ ÚÎÁÞÉÔ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ x_1 É x_2 ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ y_1 = = Ax_1 É y_2 = Ax_2. îÏ ÔÏÇÄÁ y_1 + y_2 = Ax_1 + Ax_2 =

§ 9] ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ É ÏÐÅÒÁÃÉÉ ÎÁÄ ÎÉÍÉ 125

= A(x_1 + x_2) É, ÚÎÁÞÉÔ, y_1 + y_2 ∈ M. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÅÓÌÉ y = Ax, ÔÏ ˘y = ˘Ax = A˘x, Ô. Å. ˘y ∈ M.

óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, M ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ. òÁÚ- ÍÅÒÎÏÓÔØ ÜÔÏÇÏ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÒÁÎÇÏÍ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ A.

ð Ò É Í Å Ò. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ A, ÓÏÓÔÏÑ- ÝÅÅ Œ ÐÒÏÅËÔÉÒÏŒÁÎÉÉ ÔÒÅÈÍÅÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ R Œ ÐÌÏÓËÏÓÔØ XY (ÐÒÉÍÅÒ 1, Ð. 2). ïÞÅŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÏÂÒÁÚ ÜÔÏ- ÇÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ ÅÓÔØ ÐÌÏÓËÏÓÔØ XY .

õ Ð Ò Á Ö Î Å Î É Å. îÁÐÉÓÁÔØ ÍÁÔÒÉÃÕ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ ÐÒÅ- ÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ A Œ ÂÁÚÉÓÅ, ÐÅÒŒÙÅ k ŒÅËÔÏÒÏŒ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÂÁÚÉÓÏÍ Œ ÏÂÒÁÚÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÉ.

äÒÕÇÉÍ ŒÁÖÎÙÍ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÑÄÒÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ A, ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ ÉÚ ŒÓÅÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ, ÐÅÒÅ- ÈÏÄÑÝÉÈ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÉ Œ ÎÕÌØ.

ï Ð Ò Å Ä Å Ì Å Î É Å 6. óÏŒÏËÕÐÎÏÓÔØ N ŒÅËÔÏÒÏŒ x ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ Ax = 0, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÑÄÒÏÍ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁ- ÎÉÑ A.

ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÑÄÒÏ ÔÁËÖÅ ÅÓÔØ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÐÒÏÓÔ- ÒÁÎÓÔŒÁ R. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÅÓÌÉ Ax_1 = 0 É Ax_2 = 0, ÔÏ A(x_1 + x_2) = Ax_1 + Ax_2 = 0. ôÏÞÎÏ ÔÁË ÖÅ, ÅÓÌÉ Ax = 0, ÔÏ A˘x = ˘Ax = 0, Ô. Å. N ÅÓÔØ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ.

ïÞÅŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ A | ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ- ŒÁÎÉÅ, ÔÏ ÅÇÏ ÑÄÒÏ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÎÕÌÑ (Ô. Å. ÓÉÓÔÅÍÁ ÏÄÎÏ- ÒÏÄÎÙÈ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ Ó ÏÔÌÉÞÎÙÍ ÏÔ ÎÕÌÑ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÅÍ ÉÍÅÅÔ ÔÏÌØËÏ ÎÕÌÅŒÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ).

õ Ð Ò Á Ö Î Å Î É Å. îÁÐÉÓÁÔØ ÍÁÔÒÉÃÕ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ A Œ ÂÁ- ÚÉÓÅ, ÐÅÒŒÙÅ k ŒÅËÔÏÒÏŒ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÅÓÔØ ÂÁÚÉÓ ÑÄÒÁ.

ð Ò É Í Å Ò. ðÕÓÔØ R | ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ÓÔÅÐÅÎÉ ⩽ n − 1 É ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ A | ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏ- ŒÁÎÉÅ, Ô. Å.

AP (t) = P^′(t):

126 ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ [ÇÌ. ii

ñÄÒÏ ÜÔÏÇÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ P (t), ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ P^′(t) = 0, Ô. Å. ÉÚ ËÏÎÓÔÁÎÔ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÑÄÒÏ N ÚÄÅÓØ ÏÄÎÏÍÅÒÎÏ.

ïÂÒÁÚ A ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ŒÉÄÁ P^′(t), ÇÄÅ P (t) ÉÍÅÅÔ ÓÔÅÐÅÎØ ⩽ n − 1, Ô. Å. M ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ŒÓÅÈ ÍÎÏÇÏ- ÞÌÅÎÏŒ ÓÔÅÐÅÎÉ ⩽ n − 2. òÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ M ÒÁŒÎÁ n − 1.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅÐÅÒØ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ A^2, ËÏÔÏÒÏÅ ÚÁ- ÄÁÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ

A^2P (t) = P^{′′}(t):

äÌÑ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ A^2 ÑÄÒÏ N ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ŒÓÅÈ ÍÎÏÇÏ- ÞÌÅÎÏŒ ÎÅ ŒÙÛÅ ÐÅÒŒÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ, Á ÏÂÒÁÚ ÉÚ ŒÓÅÈ ÍÎÏÇÏ- ÞÌÅÎÏŒ ÓÔÅÐÅÎÉ ⩽ n − 3 (ÐÒÏŒÅÒØÔÅ!), Ô. Å. N ÄŒÕÍÅÒÎÏ, Á M ÉÍÅÅÔ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ n − 2.

áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ Õ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ A^3 ÑÄÒÏ ÔÒÅÈÍÅÒÎÏ, Á ÏÂÒÁÚ ÉÍÅÅÔ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ n − 3 É Ô. Ä.

îÁËÏÎÅÃ, ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ A^n Œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÅÓÔØ ÎÕ- ÌÅŒÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ. åÇÏ ÑÄÒÏ N = R, Á ÏÂÒÁÚ ÓÏÓÔÏÉÔ ÔÏÌØËÏ ÉÚ ÎÕÌÑ.

îÁ ÜÔÏÍ ÐÒÉÍÅÒÅ ŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÐÒÉ ŒÏÚŒÅÄÅÎÉÉ ÐÒÅ- ÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ Œ ÓÔÅÐÅÎØ ÅÇÏ ÑÄÒÏ ÒÁÓÛÉÒÑÅÔÓÑ, Á ÏÂÒÁÚ, ÎÁÏÂÏÒÏÔ, ÕÍÅÎØÛÁÅÔÓÑ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÑÄÒÁ ËÁË ÂÙ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÚÕÅÔ ÓÔÅÐÅÎØ ŒÙÒÏÖÄÅÎÎÏÓÔÉ ÐÒÅ- ÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ. þÅÍ ÂÏÌØÛÅ ÑÄÒÏ, ÔÅÍ ÍÅÎØÛÅ ÏÂÒÁÚ É ÔÅÍ ĂÂÏÌÅÅ ŒÙÒÏÖÄÅÎÎÙÍĄ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ. ëÒÁÊÎÉÍÉ ÓÌÕÞÁÑÍÉ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÎÕÌÅŒÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ, ÑÄÒÏÍ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ŒÓÅ R, Á ÏÂÒÁÚ ÒÁŒÅÎ ÎÕÌÀ, É, Ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÏÂÒÁÔÉÍÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ, ÏÂÒÁ- ÚÏÍ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ŒÓÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, Á ÑÄÒÏ ÒÁŒÎÏ ÎÕÌÀ.

ðÒÉ ÜÔÏÍ ÓÕÍÍÁ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÅÊ ÑÄÒÁ É ÏÂÒÁÚÁ ŒÓÅÇÄÁ ÏÓÔÁÅÔÓÑ ÒÁŒÎÏÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ ŒÓÅÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ.

éÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÏÂÝÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ.

ô Å Ï Ò Å Í Á. ðÕÓÔØ A | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÅ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ n-ÍÅÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ R. óÕÍÍÁ

§ 9] ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ É ÏÐÅÒÁÃÉÉ ÎÁÄ ÎÉÍÉ 127

ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÅÊ ÑÄÒÁ É ÏÂÒÁÚÁ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ A ÒÁŒÎÁ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ ŒÓÅÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ.

ä Ï Ë Á Ú Á Ô Å Ì Ø Ó Ô Œ Ï. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÑÄÒÏ N ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ A ÉÍÅÅÔ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ k. œÙÂÅÒÅÍ Œ N ÂÁÚÉÓ ÉÚ ŒÅËÔÏÒÏŒ e_1; : : : ; e_k É ÄÏÐÏÌÎÉÍ ÅÇÏ ÄÏ ÂÁÚÉÓÁ e_1; : : : ; e_k; e_{k+1}; : : : ; e_n ŒÏ ŒÓÅÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ R.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ŒÅËÔÏÒÙ Ae_{k+1}; : : : ; Ae_n. íÎÏÖÅÓÔŒÏ ÌÉ- ÎÅÊÎÙÈ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÊ ÜÔÉÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ ÏÂÒÁÚÕÅÔ ÐÏÄÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, ËÏÔÏÒÏÅ ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó M | ÏÂÒÁÚÏÍ ÐÒÅÏÂÒÁ- ÚÏŒÁÎÉÑ A.

äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÐÕÓÔØ y | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÊ ŒÅËÔÏÒ ÉÚ M. ôÏÇÄÁ, ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ŒÅËÔÏÒ x ÔÁ- ËÏÊ, ÞÔÏ y = Ax. ôÁË ËÁË e_1; : : : ; e_n | ÂÁÚÉÓ Œ R, ÔÏ x = fl_1e_1 + : : : + fl_ne_n. îÏ ÔÁË ËÁË Ae_1 = : : : = Ae_k = 0 (e_1; : : : ; e_k | ÂÁÚÉÓ Œ ÑÄÒÅ), ÔÏ y = Ax = fl_{k+1}Ae_{k+1} + : : : : : : + fl_nAe_n.

ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ n − k ŒÅËÔÏÒÏŒ Ae_{k+1}; : : : ; Ae_n ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙ.

äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÐÕÓÔØ ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÞÉÓÌÁ ff_j , ÎÅ ÒÁŒ- ÎÙÅ ÏÄÎÏŒÒÅÍÅÎÎÏ ÎÕÌÀ É ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ ff_1Ae_{k+1} + : : : : : : + ff_{n−k}Ae_n = 0. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ŒÅËÔÏÒ x = ff_1e_{k+1} + : : : : : : + ff_{n−k}e_n. ôÏÇÄÁ Ax = A(ff_1e_{k+1} + : : : + ff_{n−k}e_n) = = ff_1Ae_{k+1} +: : :+ff_{n−k}Ae_n = 0, Ô. Å. x ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÑÄÒÕ. íÙ ÐÒÉÛÌÉ Ë ÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉÀ, ÐÏÓËÏÌØËÕ, Ó ÏÄÎÏÊ ÓÔÏÒÏ- ÎÙ, x ËÁË ÜÌÅÍÅÎÔ ÑÄÒÁ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÍ ËÁË ÌÉÎÅÊÎÁÑ ËÏÍ- ÂÉÎÁÃÉÑ ÐÅÒŒÙÈ k ÂÁÚÉÓÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ, Á, Ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏ- ÒÏÎÙ, x = ff_1e_{k+1} + : : : + ff_{n−k}e_n ÂÙÌ ÚÁÄÁÎ ËÁË ÌÉÎÅÊÎÁÑ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÑ e_{k+1}; : : : ; e_n. üÔÏ ÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉÔ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎ- ÎÏÓÔÉ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ ŒÅËÔÏÒÁ x ÞÅÒÅÚ ŒÅËÔÏÒÙ ÂÁÚÉÓÁ. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ŒÅËÔÏÒÙ Ae_{k+1}; : : : ; Ae_n ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁŒÉ- ÓÉÍÙ.

íÙ ÐÏËÁÚÁÌÉ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ n − k ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁŒÉ- ÓÉÍÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÊ ŒÅËÔÏÒ ÏÂÒÁÚÁ ÅÓÔØ ÉÈ ÌÉÎÅÊÎÁÑ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÑ, Ô. Å. ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÏÂÒÁÚÁ ÒÁŒÎÁ n − k, ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏŒÁÌÏÓØ ÄÏËÁÚÁÔØ.

128 ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ [ÇÌ. ii

5. óŒÑÚØ ÍÅÖÄÕ ÍÁÔÒÉÃÁÍÉ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁ- ÎÉÑ Œ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÂÁÚÉÓÁÈ. ïÄÎÏ É ÔÏ ÖÅ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÒÅ- ÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ ÍÏÖÅÔ Œ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÂÁÚÉÓÁÈ ÉÍÅÔØ ÒÁÚÌÉÞ- ÎÙÅ ÍÁÔÒÉÃÙ (ÓÍ., ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÅ Ë ÐÒÉÍÅÒÕ 1 Ð. 3 ÜÔÏÇÏ ÐÁÒÁÇÒÁÆÁ). œÙÑÓÎÉÍ, ËÁË ÉÚÍÅÎÑÅÔÓÑ ÍÁÔÒÉ- ÃÁ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ A ÐÒÉ ÐÅÒÅÈÏÄÅ ÏÔ ÏÄÎÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ Ë ÄÒÕÇÏÍÕ.

ðÕÓÔØ Œ R ÄÁÎÙ ÄŒÁ ÂÁÚÉÓÁ: e_1; e_2; : : : ; e_n É f_1; f_2; : : : : : : ; f_n. íÁÔÒÉÃÕ ÐÅÒÅÈÏÄÁ ÏÔ ÂÁÚÉÓÁ e_1; e_2; : : : ; e_n Ë ÂÁ- ÚÉÓÕ f_1; f_2; : : : ; f_n ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ C, Ô. Å. ÐÏÌÏÖÉÍ

f_1 = c_{11}e_1 + c_{21}e_2 + : : : + c_{n1}e_n; f_2 = c_{12}e_1 + c_{22}e_2 + : : : + c_{n2}e_n; . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . f_n = c_{1n}e_1 + c_{2n}e_2 + : : : + c_{nn}e_n:

(10)

œŒÅÄÅÍ ŒÓÐÏÍÏÇÁÔÅÌØÎÏÅ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ C, ÐÏÌÏÖÉŒ

Ce_i = f_i:

åÇÏ ÍÁÔÒÉÃÁ Œ ÂÁÚÉÓÅ e_1; e_2; : : : ; e_n ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÆÏÒÍÕÌÁÍ (2) É (3) Ð. 3 ÂÕÄÅÔ C.

ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÍÁÔÒÉÃÕ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ A Œ ÂÁÚÉÓÅ e_1; e_2; : : : ; e_n ÞÅÒÅÚ A = ‖a_{ik}‖, Á Œ ÂÁÚÉÓÅ f_1; f_2; : : : : : : ; f_n ÞÅÒÅÚ B = ‖b_{ik}‖. éÎÁÞÅ ÇÏŒÏÒÑ,

Ae_k = n∑ i=1 a_{ik}e_i; (10^′)

Af_k = n∑ i=1 b_{ik}f_i: (10^{′′})

îÁÛÁ ÃÅÌØ | ŒÙÒÁÚÉÔØ ÍÁÔÒÉÃÕ B ÞÅÒÅÚ ÍÁÔÒÉÃÙ A É C. úÁÍÅÎÉÍ ÄÌÑ ÜÔÏÇÏ Œ ÐÒÁŒÏÊ É ÌÅŒÏÊ ÞÁÓÔÑÈ ÆÏÒ-

§ 9] ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ É ÏÐÅÒÁÃÉÉ ÎÁÄ ÎÉÍÉ 129

ÍÕÌÙ (10^{′′}) f_k ÞÅÒÅÚ Ce_k É f_i ÞÅÒÅÚ Ce_i. íÙ ÂÕÄÅÍ ÉÍÅÔØ:

ACe_k = n∑ i=1 b_{ik}Ce_i:

ðÒÉÍÅÎÉÍ Ë ÏÂÅÉÍ ÞÁÓÔÑÍ ÜÔÏÇÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ÐÒÅ- ÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ C^{−1} (ÏÎÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ, ÔÁË ËÁË ŒÅËÔÏÒÙ f_1; f_2; : : : ; f_n ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙ). íÙ ÐÏÌÕÞÉÍ:

C^{−1}ACe_k = n∑ i=1 b_{ik}e_i:

íÙ ŒÉÄÉÍ, ÞÔÏ ÉÎÔÅÒÅÓÕÀÝÁÑ ÎÁÓ ÍÁÔÒÉÃÁ ‖b_{ik}‖ ÅÓÔØ ÔÁËÖÅ ÍÁÔÒÉÃÁ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ C^{−1}AC Œ ÂÁÚÉ- ÓÅ e_1; e_2; : : : ; e_n. ðÒÉ ÐÅÒÅÍÎÏÖÅÎÉÉ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ ÉÈ ÍÁÔÒÉÃÙ Œ ÄÁÎÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ e_1; e_2; : : : ; e_n ÐÅÒÅÍÎÏÖÁÀÔÓÑ. ðÏÜÔÏÍÕ B = C^{−1}AC: (11)

íÁÔÒÉÃÙ A É B, ÓŒÑÚÁÎÎÙÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ (11), ÎÁÚÙ- ŒÁÀÔÓÑ ÐÏÄÒÏÂÎÙÍÉ.

éÔÁË, ÍÁÔÒÉÃÁ B ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ A Œ ÂÁÚÉÓÅ f_1; f_2; : : : ; f_n ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ ÍÁÔÒÉÃÙ A ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁ- ÎÉÑ A Œ ÂÁÚÉÓÅ e_1; e_2; : : : ; e_n ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ (11), ÇÄÅ C | ÍÁÔÒÉÃÁ ÐÅÒÅÈÏÄÁ ÏÔ ÂÁÚÉÓÁ e_1; e_2; : : : ; e_n Ë ÂÁÚÉÓÕ f_1; f_2; : : : ; f_n (ÆÏÒÍÕÌÁ (10)).

6. ìÉÎÅÊÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ R_1 Œ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÏ R_2. ïÐÒÅÄÅÌÑÑ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ A, ÍÙ ÆÁËÔÉÞÅÓËÉ ÎÉÇÄÅ ÎÅ ÐÏÌØÚÏŒÁÌÉÓØ ÔÅÍ, ÞÔÏ ŒÅËÔÏÒÙ x É Ax ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ ÏÄÎÏÍÕ É ÔÏÍÕ ÖÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÕ. ðÏÜÔÏÍÕ, ÐÏŒÔÏÒÑÑ ÄÏÓÌÏŒÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1 Ð. 1, ÍÏÖÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÔÁËÖÅ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÁ R_1 Œ ÄÒÕÇÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ R_2.

œÓÅ ÓËÁÚÁÎÎÏÅ Œ ÜÔÏÍ ÐÁÒÁÇÒÁÆÅ ÂÅÚ ËÁËÉÈ-ÌÉÂÏ ÓÕ- ÝÅÓÔŒÅÎÎÙÈ ÉÚÍÅÎÅÎÉÊ ÐÅÒÅÎÏÓÉÔÓÑ ÎÁ ÔÁËÉÅ ÐÒÅÏÂÒÁ- ÚÏŒÁÎÉÑ. ïÓÔÁÎÏŒÉÍÓÑ ÎÁ ÏÐÅÒÁÃÉÑÈ ÓÌÏÖÅÎÉÑ É ÕÍÎÏ- ÖÅÎÉÑ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ.

130 ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ [ÇÌ. ii

ðÕÓÔØ A É B | ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ ÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÁ R_1 Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ R_2. ôÏÇÄÁ, ËÁË É Œ Ð. 3, ÍÏÖÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÉÈ ÓÕÍÍÕ A + B: C = A + B ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ Cx = Ax + Bx ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ x ∈ R_1.

ðÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ AB Œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÓÍÙÓÌÁ ÕÖÅ ÎÅ ÉÍÅ- ÅÔ. ïÄÎÁËÏ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ AB Œ ÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ B | ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ ÐÒÏÓ- ÔÒÁÎÓÔŒÁ R_1 Œ R_2, Á A | ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÁ R_2 Œ R_3. œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ AB ÅÓÔØ, ÐÏ ÏÐÒÅÄÅ- ÌÅÎÉÀ, ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ R_1 Œ R_3, ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ Œ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÍ ŒÙÐÏÌÎÅÎÉÉ ÓÎÁÞÁÌÁ ÐÒÅ- ÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ B, ÏÔÏÂÒÁÖÁÀÝÅÇÏ R_1 Œ R_2, Á ÚÁÔÅÍ ÐÒÅ- ÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ A, ÏÔÏÂÒÁÖÁÀÝÅÇÏ R_2 Œ R_3.

œŒÅÄÅÎÎÙÅ ÏÐÅÒÁÃÉÉ ÓÌÏÖÅÎÉÑ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÌÉÎÅÊ- ÎÙÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÔ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÏÍÕ É ÄÉÓÔÒÉÂÕÔÉŒÎÏÍÕ ÚÁËÏÎÁÍ.

ú Á Ä Á Þ Á. õÓÔÁÎÏŒÉÔØ, ËÁË ÉÚÍÅÎÑÅÔÓÑ ÍÁÔÒÉÃÁ ÌÉ- ÎÅÊÎÏÇÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ R_1 Œ R_2 ÐÒÉ ÚÁÍÅÎÅ ÂÁÚÉÓÏŒ Œ R_1 É R_2.

§ 10. éÎŒÁÒÉÁÎÔÎÙÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ,

ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÅ ŒÅËÔÏÒÙ É ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ

1. éÎŒÁÒÉÁÎÔÎÙÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ. ðÕÓÔØ R_1 | ÐÏÄ- ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ R É A | ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÒÅ- ÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ Œ R. œÏÏÂÝÅ ÇÏŒÏÒÑ, ÄÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ x ∈ R_1, Ax =∈ R_1^∗). îÁÐÒÉÍÅÒ, ÅÓÌÉ R | ÅŒËÌÉÄÏŒÁ ÐÌÏÓËÏÓÔØ, R_1 | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÁÑ ÐÒÑÍÁÑ É A | ÐÏŒÏÒÏÔ ÎÁ ÕÇÏÌ ’ = ß 6 , ÔÏ ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ x ≠ 0 É ÐÒÉ- ÎÁÄÌÅÖÁÝÅÇÏ R_1, Ax =∈ R_1. ïÄÎÁËÏ ÍÏÖÅÔ ÓÌÕÞÉÔØÓÑ,

∗) úÁÐÉÓØ Ax =∈ R1 ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ŒÅËÔÏÒ Ax ÎÅ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÕ R1.

§ 10] ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÙÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ 131

ÞÔÏ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÐÅÒÅÈÏÄÑÔ ÓÁÍÉ Œ ÓÅ- ÂÑ ÐÒÉ ÌÉÎÅÊÎÏÍ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÉ A. œŒÅÄÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ.

ï Ð Ò Å Ä Å Ì Å Î É Å 1. ðÕÓÔØ A | ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÒÅÏÂ- ÒÁÚÏŒÁÎÉÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ R. ìÉÎÅÊÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÏ R_1 ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÙÍ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ A, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ŒÅËÔÏÒÁ x ÉÚ R_1 ŒÅËÔÏÒ Ax ÔÁËÖÅ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ R_1.

ðÒÉ ÉÚÕÞÅÎÉÉ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ A Œ ÉÎŒÁ- ÒÉÁÎÔÎÏÍ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ R_1 ÍÏÖÎÏ, ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ÜÔÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ ÔÏÌØËÏ Œ R_1.

ôÒÉŒÉÁÌØÎÙÍÉ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÙÍÉ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÍÉ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ ÌÉÛØ ÉÚ ÎÕÌÑ, É ŒÓÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ.

ð Ò É Í Å Ò Ù. 1. ðÕÓÔØ R | ÔÒÅÈÍÅÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ- ŒÏ É A | ÐÏŒÏÒÏÔ ŒÏËÒÕÇ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÏÓÉ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÅÊ ÞÅ- ÒÅÚ ÎÕÌØ. éÎŒÁÒÉÁÎÔÎÙÍÉ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÍÉ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÑŒÌÑÀÔÓÑ: Á) ÏÓØ ŒÒÁÝÅÎÉÑ (ÏÄÎÏÍÅÒÎÏÅ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ), Â) ÐÌÏÓËÏÓÔØ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÁÑ ÞÅÒÅÚ ÎÁ- ÞÁÌÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ É ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÁÑ Ë ÜÔÏÊ ÏÓÉ (ÄŒÕÍÅÒÎÏÅ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ).

2. R | ÐÌÏÓËÏÓÔØ. ðÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ A ÚÁËÌÀÞÁÅÔÓÑ Œ ÒÁÓÔÑÖÅÎÉÉ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ Œ ˘_1 ÒÁÚ ŒÄÏÌØ ÏÓÉ X É Œ ˘_2 ÒÁÚ ŒÄÏÌØ ÏÓÉ Y . éÎÁÞÅ ÇÏŒÏÒÑ, ÅÓÌÉ ŒÅËÔÏÒ z ÒÁŒÅÎ ¸_1e_1 + ¸_2e_2, ÔÏ Az = ˘_1¸_1e_1 + ˘_2¸_2e_2, ÇÄÅ e_1; e_2 | ÅÄÉ- ÎÉÞÎÙÅ ŒÅËÔÏÒÙ ÎÁ ÏÓÑÈ. ëÏÏÒÄÉÎÁÔÎÙÅ ÏÓÉ X É Y ÑŒÌÑÀÔÓÑ Œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÏÄÎÏÍÅÒÎÙÍÉ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÙÍÉ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÍÉ. åÓÌÉ ˘_1 = ˘_2 = ˘, ÔÏ A ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅÍ ÐÏÄÏÂÉÑ Ó ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏÍ ÐÏÄÏÂÉÑ ˘. œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ËÁÖÄÁÑ ÐÒÑÍÁÑ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÁÑ ÞÅÒÅÚ ÎÁ- ÞÁÌÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ, ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÙÍ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÏÍ.

õ Ð Ò Á Ö Î Å Î É Å. ðÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ˘1 ≠ ˘2, ÔÏ Œ ÐÒÉÍÅÒÅ 2 ÎÅÔ ÎÉËÁËÉÈ ÄÒÕÇÉÈ ÏÄÎÏÍÅÒÎÙÈ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÙÈ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ, ËÒÏÍÅ ÕËÁÚÁÎÎÙÈ ŒÙÛÅ.

132 ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ [ÇÌ. ii

3. R | ÓÏŒÏËÕÐÎÏÓÔØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ÓÔÅÐÅÎÉ ÎÅ ŒÙÛÅ n − 1. ìÉÎÅÊÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ A | ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁ- ÎÉÅ, Ô. Å.

AP (t) = P^′(t):

óÏŒÏËÕÐÎÏÓÔØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ, ÓÔÅÐÅÎØ ËÏÔÏÒÙÈ ÍÅÎØÛÅ ÉÌÉ ÒÁŒÎÁ k, ÇÄÅ k ⩽ n − 1, ÏÂÒÁÚÕÅÔ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÏÅ ÐÏÄ- ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÑ ÍÎÏÇÏ- ÞÌÅÎ ÓÔÅÐÅÎÉ ⩽ k, ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ, ÓÔÅÐÅÎØ ËÏ- ÔÏÒÏÇÏ ÓÎÏŒÁ ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ k.

õ Ð Ò Á Ö Î Å Î É Å. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ Œ ÐÒÉÍÅÒÅ 3 ÎÉËÁËÉÈ ÉÎŒÁ- ÒÉÁÎÔÎÙÈ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ, ËÒÏÍÅ ÕËÁÚÁÎÎÙÈ, ÎÅÔ.

4. R | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÅ n-ÍÅÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ. ìÉÎÅÊ- ÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ A ÚÁÄÁÅÔÓÑ Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÂÁÚÉÓÅ e_1; e_2; : : : ; e_n ÍÁÔÒÉÃÅÊ ŒÉÄÁ

a_{11} : : : a_{1k} a_{1;k+1} : : : a_{1n} : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : a_{k1} : : : a_{kk} a_{k;k+1} : : : a_{kn} 0 : : : 0 a_{k+1;k+1} : : : a_{k+1;n} : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 0 : : : 0 a_{n;k+1} : : : a_{nn} :

œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ R_1, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÅ ŒÅËÔÏ- ÒÁÍÉ e_1; e_2; : : : ; e_k, ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÏ. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÜÔÏÇÏ ÍÙ ÐÒÅÄÏÓÔÁŒÌÑÅÍ ÞÉÔÁÔÅÌÀ. åÓÌÉ, ËÒÏÍÅ ÔÏÇÏ,

a_{i;k+1} = : : : = a_{in} = 0 (1 ⩽ i ⩽ k);

ÔÏ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÅ ŒÅËÔÏÒÁÍÉ e_{k+1}; e_{k+2}; : : : ; e_n, ÔÁËÖÅ ÂÕÄÅÔ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÙÍ.

5. R | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÅ n-ÍÅÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, A | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÅ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ Œ ÜÔÏÍ ÐÒÏÓÔ- ÒÁÎÓÔŒÅ.

ôÏÇÄÁ ÏÂÒÁÚ M É ÑÄÒÏ N ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ A ÑŒÌÑÀÔ- ÓÑ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÙÍÉ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÍÉ. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØ- ÎÏ, ÐÕÓÔØ y ∈ M. ôÏÇÄÁ Ay ∈ M Œ ÓÉÌÕ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ M.

§ 10] ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÙÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ 133

ôÏÞÎÏ ÔÁË ÖÅ, ÅÓÌÉ x ∈ N, ÔÏ Ax = 0 ∈ N. üÔÏÔ ÐÒÏÓÔÏÊ ÆÁËÔ ÂÕÄÅÔ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÎ Œ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÐÒÉ ÐÒÉŒÅÄÅÎÉÉ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ Ë ÐÒÏ- ÓÔÅÊÛÅÍÕ ŒÉÄÕ.

ðÕÓÔØ ÄÁÎÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ R É ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁ- ÎÉÅ A Œ ÜÔÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ R ÒÁÚ- ÌÏÖÉÍÏ Œ ÐÒÑÍÕÀ ÓÕÍÍÕ ÄŒÕÈ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÙÈ ÐÏÄÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒ R_1 ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ k É R_2 ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ n − k (ÓÍ. ÓÔÒ. 27). ôÏÇÄÁ Œ ÂÁÚÉÓÅ e_1; : : : ; e_n, ÐÅÒŒÙÅ k ŒÅËÔÏÒÏŒ ËÏ- ÔÏÒÏÇÏ ÌÅÖÁÔ Œ R_1, Á ÐÏÓÌÅÄÎÉÅ (n − k) | Œ R_2, ÍÁÔÒÉ- ÃÁ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ A ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÄŒÕÈ ËÌÅÔÏË ÒÁÚÍÅÒÎÏ- ÓÔÅÊ k É n − k, ÓÔÏÑÝÉÈ ÎÁ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ, Á ÎÁ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÍÅÓÔÁÈ ÓÔÏÑÔ ÎÕÌÉ, Ô. Å.

A = a_{11} : : : a_{1k} 0 : : : 0 a_{21} : : : a_{2k} 0 : : : 0 : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : a_{k1} : : : a_{kk} 0 : : : 0 0 : : : 0 a_{k+1;k+1} : : : a_{k+1;n} : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 0 : : : 0 a_{n;k+1} : : : a_{n;n}

:

2. óÏÂÓÔŒÅÎÎÙÅ ŒÅËÔÏÒÙ É ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ. ïÓÏÂÕÀ ÒÏÌØ Œ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÂÕÄÕÔ ÉÇÒÁÔØ ÏÄÎÏÍÅÒÎÙÅ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÙÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ.

ðÕÓÔØ R_1 | ÏÄÎÏÍÅÒÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, ÐÏÒÏ- ÖÄÅÎÎÏÅ ŒÅËÔÏÒÏÍ x ≠ 0 (Ô. Å. ÓÏŒÏËÕÐÎÏÓÔØ ŒÅËÔÏÒÏŒ ŒÉÄÁ ffx). ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÔÏÇÏ ÞÔÏÂÙ R_1 ÂÙÌÏ ÉÎŒÁÒÉ- ÁÎÔÎÙÍ, ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ É ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ, ÞÔÏÂÙ ŒÅËÔÏÒ Ax ÌÅÖÁÌ Œ R_1, Ô. Å. ÂÙÌ ËÒÁÔÅÎ ŒÅËÔÏÒÕ x:

Ax = ˘x:

ï Ð Ò Å Ä Å Ì Å Î É Å 2. œÅËÔÏÒ x ≠ 0, ÕÄÏŒÌÅÔŒÏ- ÒÑÀÝÉÊ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÀ Ax = ˘x, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÏÂ- ÓÔŒÅÎÎÙÍ ŒÅËÔÏÒÏÍ, Á ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÅ ÞÉÓÌÏ ˘ |

134 ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ [ÇÌ. ii

ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÍ ÚÎÁÞÅÎÉÅÍ (ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÉÍ ÞÉ- ÓÌÏÍ) ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ A.

éÔÁË, ÅÓÌÉ x | ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÊ ŒÅËÔÏÒ, ÔÏ ŒÅËÔÏÒÙ ffx ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÏÄÎÏÍÅÒÎÏÅ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ.

ïÂÒÁÔÎÏ, ŒÓÅ ÏÔÌÉÞÎÙÅ ÏÔ ÎÕÌÑ ŒÅËÔÏÒÙ ÏÄÎÏÍÅÒÎÏ- ÇÏ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÏÇÏ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÓÏÂÓÔŒÅÎ- ÎÙÍÉ.

ô Å Ï Ò Å Í Á 1. œ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ^∗) R ŒÓÑËÏÅ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ A ÉÍÅÅÔ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÉÎ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÊ ŒÅËÔÏÒ.

ä Ï Ë Á Ú Á Ô Å Ì Ø Ó Ô Œ Ï. œÙÂÅÒÅÍ Œ R ËÁËÏÊ-ÌÉÂÏ ÂÁÚÉÓ e_1; e_2; : : : ; e_n. ìÉÎÅÊÎÏÍÕ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÀ A Œ ÜÔÏÍ ÂÁÚÉÓÅ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÍÁÔÒÉÃÁ ‖a_{ik}‖.

ðÕÓÔØ

x = ¸_1e_1 + ¸_2e_2 + : : : + ¸_ne_n

| ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÊ ŒÅËÔÏÒ ÉÚ R. ôÏÇÄÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ȷ_1; ȷ_2; : : : ; ȷ_n ŒÅËÔÏÒÁ Ax ŒÙÒÁÖÁÀÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍÉ ÆÏÒÍÕ- ÌÁÍÉ (ÓÍ. Ð. 2 § 9):

ȷ_1 = a_{11}¸_1 + a_{12}¸_2 + : : : + a_{1n}¸_n; ȷ_2 = a_{21}¸_1 + a_{22}¸_2 + : : : + a_{2n}¸_n; . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ȷ_n = a_{n1}¸_1 + a_{n2}¸_2 + : : : + a_{nn}¸_n:

õÓÌÏŒÉÅ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ŒÅËÔÏÒ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÊ, Ô. Å. ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ

Ax = ˘x;

∗) äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÔÅÏÒÅÍÙ ÐÒÉÇÏÄÎÏ ÄÌÑ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÎÁÄ ÌÀÂÙÍ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÍ ÚÁÍËÎÕÔÙÍ ÐÏÌÅÍ, ÔÁË ËÁË ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔÓÑ ÌÉÛØ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÅ ÒÅÛÅÎÉÑ Õ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ (2).

§ 10] ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÙÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ 135

ÚÁÐÉÓÙŒÁÅÔÓÑ Œ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ ŒÉÄÅ: a_{11}¸_1 + a_{12}¸_2 + : : : + a_{1n}¸_n = ˘¸_1; a_{21}¸_1 + a_{22}¸_2 + : : : + a_{2n}¸_n = ˘¸_2; . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . a_{n1}¸_1 + a_{n2}¸_2 + : : : + a_{nn}¸_n = ˘¸_n ÉÌÉ (a_{11} − ˘)¸_1 + a_{12}¸_2 + : : : + a_{1n}¸_n = 0; a_{21}¸_1 + (a_{22} − ˘)¸_2 + : : : + a_{2n}¸_n = 0; . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . a_{n1}¸_1 + a_{n2}¸_2 + : : : + (a_{nn} − ˘)¸_n = 0: (1)

äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÔÅÏÒÅÍÙ ÎÕÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÞÉÓÌÏ ˘ É ÞÉÓÌÁ ¸_1; ¸_2; : : : ; ¸_n, ÎÅ ŒÓÅ ÒÁŒÎÙÅ ÎÕÌÀ, ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÉÅ ÓÉÓÔÅÍÅ (1).

õÓÌÏŒÉÅÍ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÑ ÎÅÎÕÌÅŒÏÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ ÏÄÎÏ- ÒÏÄÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ (1) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÎÕÌÀ ÅÅ ÏÐÒÅ- ÄÅÌÉÔÅÌÑ | | | | a_{11} − ˘ a_{12} : : : a_{1n}

a_{21} a_{22} − ˘ : : : a_{2n} . . . . . . . . . . . . . . . . . . . a_{n1} a_{n2} : : : a_{nn} −˘

| | | | = 0: (2)

íÙ ÐÏÌÕÞÉÌÉ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ ÓÔÅÐÅÎÉ n ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ˘. üÔÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ ÉÍÅÅÔ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÉÎ (ŒÏÏÂÝÅ ÇÏŒÏÒÑ, ËÏÍ- ÐÌÅËÓÎÙÊ) ËÏÒÅÎØ ˘_0.

ðÏÄÓÔÁŒÉŒ Œ ÓÉÓÔÅÍÕ (1) ŒÍÅÓÔÏ ˘ ËÏÒÅÎØ ˘_0, ÍÙ ÐÏ- ÌÕÞÉÍ ÏÄÎÏÒÏÄÎÕÀ ÓÉÓÔÅÍÕ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ, ÏÐÒÅ- ÄÅÌÉÔÅÌØ ËÏÔÏÒÏÊ ÒÁŒÅÎ ÎÕÌÀ, É ÉÍÅÀÝÕÀ, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØ- ÎÏ, ÎÅÎÕÌÅŒÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ¸^{(0)}_1 ; ¸^{(0)}_2 ; : : : ; ¸^{(0)}_n . ôÏÇÄÁ ŒÅËÔÏÒ

x^{(0)} = ¸^{(0)}_1 e_1 + ¸^{(0)}_2 e_2 + : : : + ¸^{(0)}_n e_n

ÂÕÄÅÔ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÍ ŒÅËÔÏÒÏÍ, Á ˘_0 | ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÍ ÚÎÁ- ÞÅÎÉÅÍ, ÔÁË ËÁË Ax^{(0)} = ˘_0x^{(0)}:

ôÅÏÒÅÍÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ.

136 ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ [ÇÌ. ii

ú Á Í Å Þ Á Î É Å. ôÁË ËÁË ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÔÅÏÒÅÍÙ ÏÓÔÁÅÔÓÑ Œ ÓÉÌÅ, ÅÓÌÉ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ A ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ÎÅ ŒÏ ŒÓÅÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ, Á Œ ÌÀÂÏÍ ÅÇÏ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔ- ÎÏÍ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ, ÔÏ Œ ÌÀÂÏÍ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÏÍ ÐÏÄ- ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÉÎ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÊ ŒÅËÔÏÒ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ A.

íÎÏÇÏÞÌÅÎ, ÓÔÏÑÝÉÊ Œ ÌÅŒÏÊ ÞÁÓÔÉ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ (2), ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÉÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ ÍÁÔÒÉ- ÃÙ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ A, Á ÓÁÍÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ (2) ÈÁÒÁËÔÅ- ÒÉÓÔÉÞÅÓËÉÍ ÉÌÉ ŒÅËÏŒÙÍ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅÍ ÜÔÏÊ ÍÁÔÒÉÃÙ. œ ÐÒÏÃÅÓÓÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÔÅÏÒÅÍÙ ÍÙ ÐÏËÁÚÁÌÉ, ÞÔÏ ËÏÒÎÉ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ÓÕÔØ ÓÏÂÓÔŒÅÎ- ÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ A É, ÏÂÒÁÔÎÏ, ÓÏÂÓÔŒÅÎ- ÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ A ÓÕÔØ ËÏÒÎÉ ÈÁÒÁËÔÅÒÉ- ÓÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ.

ôÁË ËÁË ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ ÏÐÒÅ- ÄÅÌÅÎÙ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÏ ÏÔ ŒÙÂÏÒÁ ÂÁÚÉÓÁ, ÔÏ, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, É ËÏÒÎÉ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ÔÁËÖÅ ÎÅ ÚÁ- ŒÉÓÑÔ ÏÔ ŒÙÂÏÒÁ ÂÁÚÉÓÁ. íÙ ÐÏËÁÖÅÍ ÄÁÌÅÅ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÂÏÌØÛÅ^∗), Á ÉÍÅÎÎÏ, ÞÔÏ ÓÁÍ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÉÊ ÍÎÏ- ÇÏÞÌÅÎ ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ŒÙÂÏÒÁ ÂÁÚÉÓÁ, É ÐÏÜÔÏÍÕ ÍÙ Œ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙŒÁÔØ ÅÇÏ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÉÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ A (Á ÎÅ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅ- ÓËÉÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ ÍÁÔÒÉÃÙ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ A).

3. óÒÅÄÉ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ Œ ÉÚŒÅÓÔÎÏÍ ÓÍÙÓÌÅ ÐÒÏÓÔÅÊÛÉÍÉ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÔÅ, ËÏÔÏÒÙÅ ÉÍÅÀÔ n ÌÉ- ÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙÈ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ.

ðÕÓÔØ A | ÔÁËÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ, Á e_1; e_2; : : : ; e_n | ÅÇÏ ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙÅ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÅ ŒÅËÔÏÒÙ, Ô. Å.

Ae_i = ˘_ie_i (i = 1; 2; : : : ; n):

∗) éÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ËÏÒÎÉ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ÏÄÎÉ É ÔÅ ÖÅ ÄÌÑ ÒÁÚÎÙÈ ÂÁÚÉÓÏŒ, ÅÝÅ ÎÅ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÓÁÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ŒÙÂÏÒÁ ÂÁÚÉÓÁ; ÁÐÒÉÏÒÉ ŒÏÚÍÏÖÎÏ, ÞÔÏ Œ ÒÁÚÎÙÈ ÂÁÚÉÓÁÈ ËÒÁÔÎÏÓÔÉ ÜÔÉÈ ËÏÒÎÅÊ ÒÁÚÌÉÞÎÙ.

§ 10] ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÙÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ 137

ðÒÉÍÅÍ e_1; e_2; : : : ; e_n ÚÁ ÂÁÚÉÓ Œ R. òÁŒÅÎÓÔŒÁ

Ae_1 = ˘_1e_1; Ae_2 = ˘_2e_2; . . . . . . . . Ae_n = ˘_ne_n

ÏÚÎÁÞÁÀÔ, ÞÔÏ ÍÁÔÒÉÃÁ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ A Œ ÜÔÏÍ ÂÁÚÉÓÅ ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ ˘_1 0 : : : 0 0 ˘_2 : : : 0 : : : : : : : : : : : : : 0 0 : : : ˘_n

(ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÏÊ ÍÁÔÒÉÃÅÊ). ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ

ô Å Ï Ò Å Í Á 2. åÓÌÉ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ A ÉÍÅÅÔ n ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙÈ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ, ÔÏ, ŒÙÂÒÁŒ ÉÈ ÚÁ ÂÁÚÉÓ, ÍÙ ÐÒÉŒÅÄÅÍ ÍÁÔÒÉÃÕ ÐÒÅÏÂÒÁ- ÚÏŒÁÎÉÑ A Ë ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÏÊ ÆÏÒÍÅ. ïÂÒÁÔÎÏ, ÅÓÌÉ Œ ÎÅ- ËÏÔÏÒÏÍ ÂÁÚÉÓÅ ÍÁÔÒÉÃÁ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÁ, ÔÏ ŒÓÅ ŒÅËÔÏÒÙ ÜÔÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÍÉ ŒÅËÔÏÒÁÍÉ.

ú Á Í Å Þ Á Î É Å. ïÔÍÅÔÉÍ ÏÄÉÎ ŒÁÖÎÙÊ ÓÌÕÞÁÊ, ËÏ- ÇÄÁ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ ÚÁŒÅÄÏÍÏ ÉÍÅÅÔ n ÌÉÎÅÊ- ÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙÈ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ. ðÒÅÄŒÁÒÉÔÅÌØ- ÎÏ ÚÁÍÅÔÉÍ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ:

åÓÌÉ e_1; e_2; : : : ; e_k | ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÅ ŒÅËÔÏÒÙ ÐÒÅÏÂÒÁ- ÚÏŒÁÎÉÑ A É ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÅ ÉÍ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÅ ÚÎÁ- ÞÅÎÉÑ ˘_1; ˘_2; : : : ; ˘_k, ÐÏÐÁÒÎÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙ, ÔÏ e_1; e_2; : : : ; e_k ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙ.

äÌÑ k = 1 ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÏÞÅŒÉÄÎÏ. ðÕÓÔØ ÎÁÛÅ ÕÔŒÅÒ- ÖÄÅÎÉÅ ŒÅÒÎÏ ÄÌÑ k−1 ŒÅËÔÏÒÏŒ; ÄÏËÁÖÅÍ ÅÇÏ ÄÌÑ k ŒÅË- ÔÏÒÏŒ. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ ÐÒÏÔÉŒÎÏÅ, Ô. Å. ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ

ff_1e_1 + ff_2e_2 + : : : + ff_ke_k = 0; (3)

138 ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ [ÇÌ. ii

ÐÒÉÞÅÍ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÉÎ ÉÚ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏŒ ff_i, ÎÁÐÒÉÍÅÒ ff_1, ÏÔÌÉÞÅÎ ÏÔ ÎÕÌÑ.

ðÒÉÍÅÎÉÍ Ë ÏÂÅÉÍ ÞÁÓÔÑÍ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ (3) ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ- ŒÁÎÉÅ A. ðÏÌÕÞÉÍ

A(ff_1e_1 + ff_2e_2 + : : : + ff_ke_k) = 0;

Ô. Å.

ff_1˘_1e_1 + ff_2˘_2e_2 + : : : + ff_k˘_ke_k = 0:

œÙÞÉÔÁÑ ÉÚ ÐÏÓÌÅÄÎÅÇÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ (3), ÕÍÎÏ- ÖÅÎÎÏÅ ÎÁ ˘_k, ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ ŒÙÒÁÖÅÎÉÅ

ff_1(˘_1 − ˘_k)e_1 + ff_2(˘_2 − ˘_k)e_2 + : : : : : : + ff_{k−1}(˘_{k−1} − ˘_k)e_{k−1} = 0;

ÇÄÅ ÐÅÒŒÙÊ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ ÐÏ-ÐÒÅÖÎÅÍÕ ÏÔÌÉÞÅÎ ÏÔ ÎÕÌÑ (ÔÁË ËÁË ÐÏ ÕÓÌÏŒÉÀ ˘_i ≠ ˘_k ÐÒÉ i ≠ k). íÙ ÐÒÉÛÌÉ Ë ÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉÀ, ÔÁË ËÁË ÐÏ ÉÎÄÕËÔÉŒÎÏÍÕ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅ- ÎÉÀ ŒÅËÔÏÒÙ e_1; e_2; : : : ; e_{k−1} ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙ. ïÔ- ÓÀÄÁ ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔŒÅÎÎÏ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ:

åÓÌÉ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁ- ÎÉÑ A ÉÍÅÅÔ n ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ËÏÒÎÅÊ, ÔÏ ÍÁÔÒÉÃÁ ÐÒÅ- ÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ A ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÐÒÉŒÅÄÅÎÁ Ë ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÏÊ ÆÏÒÍÅ.

äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ËÁÖÄÏÍÕ ËÏÒÎÀ ˘_k ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅ- ÓËÏÇÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ ÏÔŒÅÞÁÅÔ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÉÎ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÊ ŒÅËÔÏÒ. ôÁË ËÁË ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÅ ÜÔÉÍ ŒÅËÔÏÒÁÍ ÓÏÂ- ÓÔŒÅÎÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ (ËÏÒÎÉ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÕÒÁŒ- ÎÅÎÉÑ) ŒÓÅ ÒÁÚÌÉÞÎÙ, ÔÏ, ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÄÏËÁÚÁÎÎÏÍÕ ŒÙÛÅ, ÍÙ ÉÍÅÅÍ n ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙÈ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÈ ŒÅËÔÏ- ÒÏŒ e_1; e_2; : : : ; e_n. åÓÌÉ ŒÅËÔÏÒÙ e_1; e_2; : : : ; e_n ÐÒÉÎÑÔØ ÚÁ ÂÁÚÉÓ, ÔÏ ÍÁÔÒÉÃÁ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ A ÂÕÄÅÔ ÄÉÁÇÏÎÁÌØ- ÎÏÊ.

åÓÌÉ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÉÍÅÅÔ ËÒÁÔÎÙÅ ËÏÒÎÉ, ÔÏ ÞÉÓÌÏ ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙÈ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÍÅÎØÛÅ, ÞÅÍ n. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ A Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÍÎÏ- ÇÏÞÌÅÎÏŒ ÓÔÅÐÅÎÉ ÎÅ ŒÙÛÅ n−1, ÓÔÁŒÑÝÅÅ Œ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ ËÁÖÄÏÍÕ

§ 10] ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÙÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ 139

ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÕ ÅÇÏ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÕÀ, ÉÍÅÅÔ ÌÉÛØ ÏÄÎÏ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÅ ÚÎÁÞÅ- ÎÉÅ ˘ = 0 É ÏÄÉÎ (Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌØÎÏÓÔÉ) ÓÏÂÓÔŒÅÎ- ÎÙÊ ŒÅËÔÏÒ P (t) = const. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ P (t) ÓÔÅÐÅÎÉ k ¿ 0 ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ P^′(t) ÉÍÅÅÔ ÓÔÅÐÅÎØ k − 1, É ÐÏÔÏÍÕ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ P^′(t) = ˘P (t) ŒÏÚÍÏÖÎÏ ÌÉÛØ, ÅÓÌÉ ˘ = 0 É P (t) = const. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÄÌÑ ÜÔÏÇÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ ÎÅ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÂÁÚÉÓÁ, Œ ËÏÔÏÒÏÍ ÅÍÕ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÏŒÁÌÁ ÂÙ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÁÑ ÍÁÔÒÉÃÁ.

œ ÇÌÁŒÅ III ÂÕÄÅÔ ÄÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ˘ ÅÓÔØ m-ËÒÁÔ- ÎÙÊ ËÏÒÅÎØ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ, ÔÏ ÅÍÕ ÏÔ- ŒÅÞÁÅÔ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ m ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙÈ ÓÏÂÓÔŒÅÎ- ÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ.

îÉÖÅ (Œ §§ 12 É 13) ÍÙ ÕËÁÖÅÍ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ËÌÁÓÓÙ ÌÉ- ÎÅÊÎÙÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ, ÐÒÉŒÏÄÉÍÙÈ Ë ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÏÊ ÆÏÒÍÅ. œÏÐÒÏÓÕ Ï ÔÏÍ, Ë ËÁËÏÍÕ ÐÒÏÓÔÅÊÛÅÍÕ ŒÉÄÕ ÍÏ- ÖÅÔ ÂÙÔØ ÐÒÉŒÅÄÅÎÏ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÅ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ- ŒÁÎÉÅ, ÂÕÄÅÔ ÐÏÓŒÑÝÅÎÁ ÇÌÁŒÁ III.

4. èÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ. œ Ð. 2 ÍÙ ÕÖÅ ÏÐÒÅÄÅÌÉÌÉ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ- ŒÁÎÉÑ A ËÁË ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ÍÁÔÒÉÃÙ A − ˘E, ÇÄÅ A | ÍÁÔÒÉÃÁ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ A, Á E | ÅÄÉÎÉÞÎÁÑ ÍÁÔÒÉ- ÃÁ. äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÎÅ ÚÁ- ŒÉÓÉÔ ÏÔ ŒÙÂÏÒÁ ÂÁÚÉÓÁ. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÐÒÉ ÐÅÒÅÈÏÄÅ Ë ÄÒÕÇÏÍÕ ÂÁÚÉÓÕ ÍÁÔÒÉÃÁ A ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ A ÐÒÉ- ÎÉÍÁÅÔ ŒÉÄ C^{−1}AC, ÇÄÅ C ÅÓÔØ ÍÁÔÒÉÃÁ ÐÅÒÅÈÏÄÁ Ë ÎÏŒÏÍÕ ÂÁÚÉÓÕ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, Œ ÎÏŒÏÍ ÂÁÚÉÓÅ ÈÁÒÁË- ÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÅÓÔØ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ÍÁÔÒÉÃÙ C^{−1}AC − ˘E. îÏ

|C^{−1}AC−˘E| = |C^{−1}AC−˘C^{−1}EC| = |C^{−1}(A−˘E)C|;

É ÔÁË ËÁË ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ ÒÁŒÅÎ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅ- ÎÉÀ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÅÊ, ÔÏ

|C^{−1}AC − ˘E| = |C^{−1}||A − ˘E||C| = |A − ˘E|;

É ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÄÏËÁÚÁÎÏ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÙ Œ ÄÁÌØÎÅÊ- ÛÅÍ ÍÏÖÅÍ ÇÏŒÏÒÉÔØ Ï ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÏÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÅ

140 ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ [ÇÌ. ii

ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ A (Á ÎÅ Ï ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÏÍ ÍÎÏÇÏ- ÞÌÅÎÅ ÍÁÔÒÉÃÙ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ A).

õ Ð Ò Á Ö Î Å Î É Ñ. 1. îÁÊÔÉ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÍÁÔÒÉÃÙ ˘0 0 0 : : : 0 0 1 ˘0 0 : : : 0 0 0 1 ˘0 : : : 0 0 : : : : : : : : : : : : : : : : : 0 0 0 : : : 1 ˘0 :

2. îÁÊÔÉ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÍÁÔÒÉÃÙ

a1 a2 a3 : : : an−1 an 1 0 0 : : : 0 0 0 1 0 : : : 0 0 : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 0 0 0 : : : 1 0 :

ïÔŒÅÔ. (−1)^n(˘^n − a1˘^{n−1} − a2˘^{n−2} − : : : − an).

œÙÒÁÚÉÍ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÑŒÎÏ ÞÅ- ÒÅÚ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÍÁÔÒÉÃÙ A ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ A. œÙÞÉÓÌÉÍ ÓÎÁÞÁÌÁ ÂÏÌÅÅ ÏÂÝÉÊ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ (ËÏÔÏÒÙÊ ÐÏÚÖÅ Œ § 12 ÎÁÍ ÔÏÖÅ ŒÓÔÒÅÔÉÔÓÑ): |A − ˘B|, ÇÄÅ A É B | ÄŒÅ ÚÁÄÁÎÎÙÅ ÍÁÔÒÉÃÙ. îÁÍ ÎÕÖÎÏ, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ŒÙÞÉ- ÓÌÉÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ˘:

Q(˘) = | | | | a_{11} − ˘b_{11} a_{12} − ˘b_{12} : : : a_{1n} − ˘b_{1n} a_{21} − ˘b_{21} a_{22} − ˘b_{22} : : : a_{2n} − ˘b_{2n} : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : a_{n1} − ˘b_{n1} a_{n2} − ˘b_{n2} : : : a_{nn} − ˘b_{nn}

| | | | :

ôÁË ËÁË Œ ÜÔÏÍ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÅ ËÁÖÄÙÊ ÓÔÏÌÂÅÃ ÅÓÔØ ÓÕÍ- ÍÁ ÄŒÕÈ ÓÔÏÌÂÃÏŒ, ÔÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÒÁÚÌÏ- ÖÅÎ ÎÁ ÓÕÍÍÕ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÅÊ. óŒÏÂÏÄÎÙÊ ÞÌÅÎ Œ Q(˘) ÅÓÔØ

q_0 = | | | | a_{11} a_{12} : : : a_{1n} a_{21} a_{22} : : : a_{2n} : : : : : : : : : : : : : : a_{n1} a_{n2} : : : a_{nn}

| | | | : (4)

§ 10] ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÙÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ 141

ñÓÎÏ, ÞÔÏ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ ÐÒÉ (−˘)^k Œ Q(˘) ÒÁŒÅÎ ÓÕÍÍÅ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÅÊ, ËÁÖÄÙÊ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÚÁÍÅ- ÎÏÊ Œ (4) ËÁËÉÈ-ÌÉÂÏ k ÓÔÏÌÂÃÏŒ ÍÁÔÒÉÃÙ ‖a_{ik}‖ ÓÏÏÔ- ŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÍÉ ÓÔÏÌÂÃÁÍÉ ÍÁÔÒÉÃÙ ‖b_{ik}‖.

ðÅÒÅÊÄÅÍ ÔÅÐÅÒØ Ë ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÀ |A − ˘E|. äÌÑ ŒÙ- ÞÉÓÌÅÎÉÑ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁ ÐÒÉ (−˘)^k ÍÙ ÄÏÌÖÎÙ ŒÚÑÔØ ÓÕÍÍÕ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÅÊ, ËÁÖÄÙÊ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÚÁÍÅÎÏÊ k ÓÔÏÌÂÃÏŒ ÍÁÔÒÉÃÙ ‖a_{ik}‖ k ÓÔÏÌÂÃÁÍÉ ÅÄÉ- ÎÉÞÎÏÊ ÍÁÔÒÉÃÙ. îÏ ËÁÖÄÙÊ ÔÁËÏÊ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ÅÓÔØ ÇÌÁŒÎÙÊ ÍÉÎÏÒ (n − k)-ÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ ÍÁÔÒÉÃÙ ‖a_{ik}‖. ôÁ- ËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÏËÏÎÞÁÔÅÌØÎÏ, ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÉÊ ÍÎÏ- ÇÏÞÌÅÎ P (˘) ÍÁÔÒÉÃÙ A ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ

P (˘) = (−1)^n(˘^n − p_1˘^{n−1} + p_2˘^{n−2} − : : : ± p_n);

ÇÄÅ p_1 ÅÓÔØ ÓÕÍÍÁ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ, p_2 | ÓÕÍ- ÍÁ ÇÌÁŒÎÙÈ ÍÉÎÏÒÏŒ ŒÔÏÒÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ É Ô. Ä.; ÎÁËÏÎÅÃ p_n ÅÓÔØ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ÍÁÔÒÉÃÙ A.

þÉÓÌÁ p_1; p_2; : : : ; p_n, ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÙÅ ÐÏ ÍÁÔÒÉÃÅ A ÐÒÅ- ÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ A, ÚÁŒÉÓÑÔ ÌÉÛØ ÏÔ ÓÁÍÏÇÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁ- ÎÉÑ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÜÔÉÍ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ, ËÁË ÍÙ ÐÏËÁÚÁÌÉ, ÏÂÌÁ- ÄÁÅÔ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ. óÒÅÄÉ ËÏÜÆÆÉÃÉ- ÅÎÔÏŒ p_i ÎÁÉÂÏÌØÛÕÀ ÒÏÌØ ÉÇÒÁÀÔ p_n | ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ÍÁÔÒÉÃÙ A É p_1 | ÓÕÍÍÁ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÍÁ- ÔÒÉÃÙ A. óÕÍÍÁ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÍÁÔÒÉÃÙ ÎÁ- ÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÌÅÄÏÍ ÍÁÔÒÉÃÙ A. óÌÅÄ ÍÁÔÒÉÃÙ A ÏÂÏÚÎÁ- ÞÁÅÔÓÑ tr A (ÏÔ ÁÎÇÌÉÊÓËÏÇÏ ÓÌÏŒÁ trace | ÓÌÅÄ). ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÓÌÅÄ ÍÁÔÒÉÃÙ ÒÁŒÅÎ ÓÕÍÍÅ ŒÓÅÈ ËÏÒÎÅÊ ÈÁÒÁËÔÅ- ÒÉÓÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ (ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ), ÐÒÉ- ÞÅÍ ËÁÖÄÙÊ ËÏÒÅÎØ ÓÞÉÔÁÅÔÓÑ Ó ÔÏÊ ËÒÁÔÎÏÓÔØÀ, Ó ËÏ- ÔÏÒÏÊ ÏÎ ŒÈÏÄÉÔ Œ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ.

õ Ð Ò Á Ö Î Å Î É Ñ. 1. ðÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ A É B | ÍÁÔÒÉÃÙ n-ÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ, ÔÏ tr AB = tr BA:

2. ðÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ C | ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÁÑ ÍÁÔÒÉÃÙ n-ÇÏ ÐÏ- ÒÑÄËÁ, ÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÍÁÔÒÉÃÙ A n-ÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ ÉÍÅÅÍ: tr C^{−1}AC = tr A:

142 ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ [ÇÌ. ii

œÙÞÉÓÌÅÎÉÅ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÐÒÅ- ÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ ÔÒÅÂÕÅÔ ÚÎÁÎÉÑ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ É, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÒÅÛÅÎÉÑ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ n-Ê ÓÔÅÐÅÎÉ | ÈÁ- ÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ. œ ÏÄÎÏÍ ŒÁÖÎÏÍ ÞÁÓÔ- ÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ËÏÒÎÉ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔŒÅÎÎÏ.

åÓÌÉ ÍÁÔÒÉÃÁ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ A ÔÒÅÕÇÏÌØÎÁÑ, Ô. Å. ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ a_{11} a_{12} a_{13} : : : a_{1n} 0 a_{22} a_{23} : : : a_{2n} 0 0 a_{33} : : : a_{3n} : : : : : : : : : : : : : : : : : 0 0 0 : : : a_{nn}

; (5)

ÔÏ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÍÉ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ ÂÕÄÕÔ ÞÉÓÌÁ, ÓÔÏÑÝÉÅ ÎÁ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ, Ô. Å. a_{11}; a_{22}; : : : ; a_{nn}.

œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÄÁÎ- ÎÏÊ ÍÁÔÒÉÃÙ ŒÙÞÉÓÌÑÅÔÓÑ ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔŒÅÎÎÏ É ÅÓÔØ

P (˘) = (a_{11} − ˘)(a_{22} − ˘) : : : (a_{nn} − ˘);

É ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÅÇÏ ËÏÒÎÉ | a_{11}; a_{22}; : : : ; a_{nn}.

õ Ð Ò Á Ö Î Å Î É Å. îÁÊÔÉ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÅ ŒÅËÔÏÒÙ, ÏÔŒÅÞÁÀÝÉÅ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÍ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍ a11; a22; a33 ÔÒÅÕÇÏÌØÎÏÊ ÍÁÔÒÉÃÙ (5).

œ ÚÁËÌÀÞÅÎÉÅ ÜÔÏÇÏ ÐÕÎËÔÁ ÕËÁÖÅÍ ÏÄÎÏ ÉÎÔÅÒÅÓÎÏÅ ÓŒÏÊÓÔŒÏ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ. ëÁË ÍÙ ÕÖÅ ÕËÁÚÙŒÁÌÉ Œ Ð. 3 ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ ÐÁÒÁÇÒÁÆÁ, ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÏÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ P (t), ÞÔÏ ÅÓÌÉ Œ ÎÅÇÏ ÐÏÄÓÔÁŒÉÔØ ŒÍÅÓÔÏ t ÍÁÔÒÉÃÕ A, ÔÏ ÏÎ ÏÂÒÁÔÉÔÓÑ Œ ÎÕÌØ. íÙ ÐÏËÁÖÅÍ ÓÅÊÞÁÓ, ÞÔÏ ÏÄÎÉÍ ÉÚ ÔÁËÉÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ. äÏËÁÖÅÍ ÐÒÅÄŒÁÒÉÔÅÌØ- ÎÏ ÌÅÍÍÕ:

ì Å Í Í Á. ðÕÓÔØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ P (˘) = a0˘^m + a1˘^{m−1} + : : : + am É ÍÁÔÒÉÃÁ A ÓŒÑÚÁÎÙ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ P (˘)E = (A − ˘E)C(˘); (6) ÇÄÅ C(˘) | ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÏÔ ˘, ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÍÁÔÒÉÃÁÍÉ, Ô. Å.

C(˘) = C0˘^{m−1} + C1˘^{m−2} + : : : + Cm−1; Ci | ÍÁÔÒÉÃÙ: ôÏÇÄÁ P (A) = 0.

§ 10] ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÙÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ 143

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÜÔÁ ÌÅÍÍÁ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÂÏÂÝÅÎÉÅÍ ÎÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ Ó ÍÁÔÒÉÞÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ ÔÅÏÒÅÍÙ âÅÚÕ.

ä Ï Ë Á Ú Á Ô Å Ì Ø Ó Ô Œ Ï. íÙ ÉÍÅÅÍ:

(A − ˘E)C(˘) = ACm−1 + (ACm−2 − Cm−1)˘ +

+ (ACm−3 − Cm−2 )˘^2 + : : : − C0˘^m: (7)

óÒÁŒÎÉŒÁÑ ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÊ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÐÒÉ ÏÄÉÎÁËÏŒÙÈ ÓÔÅÐÅ- ÎÑÈ ˘ Œ ÏÂÅÉÈ ÞÁÓÔÑÈ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ (6), ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØ- ÎÏÓÔØ ÒÁŒÅÎÓÔŒ:

ACm−1 = amE; ACm−2 − Cm−1 = am−1E; ACm−3 − Cm−2 = am−2E;

. . . . . . . . . . . . . . . . . AC0 − C1 = a1E;

− C0 = a0E:

(8)

õÍÎÏÖÉÍ ÔÅÐÅÒØ ÓÌÅŒÁ ÐÅÒŒÏÅ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÎÁ E, ŒÔÏÒÏÅ ÎÁ A, ÔÒÅÔØÅ ÎÁ A^2, : : : , ÐÏÓÌÅÄÎÅÅ ÎÁ A^m É ÓÌÏÖÉÍ ÉÈ. íÙ ÐÏÌÕÞÉÍ ÓÐÒÁŒÁ P (A) = amE + am−1A + : : : + a0A^m, Á ÓÌÅŒÁ 0. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, P (A) = 0 É ÌÅÍÍÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ^∗).

ô Å Ï Ò Å Í Á 3. åÓÌÉ P (˘) | ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÍÁÔÒÉÃÙ A, ÔÏ P (A) = 0.

ä Ï Ë Á Ú Á Ô Å Ì Ø Ó Ô Œ Ï. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÁÔÒÉÃÕ, ÏÂÒÁÔÎÕÀ ÍÁ- ÔÒÉÃÅ A−˘E. íÙ ÉÍÅÅÍ (A−˘E)(A−˘E)^{−1} = E. ëÁË ÉÚŒÅÓÔÎÏ, ÏÂÒÁÔÎÁÑ ÍÁÔÒÉÃÁ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÚÁÐÉÓÁÎÁ Œ ŒÉÄÅ

(A − ˘E)^{−1} = 1P (˘) C(˘);

ÇÄÅ C(˘) | ÍÁÔÒÉÃÁ ÉÚ ÍÉÎÏÒÏŒ (n − 1)-ÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ ÍÁÔÒÉÃÙ A − ˘E, Á P (˘) | ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ÍÁÔÒÉÃÙ A − ˘E, Ô. Å. ÈÁÒÁËÔÅ- ÒÉÓÔÉÞÅÓËÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÍÁÔÒÉÃÙ A. ïÔÓÀÄÁ

(A − ˘E)C(˘) = P (˘)E:

∗) œ ÁÌÇÅÂÒÅ ÔÅÏÒÅÍÁ âÅÚÕ ÄÏËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÔÅÍ, ÞÔÏ Œ ÒÁŒÅÎ- ÓÔŒÏ (6) ÐÏÄÓÔÁŒÌÑÅÔÓÑ A ŒÍÅÓÔÏ ˘. úÄÅÓØ, ËÏÎÅÞÎÏ, ÍÙ ÎÅ ŒÐÒÁŒÅ ÜÔÏÇÏ ÓÄÅÌÁÔØ ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔŒÅÎÎÏ, ÔÁË ËÁË ˘ ÅÓÔØ ÞÉÓÌÏ, Á A | ÍÁ- ÔÒÉÃÁ. ïÄÎÁËÏ, ÐÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕ, ÍÙ ÓÄÅÌÁÌÉ ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ. äÅÊÓÔŒÉ- ÔÅÌØÎÏ, k-Å ÉÚ ÒÁŒÅÎÓÔŒ (8) ÐÏÌÕÞÉÌÏÓØ ÓÒÁŒÎÅÎÉÅÍ Œ (6) ËÏÜÆ- ÆÉÃÉÅÎÔÏŒ ÐÒÉ ˘^k. õÍÎÏÖÁÑ ÅÇÏ ÎÁ A^k É ÓËÌÁÄÙŒÁÑ ÚÁÔÅÍ ŒÓÅ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ, ÍÙ, ÐÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕ, ÐÏÄÓÔÁŒÌÑÅÍ A ŒÍÅÓÔÏ ˘.

144 ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ [ÇÌ. ii

ôÁË ËÁË ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ÍÁÔÒÉÃÙ C(˘) ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÍÉÎÏÒÙ ÍÁÔÒÉÃÙ A − ˘E, Ô. Å. ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ÓÔÅÐÅÎÉ ÎÅ ŒÙÛÅ n − 1 ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ˘, ÔÏ ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÄÏËÁÚÁÎÎÏÊ ÌÅÍÍÅ

P (A) = 0;

É ÔÅÏÒÅÍÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ.

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ Õ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ÍÁÔÒÉ- ÃÙ A ÎÅÔ ËÒÁÔÎÙÈ ËÏÒÎÅÊ, ÔÏ ÎÅ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ÓÔÅÐÅÎÉ ÎÉÖÅ n, ÏÂÒÁÝÁÀÝÅÇÏÓÑ Œ ÎÕÌØ ÐÒÉ ÐÏÄÓÔÁÎÏŒËÅ Œ ÎÅÇÏ ÍÁÔÒÉ- ÃÙ A (ÓÍ. ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÅ).

õ Ð Ò Á Ö Î Å Î É Å. ðÕÓÔØ A | ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÁÑ ÍÁÔÒÉÃÁ ŒÉÄÁ

A = ˘1 0 : : : 0 0 ˘2 : : : 0 : : : : : : : : : : : 0 0 : : : ˘n ;

ÇÄÅ ŒÓÅ ÞÉÓÌÁ ˘i ÒÁÚÌÉÞÎÙ. îÁÊÔÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ P (t) ŒÏÚÍÏÖÎÏ ÂÏÌÅÅ ÎÉÚËÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ P (A) = 0. (óÍ. ÐÒÉÍÅÒ Œ § 9, Ð. 3.)

§ 11. ìÉÎÅÊÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ,

ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÏÅ Ë ÄÁÎÎÏÍÕ

1. óŒÑÚØ ÍÅÖÄÕ ÌÉÎÅÊÎÙÍÉ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑÍÉ É ÂÉ- ÌÉÎÅÊÎÙÍÉ ÆÏÒÍÁÍÉ Œ ÅŒËÌÉÄÏŒÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ. íÙ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÌÉ ÒÁÎÅÅ Œ ÁÆÆÉÎÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÏÔÄÅÌØ- ÎÏ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ É ÏÔÄÅÌØÎÏ ÂÉÌÉÎÅÊÎÙÅ ÆÏÒÍÙ. œ ÓÌÕÞÁÅ ÅŒËÌÉÄÏŒÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÍÅÖÄÕ ÂÉ- ÌÉÎÅÊÎÙÍÉ ÆÏÒÍÁÍÉ É ÌÉÎÅÊÎÙÍÉ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑÍÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÅÓÎÁÑ ÓŒÑÚØ^∗).

œÓÑËÏÍÕ ÌÉÎÅÊÎÏÍÕ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÀ A ÏÔŒÅÞÁÅÔ Œ ÅŒËÌÉÄÏŒÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÂÉÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÏÒÍÁ A(x; y),

∗) ôÁË ËÁË Œ ÄÁÎÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ ËÁË ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ, ÔÁË É ÂÉÌÉÎÅÊÎÙÅ ÆÏÒÍÙ ÚÁÄÁÀÔÓÑ ÍÁÔÒÉÃÁÍÉ, ÔÏ ÍÏÖÎÏ ÂÙÌÏ ÂÙ ÐÏÐÙÔÁÔØÓÑ Œ ÁÆÆÉÎÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÐÏÓÔÁŒÉÔØ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕ Œ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ É ÂÉÌÉÎÅÊÎÕÀ ÆÏÒÍÕ, ÚÁÄÁŒÁÅÍÙÅ ÏÄÎÏÊ É ÔÏÊ ÖÅ ÍÁÔÒÉÃÅÊ. ïÄÎÁËÏ ÜÔÏ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ ÂÙÌÏ ÂÙ ÓÌÕÞÁÊÎÙÍ. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÅÓÌÉ Œ ÏÄÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ ÍÁÔÒÉÃÙ ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÏÒÍÙ É ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ, ÔÏ Œ ÄÒÕÇÏÍ ÂÁÚÉÓÅ ÏÎÉ ÂÕÄÕÔ ÕÖÅ, ŒÏÏÂÝÅ ÇÏŒÏÒÑ, ÒÁÚÌÉÞÎÙ, ÔÁË ËÁË

§ 11]ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ, ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÏÅ Ë ÄÁÎÎÏÍÕ 145

ÚÁÄÁŒÁÅÍÁÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ

A(x; y) ≡ (Ax; y):

äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÆÕÎËÃÉÑ A(x; y) ≡ (Ax; y) ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑ- ÅÔ ÕÓÌÏŒÉÑÍ, ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÝÉÍ ÂÉÌÉÎÅÊÎÕÀ ÆÏÒÍÕ. éÍÅÅÍ:

1^∘ (A(x_1 +x_2); y) = (Ax_1 +Ax_2; y) = (Ax_1; y)+(Ax_2; y);

(A˘x; y) = (˘Ax; y) = ˘(Ax; y):

2^∘ (x; A(y_1 +y_2)) = (x; Ay_1 +Ay_2) = (x; Ay_1)+(x; Ay_2);

(x; A¯y) = (x; ¯Ay) = ¯(x; Ay):

ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ A ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÓÏÏÔ- ŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÊ ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÏÒÍÏÊ A(x; y) ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ.

ðÕÓÔØ A(x; y) = (Ax; y) É A(x; y) = (Bx; y):

ôÏÇÄÁ (Ax; y) ≡ (Bx; y);

Ô. Å.

(Ax − Bx; y) = 0

ÐÒÉ ÐÅÒÅÈÏÄÅ Ë ÄÒÕÇÏÍÕ ÂÁÚÉÓÕ ÍÁÔÒÉÃÁ A ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÏÒÍÙ ÐÅÒÅÈÏÄÉÔ Œ C^′AC (C^′ | ÍÁÔÒÉÃÁ, ÔÒÁÎÓÐÏÎÉÒÏŒÁÎÎÁÑ Ë ÍÁÔÒÉ- ÃÅ C) (ÓÍ. § 4), Á ÍÁÔÒÉÃÁ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ | Œ C^{−1}AC (ÓÍ. § 9).

œÎÉÍÁÔÅÌØÎÙÊ ÞÉÔÁÔÅÌØ ÓÍÏÖÅÔ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ ÕÓÔÁÎÁŒÌÉŒÁÅ- ÍÏÅ ÎÉÖÅ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ ÍÅÖÄÕ ÂÉÌÉÎÅÊÎÙÍÉ ÆÏÒÍÁÍÉ É ÌÉÎÅÊÎÙ- ÍÉ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑÍÉ Œ ÅŒËÌÉÄÏŒÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÓÏÓÔÏÉÔ Œ ÔÏÍ, ÞÔÏ ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÑÀÔÓÑ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ É ÂÉÌÉ- ÎÅÊÎÙÅ ÆÏÒÍÙ, ÍÁÔÒÉÃÙ ËÏÔÏÒÙÈ Œ ÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÏÍ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØ- ÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ ÐÏÌÕÞÁÀÔÓÑ ÏÄÎÁ ÉÚ ÄÒÕÇÏÊ ÔÒÁÎÓÐÏÎÉÒÏŒÁÎÉÅÍ; ÜÔÏ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ, ËÁË ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÇÏ, ÕÖÅ ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ŒÙ- ÂÏÒÁ ÂÁÚÉÓÁ.

146 ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ [ÇÌ. ii

ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ŒÅËÔÏÒÁ y; ÎÏ ÜÔÏ ÚÎÁÞÉÔ, ÞÔÏ Ax − Bx = 0. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, Ax = Bx ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ x, Ô. Å. A = B. ïÄÎÏÚÎÁÞÎÏÓÔØ ÄÏËÁÚÁÎÁ.

éÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ É ÏÂÒÁÔÎÏÅ.

ðÕÓÔØ R | ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÅ ÅŒËÌÉÄÏŒÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ É ÐÕÓÔØ A(x; y) | ÂÉÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÏÒÍÁ Œ ÎÅÍ. œÙÂÅÒÅÍ Œ R ËÁËÏÊ-ÌÉÂÏ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÊ ÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÙÊ ÂÁÚÉÓ e_1; e_2; : : : ; e_n. åÓÌÉ x = ¸_1e_1 +¸_2e_2 +: : :+¸_ne_n É y = ȷ_1e_1 +ȷ_2e_2 +: : :+ȷ_ne_n; ÔÏ A(x; y) ÍÏÖÎÏ ÚÁÐÉÓÁÔØ Œ ŒÉÄÅ

A(x; y) = a_{11}¸_1ȷ_1 + a_{12}¸_1ȷ_2 + : : : + a_{1n}¸_1ȷ_n + + a_{21}¸_2ȷ_1 + a_{22}¸_2ȷ_2 + : : : + a_{2n}¸_2ȷ_n + . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . + a_{n1}¸_nȷ_1 + a_{n2}¸_nȷ_2 + : : : + a_{nn}¸_nȷ_n: (1) ðÏÓÔÁÒÁÅÍÓÑ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÔØ ÜÔÏ ŒÙÒÁÖÅÎÉÅ Œ ŒÉÄÅ ÎÅ- ËÏÔÏÒÏÇÏ ÓËÁÌÑÒÎÏÇÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÐÅÒÅÐÉ- ÛÅÍ ÅÇÏ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ:

A(x; y) = (a_{11}¸_1 + a_{21}¸_2 + : : : + a_{n1}¸_n)ȷ_1 + + (a_{12}¸_1 + a_{22}¸_2 + : : : + a_{n2}¸_n)ȷ_2 + . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . + (a_{1n}¸_1 + a_{2n}¸_2 + : : : + a_{nn}¸_n)ȷ_n:

œŒÅÄÅÍ Œ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÅ ŒÅËÔÏÒ z Ó ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ ı_1 = a_{11}¸_1 + a_{21}¸_2 + : : : + a_{n1}¸_n; ı_2 = a_{12}¸_1 + a_{22}¸_2 + : : : + a_{n2}¸_n; . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ı_n = a_{1n}¸_1 + a_{2n}¸_2 + : : : + a_{nn}¸_n:

œÅËÔÏÒ z ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ ŒÅËÔÏÒÁ x ÌÉÎÅÊÎÙÍ ÐÒÅÏÂÒÁ- ÚÏŒÁÎÉÅÍ Ó ÍÁÔÒÉÃÅÊ, ÔÒÁÎÓÐÏÎÉÒÏŒÁÎÎÏÊ Ë ÍÁÔÒÉÃÅ ‖a_{ik}‖ ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÏÒÍÙ A(x; y). üÔÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ ÍÙ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÂÕËŒÏÊ A, Ô. Å. ÐÏÌÏÖÉÍ z = Ax. íÙ

§ 11]ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ, ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÏÅ Ë ÄÁÎÎÏÍÕ 147

ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÞÔÏ

A(x; y) = ı_1ȷ_1 + ı_2ȷ_2 + : : : + ı_nȷ_n = (z; y) = (Ax; y):

éÔÁË, ŒÓÑËÏÊ ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÏÒÍÅ A(x; y) Œ ÅŒËÌÉÄÏŒÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÏÔŒÅÞÁÅÔ ÔÁËÏÅ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁ- ÎÉÅ A, ÞÔÏ A(x; y) ≡ (Ax; y):

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÙ ÄÏËÁÚÁÌÉ ÓÌÅÄÕÀÝÕÀ ÔÅÏÒÅÍÕ. ô Å Ï Ò Å Í Á 1. æÏÒÍÕÌÁ

A(x; y) = (Ax; y) (2)

ÕÓÔÁÎÁŒÌÉŒÁÅÔ Œ ÅŒËÌÉÄÏŒÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ ÍÅÖÄÕ ÂÉÌÉÎÅÊÎÙÍÉ ÆÏÒ- ÍÁÍÉ É ÌÉÎÅÊÎÙÍÉ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑÍÉ.

éÚ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÓÔÉ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÑ, ÕÓÔÁÎÁŒÌÉŒÁÅÍÏÇÏ ÆÏÒÍÕÌÏÊ (2), ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÏÎÏ ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ŒÙÂÏÒÁ ÂÁÚÉÓÁ.

óŒÑÚØ ÍÅÖÄÕ ÂÉÌÉÎÅÊÎÙÍÉ ÆÏÒÍÁÍÉ É ÌÉÎÅÊÎÙÍÉ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑÍÉ ÍÏÖÎÏ ÕÓÔÁÎÏŒÉÔØ É ÄÒÕÇÉÍ ÓÐÏÓÏ- ÂÏÍ. á ÉÍÅÎÎÏ, ËÁÖÄÕÀ ÂÉÌÉÎÅÊÎÕÀ ÆÏÒÍÕ ÍÏÖÎÏ ÐÒÅÄ- ÓÔÁŒÉÔØ ÔÁËÖÅ Œ ŒÉÄÅ

A(x; y) = (x; A^∗y):

äÌÑ ÜÔÏÇÏ Œ ÆÏÒÍÕÌÅ (1)

A(x; y) = a_{11}¸_1ȷ_1 + a_{12}¸_1ȷ_2 + : : : + a_{1n}¸_1ȷ_n + + a_{21}¸_2ȷ_1 + a_{22}¸_2ȷ_2 + : : : + a_{2n}¸_2ȷ_n + . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . + a_{n1}¸_nȷ_1 + a_{n2}¸_nȷ_2 + : : : + a_{nn}¸_nȷ_n

ÍÙ ÂÕÄÅÍ ŒÙÎÏÓÉÔØ ÚÁ ÓËÏÂËÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ¸_1; ¸_2; : : : ; ¸_n ŒÅËÔÏÒÁ x. ðÏŒÔÏÒÑÑ ÓÎÏŒÁ ÐÒÅÖÎÉÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ, ÍÙ

148 ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ [ÇÌ. ii

ÐÏÌÕÞÁÅÍ:

A(x; y) = ¸_1(a_{11}ȷ_1 + a_{12}ȷ_2 + : : : + a_{1n}ȷ_n) +

+ ¸_2(a_{21}ȷ_1 + a_{22}ȷ_2 + : : : + a_{2n}ȷ_n) + . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . + ¸_n(a_{n1}ȷ_1 + a_{n2}ȷ_2 + : : : + a_{nn}ȷ_n) =

= ¸_1(a_{11}ȷ_1 + a_{12}ȷ_2 + : : : + a_{1n}ȷ_n) +

+ ¸_2(a_{21}ȷ_1 + a_{22}ȷ_2 + : : : + a_{2n}ȷ_n) + . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

+ ¸_n(a_{n1}ȷ_1 + a_{n2}ȷ_2 + : : : + a_{nn}ȷ_n) = (x; A^∗y):

ðÒÉ ÜÔÏÍ ÍÁÔÒÉÃÁ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ A^∗ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ ÍÁÔÒÉÃÙ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ A Œ ÌÀÂÏÍ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÍ ÂÁ- ÚÉÓÅ ÐÅÒÅÈÏÄÏÍ Ë ÔÒÁÎÓÐÏÎÉÒÏŒÁÎÎÏÊ É ÚÁÍÅÎÏÊ ÅÅ ÜÌÅ- ÍÅÎÔÏŒ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÍÉ.

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ Œ ÎÅÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ ÓŒÑÚØ ÍÅÖÄÕ ÍÁÔÒÉÃÁÍÉ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ A É A^∗ ÂÏÌÅÅ ÓÌÏÖÎÁ.

2. ïÐÅÒÁÃÉÑ ÐÅÒÅÈÏÄÁ ÏÔ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ A Ë ÓÏÐÒÑ- ÖÅÎÎÏÍÕ (ÏÐÅÒÁÃÉÑ^∗).

ï Ð Ò Å Ä Å Ì Å Î É Å 1. ðÕÓÔØ A | ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÒÅÏÂ- ÒÁÚÏŒÁÎÉÅ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÇÏ ÅŒËÌÉÄÏŒÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ. ðÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ A^∗, ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÅ ÕÓÌÏŒÉÅÍ

(Ax; y) = (x; A^∗y);

ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÍ Ë A.

ô Å Ï Ò Å Í Á 2. œ ÅŒËÌÉÄÏŒÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ËÁÖ- ÄÏÍÕ ÌÉÎÅÊÎÏÍÕ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÀ ÏÔŒÅÞÁÅÔ ÓÏÐÒÑÖÅÎ- ÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ É ÐÒÉÔÏÍ ÔÏÌØËÏ ÏÄÎÏ.

ä Ï Ë Á Ú Á Ô Å Ì Ø Ó Ô Œ Ï. ìÉÎÅÊÎÏÍÕ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁ- ÎÉÀ A ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÔÅÏÒÅÍÅ 1 ÜÔÏÇÏ ÐÁÒÁÇÒÁÆÁ ÂÉÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÏÒÍÁ A(x; y) = (Ax; y). üÔÕ ÂÉÌÉÎÅÊÎÕÀ ÆÏÒÍÕ ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÓËÁÚÁÎÎÏÍÕ Œ ËÏÎÃÅ Ð. 1 ÍÏÖÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÔØ, É ÐÒÉÔÏÍ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ, Œ ŒÉÄÅ

§ 11]ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ, ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÏÅ Ë ÄÁÎÎÏÍÕ 149

(x; A^∗y). ïËÏÎÞÁÔÅÌØÎÏ ÍÙ ÉÍÅÅÍ:

(Ax; y) = A(x; y) = (x; A^∗y):

íÁÔÒÉÃÁ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÏÇÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ A^∗ ÐÏÌÕÞÁ- ÅÔÓÑ ÉÚ ÍÁÔÒÉÃÙ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ A Œ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ ÐÅÒÅÈÏÄÏÍ Ë ÔÒÁÎÓÐÏÎÉÒÏŒÁÎÎÏÊ É ËÏÍÐÌÅËÓÎÏ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÏÊ ÍÁÔÒÉÃÅ, ËÁË ÜÔÏ ÄÏËÁÚÁÎÏ Œ Ð. 1 ÜÔÏÇÏ ÐÁÒÁÇÒÁÆÁ.

ðÅÒÅÈÏÄ ÏÔ A Ë A^∗ ÍÏÖÎÏ ŒÙÒÁÚÉÔØ Œ ŒÉÄÅ ÐÒÁŒÉÌÁ: ÅÓÌÉ Œ ŒÙÒÁÖÅÎÉÉ (Ax; y) ÍÙ ÖÅÌÁÅÍ A ÐÅÒÅÂÒÏÓÉÔØ ÎÁ ŒÔÏÒÏÅ ÍÅÓÔÏ, ÔÏ Ë ÎÅÍÕ ÎÕÖÎÏ ÐÒÉÐÉÓÁÔØ^∗.

ïÐÅÒÁÃÉÑ ÐÅÒÅÈÏÄÁ ÏÔ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ A Ë ÓÏÐÒÑ- ÖÅÎÎÏÍÕ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÀ A^∗ (ĂÏÐÅÒÁÃÉÑ^∗Ą) ÓŒÑÚÁÎÁ Ó ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÍÉ ŒÙÛÅ (§ 9) ÏÐÅÒÁÃÉÑÍÉ ÓÌÏÖÅÎÉÑ É ÕÍÎÏ- ÖÅÎÉÑ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍÉ ÓÏÏÔÎÏ- ÛÅÎÉÑÍÉ:

1^∘ (AB)^∗ = B^∗A^∗: 2^∘ (A^∗)^∗ = A:

3^∘ (A + B)^∗ = A^∗ + B^∗: 4^∘ (˘A)^∗ = ˘A^∗: 5^∘ E^∗ = E:

äÏËÁÖÅÍ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÄŒÁ ÐÅÒŒÙÈ ÉÚ ÜÔÉÈ ÓŒÏÊÓÔŒ.

1^∘ (ABx; y) = (Bx; A^∗y) = (x; B^∗A^∗y):

îÏ, Ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ (AB)^∗ ÉÍÅÅÍ:

(ABx; y) = (x; (AB)^∗y):

óÒÁŒÎÉŒÁÑ ÐÒÁŒÙÅ ÞÁÓÔÉ ÜÔÉÈ ÄŒÕÈ ÒÁŒÅÎÓÔŒ É ŒÓÐÏ- ÍÎÉŒ, ÞÔÏ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÏÐÒÅ- ÄÅÌÑÅÔÓÑ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÊ ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÏÒÍÏÊ, ÐÏÌÕ- ÞÁÅÍ:

(AB)^∗ = B^∗A^∗:

2^∘ ðÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ A^∗ ÉÍÅÅÍ:

(Ax; y) = (x; A^∗y):

150 ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ [ÇÌ. ii

ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ŒÒÅÍÅÎÎÏ A^∗ ÞÅÒÅÚ C. ôÏÇÄÁ

(Ax; y) = (x; Cy);

ÏÔËÕÄÁ (y; Ax) = (Cy; x):

úÁÍÅÎÉŒ y ÞÅÒÅÚ x, Á x ÞÅÒÅÚ y É ÐÏÍÅÎÑŒ ÍÅÓÔÁÍÉ ÐÒÁ- ŒÕÀ É ÌÅŒÕÀ ÞÁÓÔÉ ÜÔÏÇÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ, ÐÏÌÕÞÉÍ:

(Cx; y) = (x; Ay):

îÏ ÜÔÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ É ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ C^∗ = A, É ÔÁË ËÁË C = A^∗, ÔÏ (A^∗)^∗ = A:

õ Ð Ò Á Ö Î Å Î É Ñ. 1. äÏËÁÚÁÔØ ÔÁËÉÍ ÖÅ ÓÐÏÓÏÂÏÍ ÓŒÏÊÓÔŒÁ 3^∘{5^∘.

2. äÏËÁÚÁÔØ ÓŒÏÊÓÔŒÁ 1^∘{5^∘, ÐÏÌØÚÕÑÓØ ÔÅÍ, ÞÔÏ ÍÁÔÒÉÃÁ ÐÒÅ- ÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ A^∗ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ ÍÁÔÒÉÃÙ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ A Œ ÏÒ- ÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ ÔÒÁÎÓÐÏÎÉÒÏŒÁÎÉÅÍ É ÚÁÍÅÎÏÊ ŒÓÅÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÍÉ.

3. óÁÍÏÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÅ, ÕÎÉÔÁÒÎÙÅ É ÎÏÒÍÁÌØÎÙÅ ÌÉ- ÎÅÊÎÙÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ. ïÐÅÒÁÃÉÑ^∗ Œ ÉÚŒÅÓÔÎÏÊ ÍÅÒÅ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÁ ÏÐÅÒÁÃÉÉ ÐÅÒÅÈÏÄÁ ÏÔ ÄÁÎÎÏÇÏ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏ- ÇÏ ÞÉÓÌÁ ff Ë ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÏÍÕ ff. üÔÁ ÁÎÁÌÏÇÉÑ ÎÅ ÓÌÕÞÁÊ- ÎÁ. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÄÌÑ ÍÁÔÒÉÃ ÐÅÒŒÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ ÎÁÄ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÍ ÐÏÌÅÍ, Ô. Å. ÄÌÑ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÏÐÅ- ÒÁÃÉÑ^∗ ËÁË ÒÁÚ É ÓÏÓÔÏÉÔ Œ ÚÁÍÅÎÅ ÄÁÎÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ËÏÍ- ÐÌÅËÓÎÏ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÍ.

óÒÅÄÉ ŒÓÅÈ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÙÅ ÞÉ- ÓÌÁ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÚÕÀÔÓÑ ÔÅÍ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ, ÞÔÏ ff = ff. äÌÑ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏÅ ÐÏÎÑÔÉÅ ÑŒÌÑÅÔ- ÓÑ ŒÅÓØÍÁ ÓÕÝÅÓÔŒÅÎÎÙÍ.

ï Ð Ò Å Ä Å Ì Å Î É Å 2. ìÉÎÅÊÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ A ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÁÍÏÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÍ (ÉÌÉ ÜÒÍÉÔÏŒÙÍ), ÅÓÌÉ A^∗ = A.

§ 11]ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ, ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÏÅ Ë ÄÁÎÎÏÍÕ 151

ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ- ŒÁÎÉÅ A ÂÙÌÏ ÓÁÍÏÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÍ, ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ É ÄÏÓÔÁ- ÔÏÞÎÏ, ÞÔÏÂÙ ÂÉÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÏÒÍÁ (Ax; y) ÂÙÌÁ ÜÒÍÉÔÏ- ŒÏÊ.

œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÜÒÍÉÔÏŒÏÓÔØ ÆÏÒÍÙ (Ax; y) ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ (Ax; y) = (Ay; x): (Á)

óÁÍÏÓÏÐÒÑÖÅÎÎÏÓÔØ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ A ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ

(Ax; y) = (x; Ay): (Â)

ìÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ (Á) É (Â) ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙ.

œÓÑËÏÅ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ı ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÍÏ Œ ŒÉÄÅ ı = = ff + ifi, ÇÄÅ ff É fi | ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ. áÎÁÌÏÇÉÞ- ÎÏ: œÓÑËÏÅ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ A ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÚÁ- ÐÉÓÁÎÏ Œ ŒÉÄÅ A = A_1 + iA_2 (3);

ÇÄÅ A_1 É A_2 | ÓÁÍÏÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ.

äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ,

A = A + A^∗2 + i A − A^∗2i :

œŒÅÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ A + A^∗ 2 = A_1; A − A^∗ 2i = A_2:

ôÏÇÄÁ

A^∗_1 = ( A + A^∗ 2 )_∗ = 12 (A + A^∗)^∗ = 12(A^∗ + A^{∗∗}) = = 1 2 (A^∗ + A) = A_1

152 ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ [ÇÌ. ii É A^∗_2 = ( A − A^∗ 2i )_∗ = − 12i(A − A^∗)^∗ = − 12i(A^∗ − A^{∗∗}) =

= − 12i(A^∗ − A) = A_2;

Ô. Å. A_1 É A_2 | ÓÁÍÏÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ.

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÓÁÍÏÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ ÉÇÒÁÀÔ ÓÒÅÄÉ ŒÓÅÈ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ ÒÏÌØ, ÁÎÁ- ÌÏÇÉÞÎÕÀ ÒÏÌÉ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÓÒÅÄÉ ËÏÍÐÌÅËÓ- ÎÙÈ.

õ Ð Ò Á Ö Î Å Î É Ñ. 1. äÏËÁÚÁÔØ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÓÔØ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅ- ÎÉÑ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ A Œ ŒÉÄÅ (3).

2. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÌÉÎÅÊÎÁÑ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÑ Ó ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÙÍÉ ËÏ- ÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ ÓÁÍÏÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ ÅÓÔØ ÓÎÏŒÁ ÓÁ- ÍÏÓÏÐÒÑÖÅÎÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ.

3. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ A | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÅ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ- ŒÁÎÉÅ, ÔÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ AA^∗ É A^∗A | ÓÁÍÏÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÅ.

ð Ò É Í Å Þ Á Î É Å . œ ÏÔÌÉÞÉÅ ÏÔ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, AA^∗, ŒÏ- ÏÂÝÅ ÇÏŒÏÒÑ, ÎÅ ÒÁŒÎÏ A^∗A.

ðÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÄŒÕÈ ÓÁÍÏÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÈ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÐÒÅ- ÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ ÎÅ ÅÓÔØ, ŒÏÏÂÝÅ ÇÏŒÏÒÑ, ÓÁÍÏÓÏÐÒÑÖÅÎÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ. éÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ

ô Å Ï Ò Å Í Á 3. ðÕÓÔØ A É B | ÓÁÍÏÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÅ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ. äÌÑ ÔÏÇÏ ÞÔÏÂÙ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ- ŒÁÎÉÅ AB ÂÙÌÏ ÔÁËÖÅ ÓÁÍÏÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÍ, ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ É ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ, ÞÔÏÂÙ AB = BA, Ô. Å. ÞÔÏÂÙ ÐÒÅÏÂÒÁ- ÚÏŒÁÎÉÑ A É B ÂÙÌÉ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒÏÞÎÙ.

ä Ï Ë Á Ú Á Ô Å Ì Ø Ó Ô Œ Ï. îÁÍ ÄÁÎÏ, ÞÔÏ

A^∗ = A É B^∗ = B:

íÙ ÉÝÅÍ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏÅ É ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏÅ ÕÓÌÏŒÉÅ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ ŒÙÐÏÌÎÑÌÏÓØ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ

(AB)^∗ = AB: (4)

§ 11]ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ, ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÏÅ Ë ÄÁÎÎÏÍÕ 153 îÏ (AB)^∗ = B^∗A^∗ = BA:

óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ (4) ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØ- ËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ AB = BA:

ôÅÏÒÅÍÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ.

õ Ð Ò Á Ö Î Å Î É Å. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ A É B | ÓÁÍÏÓÏÐÒÑ- ÖÅÎÎÙÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ, ÔÏ ÓÁÍÏÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÍÉ ÂÕÄÕÔ É ÐÒÅÏÂÒÁ- ÚÏŒÁÎÉÑ AB + BA É i(AB − BA).

áÎÁÌÏÇÏÍ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÒÁŒÎÙÈ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ ÅÄÉÎÉÃÅ, Ô. Å. ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ zz = 1, ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÕÎÉÔÁÒÎÙÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ.

ï Ð Ò Å Ä Å Ì Å Î É Å 3. ìÉÎÅÊÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ U ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÕÎÉÔÁÒÎÙÍ, ÅÓÌÉ UU^∗ = U^∗U = E^∗). äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ÄÌÑ ÕÎÉÔÁÒÎÏÇÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ U^∗ = U^{−1}.

œ § 13 ÍÙ ÐÏÚÎÁËÏÍÉÍÓÑ Ó ŒÅÓØÍÁ ÐÒÏÓÔÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉ- ÞÅÓËÏÊ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÅÊ ÕÎÉÔÁÒÎÙÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ.

õ Ð Ò Á Ö Î Å Î É Ñ. 1. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÄŒÕÈ ÕÎÉ- ÔÁÒÎÙÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ ÅÓÔØ ÓÎÏŒÁ ÕÎÉÔÁÒÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ.

2. ðÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ U | ÕÎÉÔÁÒÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ, Á A | ÓÁÍÏÓÏÐÒÑÖÅÎÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ, ÔÏ U^{−1}AU | ÔÁËÖÅ ÓÁÍÏÓÏ- ÐÒÑÖÅÎÎÏÅ.

îÉÖÅ (Œ § 15) ÍÙ ÄÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ŒÓÑËÏÅ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÒÅ- ÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ ÍÏÖÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÔØ ËÁË ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÓÁ- ÍÏÓÏÐÒÑÖÅÎÎÏÇÏ ÎÁ ÕÎÉÔÁÒÎÏÅ. üÔÕ ÔÅÏÒÅÍÕ ÍÏÖÎÏ ÒÁÓ- ÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ËÁË ÏÂÏÂÝÅÎÉÅ ÚÁÐÉÓÉ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ Œ ÔÒÉÇÏÎÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÆÏÒÍÅ.

œŒÅÄÅÍ ÅÝÅ ÏÄÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ.

∗) œ n-ÍÅÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÕÓÌÏŒÉÑ U^∗U = E É UU^∗ = E ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙ. œ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÜÔÏ | ÄŒÁ ÒÁÚ- ÌÉÞÎÙÈ ÕÓÌÏŒÉÑ.

154 ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ [ÇÌ. ii

ï Ð Ò Å Ä Å Ì Å Î É Å 4. ìÉÎÅÊÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ A ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÎÏÒÍÁÌØÎÙÍ, ÅÓÌÉ AA^∗ = A^∗A.

äÌÑ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÎÅÔ ÎÁÄÏÂÎÏÓÔÉ Œ ÁÎÁÌÏÇÉÞ- ÎÏÍ ÐÏÎÑÔÉÉ, ÔÁË ËÁË ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏ É, ÚÎÁÞÉÔ, ffff ŒÓÅÇÄÁ ÒÁŒÎÏ ffff.

îÅÔÒÕÄÎÏ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ, ÞÔÏ ËÁË ÓÁÍÏÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÅ, ÔÁË É ÕÎÉÔÁÒÎÙÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÞÁÓÔÎÙÍÉ ÓÌÕ- ÞÁÑÍÉ ÎÏÒÍÁÌØÎÙÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ.

âÏÌÅÅ ÄÅÔÁÌØÎÏÍÕ ÉÚÕÞÅÎÉÀ ÏÔÄÅÌØÎÙÈ ËÌÁÓÓÏŒ ÌÉ- ÎÅÊÎÙÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ Œ ÅŒËÌÉÄÏŒÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÂÕ- ÄÕÔ ÐÏÓŒÑÝÅÎÙ ÄÁÌØÎÅÊÛÉÅ ÐÁÒÁÇÒÁÆÙ ÜÔÏÊ ÇÌÁŒÙ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ ÄÌÑ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÔÉÐÏŒ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ ŒÅÓØÍÁ ÐÒÏÓÔÕÀ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÕÀ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÕ.

§ 12. óÁÍÏÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÅ (ÜÒÍÉÔÏŒÙ) ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ.

ïÄÎÏŒÒÅÍÅÎÎÏÅ ÐÒÉŒÅÄÅÎÉÅ ÐÁÒÙ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÙÈ ÆÏÒÍ Ë ÓÕÍÍÅ ËŒÁÄÒÁÔÏŒ

1. óÁÍÏÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ. œ ÜÔÏÍ ÐÁÒÁ- ÇÒÁÆÅ ÍÙ ÂÏÌÅÅ ÐÏÄÒÏÂÎÏ ÉÚÕÞÉÍ ËÌÁÓÓ ÓÁÍÏÓÏÐÒÑÖÅÎ- ÎÙÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ n-ÍÅÒÎÏÇÏ ÅŒËÌÉÄÏŒÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ- ŒÁ. üÔÉ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ ÞÁÓÔÏ ŒÓÔÒÅÞÁÀÔÓÑ Œ ÒÁÚÌÉÞ- ÎÙÈ ÐÒÉÌÏÖÅÎÉÑÈ. (óÕÝÅÓÔŒÅÎÎÕÀ ÒÏÌØ ÓÁÍÏÓÏÐÒÑÖÅÎ- ÎÙÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ, ÐÒÁŒÄÁ Œ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÍ ÐÒÏÓ- ÔÒÁÎÓÔŒÅ, ÉÇÒÁÀÔ Œ ËŒÁÎÔÏŒÏÊ ÍÅÈÁÎÉËÅ).

ì Å Í Í Á 1. óÏÂÓÔŒÅÎÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÓÁÍÏÓÏÐÒÑÖÅÎ- ÎÏÇÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙ.

ä Ï Ë Á Ú Á Ô Å Ì Ø Ó Ô Œ Ï. ðÕÓÔØ x | ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÊ ŒÅ- ËÔÏÒ ÓÁÍÏÓÏÐÒÑÖÅÎÎÏÇÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ A É ˘ | ÓÏÏÔ- ŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÅ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ, Ô. Å.

Ax = ˘x; x ≠ 0:

ôÁË ËÁË A^∗ = A, ÔÏ

(Ax; x) = (x; Ax);

§ 12] ÓÁÍÏÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÅ (ÜÒÍÉÔÏŒÙ) ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ 155

Ô. Å.

(˘x; x) = (x; ˘x):

œÙÎÏÓÑ ˘ ÚÁ ÓËÏÂËÉ, ÐÏÌÕÞÉÍ:

˘(x; x) = ˘(x; x);

É ÔÁË ËÁË (x; x) ≠ 0, ÔÏ ˘ = ˘, ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏŒÁÌÏÓØ ÄÏËÁ- ÚÁÔØ.

ì Å Í Í Á 2. ðÕÓÔØ A | ÓÁÍÏÓÏÐÒÑÖÅÎÎÏÅ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ Œ n-ÍÅÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ R É e | ÅÇÏ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÊ ŒÅËÔÏÒ. óÏŒÏËÕÐÎÏÓÔØ R_1 ŒÅËÔÏÒÏŒ x, ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÈ Ë e, ÅÓÔØ (n − 1)-ÍÅÒÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÏ, ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÏÅ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ A.

ä Ï Ë Á Ú Á Ô Å Ì Ø Ó Ô Œ Ï. óÏŒÏËÕÐÎÏÓÔØ R_1 ŒÅËÔÏÒÏŒ x, ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÈ Ë e, ÏÂÒÁÚÕÅÔ (n − 1)-ÍÅÒÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÏ.

ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ R_1 ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÏ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ A. ðÕÓÔØ x ∈ R_1. üÔÏ ÚÎÁÞÉÔ, ÞÔÏ (x; e) = 0. ôÏÇÄÁ É (Ax; e) = 0, Ô. Å. Ax ∈ R_1. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ,

(Ax; e) = (x; A^∗e) = (x; Ae) = (x; ˘e) = ˘(x; e) = 0:

íÙ ÄÏËÁÚÁÌÉ, ÞÔÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ A ÎÅ ŒÙŒÏÄÉÔ ŒÅË- ÔÏÒÙ, ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÉÅ R_1, ÉÚ R_1, Ô. Å. ÄÏËÁÚÁÌÉ, ÞÔÏ ÐÏÄ- ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ R_1 ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÏ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ A.

ô Å Ï Ò Å Í Á 1. ðÕÓÔØ A | ÓÁÍÏÓÏÐÒÑÖÅÎÎÏÅ ÐÒÅ- ÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ Œ n-ÍÅÒÎÏÍ ÅŒËÌÉÄÏŒÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ R. ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ n ÐÏÐÁÒÎÏ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÈ ÓÏÂ- ÓÔŒÅÎÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ A. óÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕ- ÀÝÉÅ ÉÍ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙ.

ä Ï Ë Á Ú Á Ô Å Ì Ø Ó Ô Œ Ï. óÏÇÌÁÓÎÏ ÔÅÏÒÅÍÅ 1 § 10 Œ R ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÉÎ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÊ ŒÅËÔÏÒ e_1 ÐÒÅ- ÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ A. œ ÓÉÌÕ ÌÅÍÍÙ 2 ÓÏŒÏËÕÐÎÏÓÔØ ŒÅËÔÏÒÏŒ, ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÈ Ë e_1, ÏÂÒÁÚÕÅÔ (n − 1)-ÍÅÒÎÏÅ ÉÎŒÁÒÉ- ÁÎÔÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ R_1. âÕÄÅÍ ÄÁÌÅÅ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ- ŒÁÔØ ÎÁÛÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ A ÌÉÛØ Œ R_1. œ R_1 ÓÕÝÅÓÔŒÕ- ÅÔ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÊ ŒÅËÔÏÒ e_2 (ÓÍ. ÚÁÍÅÞÁÎÉÅ Ë ÔÅÏÒÅÍÅ 1

156 ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ [ÇÌ. ii

§ 10). óÏŒÏËÕÐÎÏÓÔØ ŒÅËÔÏÒÏŒ ÉÚ R_1, ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÈ Ë e_2, ÏÂÒÁÚÕÅÔ (n − 2)-ÍÅÒÎÏÅ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÏ R_2. œ ÎÅÍ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÊ ŒÅËÔÏÒ e_3 É Ô. Ä.

íÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, n ÐÏÐÁÒÎÏ ÏÒÔÏÇÏ- ÎÁÌØÎÙÈ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ e_1; e_2; : : : ; e_n. óÏÇÌÁÓÎÏ ÌÅÍÍÅ 1 ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÅ ÉÍ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ŒÅ- ÝÅÓÔŒÅÎÎÙ. ôÅÏÒÅÍÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ.

ôÁË ËÁË ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÇÏ ŒÅËÔÏÒÁ ÎÁ ÌÀ- ÂÏÅ ÏÔÌÉÞÎÏÅ ÏÔ ÎÕÌÑ ÞÉÓÌÏ ÅÓÔØ ÓÎÏŒÁ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÊ ŒÅË- ÔÏÒ, ÔÏ ŒÅËÔÏÒÙ e_i ÍÏÖÎÏ ŒÙÂÒÁÔØ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÉÈ ÄÌÉÎÙ ÒÁŒÎÑÌÉÓØ ÅÄÉÎÉÃÅ.

ô Å Ï Ò Å Í Á 2. ðÕÓÔØ A | ÓÁÍÏÓÏÐÒÑÖÅÎÎÏÅ ÐÒÅ- ÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ Œ n-ÍÅÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ. ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅ- ÓÔŒÕÅÔ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÊ ÂÁÚÉÓ, Œ ËÏÔÏÒÏÍ ÍÁÔÒÉÃÁ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÁ É ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÁ. œÅÒÎÏ ÔÁËÖÅ É ÏÂÒÁÔÎÏÅ.

ä Ï Ë Á Ú Á Ô Å Ì Ø Ó Ô Œ Ï. œÙÂÅÒÅÍ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÂÁÚÉÓÁ ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÙÅ Œ ÔÅÏÒÅÍÅ 1 ÐÏÐÁÒÎÏ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÅ ÓÏÂ- ÓÔŒÅÎÎÙÅ ŒÅËÔÏÒÙ e_1; e_2; : : : ; e_n.

ôÏÇÄÁ Ae_1 = ˘_1e_1; Ae_2 = ˘_2e_2; . . . . . . . . Ae_n = ˘_ne_n;

Ô. Å. Œ ÜÔÏÍ ÂÁÚÉÓÅ ÍÁÔÒÉÃÁ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ A ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ

˘_1 0 : : : 0 0 ˘_2 : : : 0 : : : : : : : : : : : 0 0 : : : ˘_n

; (1)

ÇÄÅ ŒÓÅ ˘_i ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙ.

ïÂÒÁÔÎÏ, ÐÕÓÔØ ÍÁÔÒÉÃÁ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ A Œ ÏÒÔÏ- ÇÏÎÁÌØÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ (1). œ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÍ ÎÏÒ- ÍÉÒÏŒÁÎÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ ÍÁÔÒÉÃÁ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÏÇÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ-

§ 12] ÓÁÍÏÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÅ (ÜÒÍÉÔÏŒÙ) ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ 157

ŒÁÎÉÑ A^∗ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ ÍÁÔÒÉÃÙ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ A ÔÒÁÎÓÐÏÎÉÒÏŒÁÎÉÅÍ É ÚÁÍÅÎÏÊ ËÁÖÄÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ ËÏÍ- ÐÌÅËÓÎÏ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÍ (ÓÍ. § 11). ðÒÏÄÅÌÁŒ ÜÔÉ ÏÐÅÒÁÃÉÉ ÎÁÄ ÍÁÔÒÉÃÅÊ ŒÉÄÁ (1) (ÇÄÅ ŒÓÅ ˘_i ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙ), ÍÙ ÐÏ- ÌÕÞÉÍ ÔÕ ÖÅ ÓÁÍÕÀ ÍÁÔÒÉÃÕ. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÐÒÅÏÂÒÁ- ÚÏŒÁÎÉÑÍ A É A^∗ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÏÄÎÁ É ÔÁ ÖÅ ÍÁÔÒÉÃÁ, Ô. Å. A = A^∗. ôÅÏÒÅÍÁ ÐÏÌÎÏÓÔØÀ ÄÏËÁÚÁÎÁ.

ïÔÍÅÔÉÍ ÅÝÅ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÓŒÏÊÓÔŒÏ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÈ ŒÅË- ÔÏÒÏŒ ÓÁÍÏÓÏÐÒÑÖÅÎÎÏÇÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ: ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÅ ŒÅËÔÏÒÙ, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÅ ÒÁÚÌÉÞÎÙÍ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÍ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍ, ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙ.

äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÐÕÓÔØ

Ae_1 = ˘_1e_1; Ae_2 = ˘_2e_2; ˘_1 ≠ ˘_2:

éÍÅÅÍ:

(Ae_1; e_2) = (e_1; A^∗e_2) = (e_1; Ae_2);

Ô. Å.

˘_1(e_1; e_2) = ˘_2(e_1; e_2) ÉÌÉ (˘_1 − ˘_2)(e_1; e_2) = 0:

ôÁË ËÁË ˘_1 ≠ ˘_2, ÔÏ

(e_1; e_2) = 0:

ú Á Í Å Þ Á Î É Å. éÚ ÄÏËÁÚÁÎÎÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÎÁÇÌÑÄ- ÎÏ-ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÓÍÙÓÌ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ ÓÁÍÏÓÏÐÒÑÖÅÎÎÏÇÏ ÐÒÅ- ÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ ÔÁËÏŒ; Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ŒÙÄÅÌÑÅÔÓÑ n ÐÏÐÁÒÎÏ ÏÒÔÏ- ÇÏÎÁÌØÎÙÈ ÎÁÐÒÁŒÌÅÎÉÊ (ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÈ ÎÁÐÒÁŒÌÅÎÉÊ). ëÁÖÄÏÍÕ ÉÚ ÜÔÉÈ ÎÁÐÒÁŒÌÅÎÉÊ ÓÔÁŒÉÔÓÑ Œ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ (ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ). ðÏ ËÁÖÄÏÍÕ ÉÚ ÜÔÉÈ ÎÁÐÒÁŒÌÅÎÉÊ ÐÒÏÉÚ- ŒÏÄÉÔÓÑ ÒÁÓÔÑÖÅÎÉÅ (ÓÖÁÔÉÅ) ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ Œ |˘i| ÒÁÚ É, ËÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÚÅÒËÁÌØÎÏÅ ÏÔÒÁÖÅÎÉÅ Œ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ, ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÊ Ë ÄÁÎÎÏ- ÍÕ ÎÁÐÒÁŒÌÅÎÉÀ, ÅÓÌÉ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÅ ˘i ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÏ.

ðÁÒÁÌÌÅÌØÎÏ Ó ÐÏÎÑÔÉÅÍ ÓÁÍÏÓÏÐÒÑÖÅÎÎÏÇÏ ÐÒÅÏÂÒÁ- ÚÏŒÁÎÉÑ ŒŒÏÄÉÔÓÑ ÐÏÎÑÔÉÅ ÜÒÍÉÔÏŒÏÊ ÍÁÔÒÉÃÙ.

158 ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ [ÇÌ. ii

íÁÔÒÉÃÁ ‖a_{ik}‖ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÜÒÍÉÔÏŒÏÊ, ÅÓÌÉ a_{ik} = = a_{ki}.

ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÔÏÇÏ ÞÔÏÂÙ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ A ÂÙÌÏ ÓÁ- ÍÏÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÍ, ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ É ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ, ÞÔÏÂÙ ÅÇÏ ÍÁÔÒÉÃÁ Œ ËÁËÏÍ-ÎÉÂÕÄØ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ ÂÙÌÁ ÜÒ- ÍÉÔÏŒÏÊ.

õ Ð Ò Á Ö Î Å Î É Å. œÏÚŒÅÓÔÉ ÍÁÔÒÉÃÕ ( 0 √ 2 √ 2 1 )

Œ 28-À ÓÔÅÐÅÎØ. õ Ë Á Ú Á Î É Å. ðÒÉŒÅÓÔÉ ÜÔÕ ÍÁÔÒÉÃÕ Ë ÄÉÁÇÏ- ÎÁÌØÎÏÊ ÆÏÒÍÅ, ÚÁÔÅÍ ŒÏÚŒÅÓÔÉ ÅÅ Œ ÕËÁÚÁÎÎÕÀ ÓÔÅÐÅÎØ É, ÎÁËÏÎÅÃ, ŒÅÒÎÕÔØÓÑ Ë ÐÒÅÖÎÅÍÕ ÂÁÚÉÓÕ.

2. ðÒÉŒÅÄÅÎÉÅ Ë ÇÌÁŒÎÙÍ ÏÓÑÍ. ïÄÎÏŒÒÅÍÅÎÎÏÅ ÐÒÉ- ŒÅÄÅÎÉÅ ÐÁÒÙ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÙÈ ÆÏÒÍ Ë ÓÕÍÍÅ ËŒÁÄÒÁÔÏŒ. ðÒÉÍÅÎÉÍ ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÅ Œ Ð. 1 ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ Ë ËŒÁÄÒÁÔÉÞ- ÎÙÍ ÆÏÒÍÁÍ.

íÙ ÚÎÁÅÍ, ÞÔÏ ŒÓÑËÏÊ ÜÒÍÉÔÏŒÏÊ ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÏÒÍÅ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÓÁÍÏÓÏÐÒÑÖÅÎÎÏÅ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁ- ÎÉÅ. éÚ ÔÅÏÒÅÍÙ 2 ÜÔÏÇÏ ÐÁÒÁÇÒÁÆÁ ŒÙÔÅËÁÅÔ ŒÁÖÎÁÑ ô Å Ï Ò Å Í Á 3. ðÕÓÔØ R | ÅŒËÌÉÄÏŒÏ n-ÍÅÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ É ÐÕÓÔØ A(x; y) | ÜÒÍÉÔÏŒÁ ÂÉÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÏÒÍÁ Œ R. ôÏÇÄÁ Œ R ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÊ ÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÙÊ ÂÁÚÉÓ, Œ ËÏÔÏÒÏÍ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÁÑ A(x; y) ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÁÑ ÆÏÒÍÁ ÚÁÐÉÓÙŒÁÅÔÓÑ Œ ŒÉÄÅ ÓÕÍÍÙ ËŒÁÄÒÁÔÏŒ:

A(x; x) = ∑ ˘_i|¸_i|^2;

ÇÄÅ ˘_i ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙ, Á ¸_i | ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ŒÅËÔÏÒÁ x^∗).

∗) œ § 8 ÍÙ ÄÏËÁÚÁÌÉ, ÞÔÏ Œ ÁÆÆÉÎÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÍÏÖÎÏ ŒÓÑËÕÀ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÕÀ (ÉÌÉ, ÞÔÏ ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ, ŒÓÑËÕÀ ÜÒÍÉÔÏŒÕ ÂÉÌÉÎÅÊÎÕÀ) ÆÏÒÍÕ ÐÒÉŒÅÓÔÉ Ë ÓÕÍÍÅ ËŒÁÄÒÁÔÏŒ. úÄÅÓØ ÍÙ ÄÌÑ ÅŒËÌÉÄÏŒÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÄÏËÁÚÙŒÁÅÍ ÂÏÌÅÅ ÓÉÌØÎÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ, ÉÍÅÎÎÏ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÅ ÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÏÇÏ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ, Œ ËÏÔÏÒÏÍ ÄÁÎÎÁÑ ÜÒÍÉÔÏŒÁ ÆÏÒÍÁ ÐÒÉŒÏÄÉÔÓÑ Ë ÓÕÍÍÅ ËŒÁÄÒÁÔÏŒ.

§ 12] ÓÁÍÏÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÅ (ÜÒÍÉÔÏŒÙ) ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ 159

ä Ï Ë Á Ú Á Ô Å Ì Ø Ó Ô Œ Ï. åÓÌÉ A(x; y) | ÜÒÍÉÔÏŒÁ ÂÉ- ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÏÒÍÁ, Ô. Å. A(x; y) = A(y; x);

ÔÏ (ÓÍ. § 11) ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÏÅ ÓÁÍÏÓÏÐÒÑÖÅÎÎÏÅ ÌÉÎÅÊ- ÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ A, ÞÔÏ A(x; y) ≡ (Ax; y):

œÙÂÅÒÅÍ Œ R Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ŒÅËÔÏÒÏŒ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÇÏ ÎÏÒ- ÍÉÒÏŒÁÎÎÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ ÓÉÓÔÅÍÕ ÐÏÐÁÒÎÏ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÈ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ ÓÁÍÏÓÏÐÒÑÖÅÎÎÏÇÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁ- ÎÉÑ A (ÜÔÏ ŒÏÚÍÏÖÎÏ Œ ÓÉÌÕ ÔÅÏÒÅÍÙ 1). ôÏÇÄÁ Ae_1 = ˘_1e_1; Ae_2 = ˘_2e_2; : : : ; Ae_n = ˘_ne_n:

ðÕÓÔØ x = ¸_1e_1 + ¸_2e_2 + : : : + ¸_ne_n; y = ȷ_1e_1 + ȷ_2e_2 + : : : + ȷ_ne_n: ôÁË ËÁË (e_i; e_k) = { 1 ÐÒÉ i = k; 0 ÐÒÉ i ≠ k; ÔÏ A(x; y) ≡ (Ax; y) = = (¸_1Ae_1 +¸_2Ae_2 +: : :+¸_nAe_n; ȷ_1e_1 +ȷ_2e_2 +: : :+ȷ_ne_n) = = (˘_1¸_1e_1+˘_2¸_2e_2+: : :+˘_n¸_ne_n; ȷ_1e_1+ȷ_2e_2+: : :+ȷ_ne_n) = = ˘_1¸_1ȷ_1 + ˘_2¸_2ȷ_2 + : : : + ˘_n¸_nȷ_n:

œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ,

A(x; x) = (Ax; x) = ˘_1|¸_1|^2 + ˘_2|¸_2|^2 + : : : + ˘_n|¸_n|^2: ôÅÏÒÅÍÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ.

îÁÈÏÖÄÅÎÉÅ Œ ÅŒËÌÉÄÏŒÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØ- ÎÏÇÏ ÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ, Œ ËÏÔÏÒÏÍ ÄÁÎÎÁÑ ËŒÁÄÒÁ- ÔÉÞÎÁÑ ÆÏÒÍÁ ÐÒÉŒÏÄÉÔÓÑ Ë ÓÕÍÍÅ ËŒÁÄÒÁÔÏŒ, ÎÁÚÙŒÁ- ÅÔÓÑ ÐÒÉŒÅÄÅÎÉÅÍ ÜÔÏÊ ÆÏÒÍÙ Ë ÇÌÁŒÎÙÍ ÏÓÑÍ.

160 ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ [ÇÌ. ii

ô Å Ï Ò Å Í Á 4. ðÕÓÔØ R | ÁÆÆÉÎÎÏÅ n-ÍÅÒÎÏÅ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÏ É A(x; x) É B(x; x) | ÄŒÅ ÜÒÍÉÔÏŒÙ ËŒÁÄÒÁ- ÔÉÞÎÙÅ ÆÏÒÍÙ, ÐÒÉÞÅÍ ÆÏÒÍÁ B(x; x) | ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÁÑ. ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÂÁÚÉÓ, Œ ËÏÔÏÒÏÍ ÏÂÅ ÜÔÉ ÆÏÒÍÙ ÚÁÐÉÓÙŒÁÀÔÓÑ Œ ŒÉÄÅ ÓÕÍÍÙ ËŒÁÄÒÁÔÏŒ.

ä Ï Ë Á Ú Á Ô Å Ì Ø Ó Ô Œ Ï. œŒÅÄÅÍ Œ R ÓËÁÌÑÒÎÏÅ ÐÒÏ- ÉÚŒÅÄÅÎÉÅ, ÐÏÌÏÖÉŒ (x; y) ≡ B(x; y), ÇÄÅ B(x; y) | ÏÔŒÅ- ÞÁÀÝÁÑ B(x; x) ÂÉÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÏÒÍÁ. üÔÏ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÚÁËÏÎ- ÎÙÍ, ÔÁË ËÁË ÁËÓÉÏÍÙ ÓËÁÌÑÒÎÏÇÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ ÏÚÎÁ- ÞÁÀÔ, ÞÔÏ (x; y) ÅÓÔØ ÜÒÍÉÔÏŒÁ ÂÉÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÏÒÍÁ, ÓÏÏÔ- ŒÅÔÓÔŒÕÀÝÁÑ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÊ ËŒÁÄÒÁÔÉÞ- ÎÏÊ ÆÏÒÍÅ (§ 8). ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ R ÓÔÁÎÅÔ, ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁ- ÚÏÍ, ÅŒËÌÉÄÏŒÙÍ. óÏÇÌÁÓÎÏ ÔÅÏÒÅÍÅ 3 Œ R ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÊ^∗) ÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÙÊ ÂÁÚÉÓ e_1; e_2; : : : ; e_n, Œ ËÏÔÏÒÏÍ ÆÏÒÍÁ A(x; x) ÐÒÉŒÏÄÉÔÓÑ Ë ÓÕÍÍÅ ËŒÁÄÒÁÔÏŒ, Ô. Å. Ë ŒÉÄÕ

A(x; x) = ˘_1|¸_1|^2 + ˘_2|¸_2|^2 + : : : + ˘_n|¸_n|^2: (2)

œ ÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÏÍ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ ÓËÁÌÑÒÎÏÅ ÐÒÏ- ÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ

(x; x) = |¸_1|^2 + |¸_2|^2 + : : : + |¸_n|^2;

Ô. Å.

B(x; x) = |¸_1|^2 + |¸_2|^2 + : : : + |¸_n|^2: (3)

íÙ ÎÁÛÌÉ, ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÂÁÚÉÓ, Œ ËÏÔÏÒÏÍ ÏÂÅ ËŒÁ- ÄÒÁÔÉÞÎÙÅ ÆÏÒÍÙ A(x; x) É B(x; x) ÏÄÎÏŒÒÅÍÅÎÎÏ ÐÒÉ- ŒÏÄÑÔÓÑ Ë ÓÕÍÍÅ ËŒÁÄÒÁÔÏŒ, ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏŒÁÌÏÓØ.

œ ÔÅÏÒÅÍÅ 4 ÐÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ Œ R ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÂÁÚÉÓ, Œ ËÏÔÏÒÏÍ ÜÒÍÉÔÏŒÙ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÙÅ ÆÏÒÍÙ A É B ÉÍÅÀÔ ŒÉÄ (2) É (3). ðÏËÁÖÅÍ, ËÁË ÎÁÊÔÉ ÞÉÓÌÁ ˘_1; ˘_2; : : : ; ˘_n.

∗) ïÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ŒŒÅÄÅÎÎÏÇÏ ÎÁÍÉ ÓËÁÌÑÒÎÏÇÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ (x; y) = B(x; y).

§ 12] ÓÁÍÏÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÅ (ÜÒÍÉÔÏŒÙ) ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ 161

œ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÏÍ ŒÉÄÅ ÍÁÔÒÉÃÙ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÙÈ ÆÏÒÍ A É B ÉÍÅÀÔ ŒÉÄ

A = ˘_1 0 : : : 0 0 ˘_2 : : : 0 : : : : : : : : : : : 0 0 : : : ˘_n

; B =

1 0 : : : 0 0 1 : : : 0 : : : : : : : : 0 0 : : : 1 :

óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ,

Det(A − ˘B) = (˘_1 − ˘)(˘_2 − ˘) : : : (˘_n − ˘): (4)

ðÒÉ ÐÅÒÅÈÏÄÅ Ë ÄÒÕÇÏÍÕ ÂÁÚÉÓÕ ÍÁÔÒÉÃÙ ÜÒÍÉÔÏŒÙÈ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÙÈ ÆÏÒÍ A É B ÐÅÒÅÈÏÄÑÔ Œ A_1 = C^∗AC É B_1 = C^∗AC. ðÏÜÔÏÍÕ, ÅÓÌÉ e_1; e_2; : : : ; e_n | ÐÒÏÉÚŒÏÌØ- ÎÙÊ ÂÁÚÉÓ, ÔÏ Œ ÜÔÏÍ ÂÁÚÉÓÅ

Det(A_1 − ˘B_1) = Det C^∗ · Det(A − ˘B) · Det C;

Ô. Å. ÏÔÌÉÞÁÅÔÓÑ ÌÉÛØ ÐÏÓÔÏÑÎÎÙÍ ÍÎÏÖÉÔÅÌÅÍ ÏÔ ŒÙ- ÒÁÖÅÎÉÑ (4). ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÁ ˘_1; ˘_2; : : : ; ˘_n ÑŒÌÑÀÔÓÑ ËÏÒÎÑÍÉ ÓÌÅÄÕÀÝÅÇÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ: | | | | a_{11} − ˘b_{11} a_{12} − ˘b_{12} : : : a_{1n} − ˘b_{1n} a_{21} − ˘b_{21} a_{22} − ˘b_{22} : : : a_{2n} − ˘b_{2n} : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : a_{n1} − ˘b_{n1} a_{n2} − ˘b_{n2} : : : a_{nn} − ˘b_{nn}

| | | | = 0;

ÇÄÅ ‖a_{ik}‖ É ‖b_{ik}‖ | ÍÁÔÒÉÃÙ ÆÏÒÍ A(x; x) É B(x; x) Œ ËÁËÏÍ-ÎÉÂÕÄØ ÂÁÚÉÓÅ e_1; e_2; : : : ; e_n.

ú Á Í Å Þ Á Î É Å. ôÒÅÂÏŒÁÎÉÅ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÊ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÓÔÉ ÏÄÎÏÊ ÉÚ ÆÏÒÍ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÕÝÅÓÔŒÅÎÎÙÍ, Ï ÞÅÍ ÓŒÉÄÅÔÅÌØÓÔŒÕÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÐÒÉÍÅÒ: ÄŒÅ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÙÅ ÆÏÒÍÙ

A(x; x) = |¸1|^2 − |¸2|^2; B(x; x) = ¸1¸_2 + ¸2¸_1;

ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÎÉ ÏÄÎÁ ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÊ, ÎÅ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÏÄÎÏŒÒÅÍÅÎÎÏ ÐÒÉŒÅÄÅÎÙ Ë ÓÕÍÍÅ ËŒÁÄÒÁÔÏŒ. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÐÅÒŒÏÊ ÆÏÒÍÅ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÍÁÔÒÉÃÁ A = ( 1 0 0 −1 ) ;

162 ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ [ÇÌ. ii

Á ŒÔÏÒÏÊ | ÍÁÔÒÉÃÁ B = ( 0 1 1 0 ) : òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÁÔÒÉÃÕ A−˘B, ÇÄÅ ˘ | ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÊ ÐÁÒÁÍÅÔÒ. åÅ ÄÅÔÅÒÍÉÎÁÎÔ ÒÁŒÅÎ −(˘^2 + 1). ôÁË ËÁË ÏÎ ÎÅ ÉÍÅÅÔ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÈ ËÏÒÎÅÊ, ÔÏ, ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÓËÁÚÁÎÎÏÍÕ ŒÙÛÅ, ÏÂÅ ÆÏÒÍÙ ÎÅ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÐÒÉŒÅÄÅÎÙ ÏÄÎÏŒÒÅÍÅÎÎÏ Ë ÓÕÍÍÅ ËŒÁÄÒÁÔÏŒ.

§ 13. õÎÉÔÁÒÎÙÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ

íÙ ÏÐÒÅÄÅÌÉÌÉ Œ § 11 ÕÎÉÔÁÒÎÙÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ ÒÁ- ŒÅÎÓÔŒÏÍ UU^∗ = U^∗U = E: (1)

üÔÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÉÍÅÅÔ ÐÒÏÓÔÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÓÍÙÓÌ. á ÉÍÅÎÎÏ:

œÓÑËÏÅ ÕÎÉÔÁÒÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ U Œ ÅŒËÌÉÄÏŒÏÍ n-ÍÅÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ R ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ ÓËÁÌÑÒÎÏÅ ÐÒÏ- ÉÚŒÅÄÅÎÉÅ, Ô. Å.

(Ux; Uy) = (x; y)

ÄÌÑ ŒÓÅÈ x; y ∈ R. ïÂÒÁÔÎÏ, ŒÓÑËÏÅ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁ- ÚÏŒÁÎÉÅ U, ÓÏÈÒÁÎÑÀÝÅÅ ÓËÁÌÑÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ, ÕÎÉ- ÔÁÒÎÏ [Ô. Å. ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÕÓÌÏŒÉÀ (1)].

œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÅÓÌÉ ÄÁÎÏ, ÞÔÏ U^∗U = E, ÔÏ

(Ux; Uy) = (x; U^∗Uy) = (x; y):

ïÂÒÁÔÎÏ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ x É y

(Ux; Uy) = (x; y); ÔÏ (U^∗Ux; y) = (x; y);

Ô. Å.

(U^∗Ux; y) = (Ex; y):

ôÁË ËÁË ÉÚ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ÂÉÌÉÎÅÊÎÙÈ ÆÏÒÍ ÓÌÅÄÕ- ÅÔ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ, ÔÏ U^∗U = E, Ô. Å. U ÕÎÉÔÁÒÎÏ.

§ 13] ÕÎÉÔÁÒÎÙÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ 163

œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÐÒÉ x = y ÉÍÅÅÍ:

(Ux; Ux) = (x; x);

Ô. Å. ÕÎÉÔÁÒÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ U ÎÅ ÍÅÎÑÅÔ ÄÌÉÎ ŒÅË- ÔÏÒÏŒ.

õ Ð Ò Á Ö Î Å Î É Å. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁ- ÎÉÅ ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ ÄÌÉÎÙ ŒÓÅÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ, ÔÏ ÏÎÏ ÕÎÉÔÁÒÎÏ.

úÁÐÉÛÅÍ ÕÓÌÏŒÉÑ ÕÎÉÔÁÒÎÏÓÔÉ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ- ŒÁÎÉÑ Œ ÍÁÔÒÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÅ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ŒÙÂÅÒÅÍ ËÁËÏÊ- ÌÉÂÏ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÊ ÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÙÊ ÂÁÚÉÓ e_1; e_2; : : : : : : ; e_n. ðÕÓÔØ Œ ÜÔÏÍ ÂÁÚÉÓÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÀ U ÓÏÏÔ- ŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÍÁÔÒÉÃÁ a_{11} a_{12} : : : a_{1n} a_{21} a_{22} : : : a_{2n} : : : : : : : : : : : : : : a_{n1} a_{n2} : : : a_{nn}

: (2)

ôÏÇÄÁ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÏÍÕ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÀ U^∗ ÓÏÏÔŒÅÔ- ÓÔŒÕÅÔ ÍÁÔÒÉÃÁ a_{11} a_{21} : : : a_{n1} a_{12} a_{22} : : : a_{n2} : : : : : : : : : : : : : : a_{1n} a_{2n} : : : a_{nn}

: (3)

õÓÌÏŒÉÅ ÕÎÉÔÁÒÎÏÓÔÉ UU^∗ = E ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÐÒÏÉÚ- ŒÅÄÅÎÉÅ ÍÁÔÒÉÃ (2) É (3) ÅÓÔØ ÅÄÉÎÉÞÎÁÑ ÍÁÔÒÉÃÁ. åÓ- ÌÉ ÐÅÒÅÍÎÏÖÉÔØ ÉÈ É ÐÒÉÒÁŒÎÑÔØ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅ- ÎÉÑ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÙÍ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍ ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÍÁÔÒÉÃÙ, ÔÏ ÐÏÌÕÞÉÍ: n∑ ff=1 a_{iff}a_{iff} = 1; n∑ ff=1 a_{iff}a_{kff} = 0 (i ≠ k): (4)

éÔÁË, Œ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÍ ÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ ÕÓÌÏŒÉÅ UU^∗ = E ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÓÕÍÍÁ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÊ ÜÌÅÍÅÎ- ÔÏŒ ËÁËÏÊ-ÌÉÂÏ ÓÔÒÏËÉ ÍÁÔÒÉÃÙ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ U ÎÁ

164 ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ [ÇÌ. ii

ÜÌÅÍÅÎÔÙ, ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÅ Ë ÜÌÅÍÅÎÔÁÍ ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÒÏËÉ, ÒÁŒÎÁ ÎÕÌÀ, Á ÓÕÍÍÁ ËŒÁÄÒÁÔÏŒ ÍÏÄÕÌÅÊ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÌÀ- ÂÏÊ ÓÔÒÏËÉ ÒÁŒÎÁ ÅÄÉÎÉÃÅ.

ôÁË ËÁË U^∗U = E ÔÁËÖÅ ÅÓÔØ ÕÓÌÏŒÉÅ ÕÎÉÔÁÒÎÏÓÔÉ, ÔÏ ÍÙ ÉÍÅÅÍ ÔÁËÖÅ: n∑ ff=1 a_{ffi}a_{ffi} = 1; n∑ ff=1 a_{ffi}a_{ffk} = 0 (i ≠ k): (5)

üÔÏ ÕÓÌÏŒÉÅ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÍÕ, ÎÏ ŒÍÅÓÔÏ ÓÔÒÏË Œ ÎÅÍ ÕÞÁÓÔŒÕÀÔ ÓÔÏÌÂÃÙ ÍÁÔÒÉÃÙ.

õÓÌÏŒÉÅ (5) ÉÍÅÅÔ ÐÒÏÓÔÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÓÍÙÓÌ. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÓËÁÌÑÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ŒÅËÔÏÒÏŒ

Ue_i = a_{1i}e_1 + a_{2i}e_2 + : : : + a_{ni}e_n É Ue_k = a_{1k}e_1 + a_{2k}e_2 + : : : + a_{nk}e_n

ÒÁŒÎÏ ∑ a_{ffi}a_{ffk} (ÔÁË ËÁË e_1; e_2; : : : ; e_n | ÜÔÏ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØ- ÎÙÊ ÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÙÊ ÂÁÚÉÓ); ÐÏÜÔÏÍÕ

(Ue_i; Ue_k) = { 1 ÐÒÉ i = k; 0 ÐÒÉ i ≠ k: (6) óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÄÌÑ ÔÏÇÏ ÞÔÏÂÙ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁ- ÚÏŒÁÎÉÅ ÂÙÌÏ ÕÎÉÔÁÒÎÙÍ, ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ É ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ, ÞÔÏÂÙ ÏÎÏ ÐÅÒÅŒÏÄÉÌÏ ËÁËÏÊ-ÌÉÂÏ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÊ ÎÏÒ- ÍÉÒÏŒÁÎÎÙÊ ÂÁÚÉÓ e_1; e_2; : : : ; e_n ÓÎÏŒÁ Œ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÊ É ÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÙÊ ÂÁÚÉÓ Ue_1; Ue_2; : : : ; Ue_n.

íÁÔÒÉÃÁ ‖a_{ik}‖, ÜÌÅÍÅÎÔÙ ËÏÔÏÒÏÊ ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÔ ÕÓÌÏŒÉÑÍ (4), ÌÉÂÏ, ÞÔÏ ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ, ÕÓÌÏŒÉÑÍ (5), ÎÁ- ÚÙŒÁÅÔÓÑ ÕÎÉÔÁÒÎÏÊ ÍÁÔÒÉÃÅÊ. õÎÉÔÁÒÎÙÅ ÍÁÔÒÉÃÙ ÑŒÌÑÀÔÓÑ, ËÁË ÍÙ ŒÉÄÅÌÉ, ÍÁÔÒÉÃÁÍÉ ÕÎÉÔÁÒÎÙÈ ÐÒÅ- ÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ Œ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÍ ÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ. ôÁË ËÁË ÐÅÒÅÈÏÄ ÏÔ ÏÄÎÏÇÏ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÇÏ ÎÏÒÍÉÒÏ- ŒÁÎÎÏÇÏ Ë ÄÒÕÇÏÍÕ ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÕÎÉÔÁÒÎÙÍ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁ- ÎÉÅÍ, ÔÏ ÍÁÔÒÉÃÁ ÐÅÒÅÈÏÄÁ ÏÔ ÏÄÎÏÇÏ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÇÏ

§ 13] ÕÎÉÔÁÒÎÙÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ 165

ÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ Ë ÄÒÕÇÏÍÕ ÔÁËÏÍÕ ÖÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÕÎÉÔÁÒÎÏÊ.

ðÏÓÍÏÔÒÉÍ, Ë ËÁËÏÍÕ ÐÒÏÓÔÅÊÛÅÍÕ ŒÉÄÕ ÍÏÖÎÏ ÐÒÉ- ŒÅÓÔÉ ÍÁÔÒÉÃÕ ÕÎÉÔÁÒÎÏÇÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ ÐÒÉ ÓÏÏÔ- ŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÍ ŒÙÂÏÒÅ ÂÁÚÉÓÁ.

ì Å Í Í Á 1. óÏÂÓÔŒÅÎÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÕÎÉÔÁÒÎÏÇÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ ÒÁŒÎÙ 1.

ä Ï Ë Á Ú Á Ô Å Ì Ø Ó Ô Œ Ï. ðÕÓÔØ x | ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÊ ŒÅ- ËÔÏÒ ÕÎÉÔÁÒÎÏÇÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ U É ˘ | ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕ- ÀÝÅÅ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ, Ô. Å.

Ux = ˘x; x ≠ 0:

ôÏÇÄÁ

(x; x) = (Ux; Ux) = (˘x; ˘x) = ˘˘(x; x);

Ô. Å. ˘˘ = 1, ÚÎÁÞÉÔ |˘| = 1, ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏŒÁÌÏÓØ ÄÏËÁÚÁÔØ.

ì Å Í Í Á 2. ðÕÓÔØ U | ÕÎÉÔÁÒÎÏÅ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÒÅ- ÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ Œ n-ÍÅÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ R É e | ÅÇÏ ÓÏÂ- ÓÔŒÅÎÎÙÊ ŒÅËÔÏÒ, Ô. Å.

Ue = ˘e; e ≠ 0:

ôÏÇÄÁ (n − 1)-ÍÅÒÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ R_1, ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ ÉÚ ŒÅËÔÏÒÏŒ x, ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÈ Ë e, ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÏ ÏÔÎÏ- ÓÉÔÅÌØÎÏ U.

ä Ï Ë Á Ú Á Ô Å Ì Ø Ó Ô Œ Ï. ðÕÓÔØ x ∈ R_1, Ô. Å. (x; e) = = 0. ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ Ux ∈ R_1, Ô. Å. ÞÔÏ (Ux; e) = 0. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ,

(Ux; Ue) = (U^∗Ux; e) = (x; e) = 0:

á ÔÁË ËÁË Ue = ˘e, ÔÏ ˘(Ux; e) = 0. îÏ Œ ÓÉÌÕ ÌÅÍÍÙ 1 ˘ ≠ 0, ÐÏÜÔÏÍÕ (Ux; e) = 0, Ô. Å. Ux ∈ R_1. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØ- ÎÏ, ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ R_1 ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÏ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ U.

ô Å Ï Ò Å Í Á 1. ðÕÓÔØ U | ÕÎÉÔÁÒÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ- ŒÁÎÉÅ Œ n-ÍÅÒÎÏÍ ÅŒËÌÉÄÏŒÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ. ôÏÇÄÁ

166 ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ [ÇÌ. ii

ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ n ÐÏÐÁÒÎÏ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÈ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ U. óÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÅ ÉÍ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ ÒÁŒÎÙ ÅÄÉÎÉÃÅ.

ä Ï Ë Á Ú Á Ô Å Ì Ø Ó Ô Œ Ï. œ ÓÉÌÕ ÔÅÏÒÅÍÙ 1 § 10 ÐÒÅ- ÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ U, ËÁË É ŒÓÑËÏÅ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ, ÉÍÅÅÔ Œ R ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÉÎ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÊ ŒÅËÔÏÒ. ïÂÏ- ÚÎÁÞÉÍ ÅÇÏ e_1. óÏÇÌÁÓÎÏ ÌÅÍÍÅ 2, (n − 1)-ÍÅÒÎÏÅ ÐÏÄ- ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ R_1, ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ ÉÚ ŒÓÅÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ ÐÒÏÓÔ- ÒÁÎÓÔŒÁ R, ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÈ Ë e_1, ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÏ ÏÔÎÏÓÉ- ÔÅÌØÎÏ U. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, Œ R_1 ÉÍÅÅÔÓÑ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÉÎ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÊ ŒÅËÔÏÒ e_2 ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ U. þÅÒÅÚ R_2 ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ ÉÚ ŒÓÅÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ, ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÉÈ R_1 É ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÈ Ë e_2. œ R_2 ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÊ ŒÅË- ÔÏÒ e_3 ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ U É Ô. Ä.; ÐÒÏÄÏÌÖÁÑ ÜÔÏÔ ÐÒÏ- ÃÅÓÓ, ÍÙ ÐÏÓÔÒÏÉÍ n ÐÏÐÁÒÎÏ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÈ ÓÏÂÓÔŒÅÎ- ÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ e_1; e_2; : : : ; e_n ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ U. óÏÇÌÁÓÎÏ ÌÅÍÍÅ 1 ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÅ ÓÏÂ- ÓÔŒÅÎÎÙÍ ŒÅËÔÏÒÁÍ e_1; e_2; : : : ; e_n, ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ ÒÁŒÎÙ 1.

ô Å Ï Ò Å Í Á 2. äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÕÎÉÔÁÒÎÏÇÏ ÐÒÅÏÂÒÁ- ÚÏŒÁÎÉÑ U Œ n-ÍÅÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ R ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÙÊ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÊ ÂÁÚÉÓ, Œ ËÏÔÏÒÏÍ ÍÁ- ÔÒÉÃÁ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ U ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÁ, Ô. Å. ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ:

˘_1 0 : : : 0 0 ˘_2 : : : 0 : : : : : : : : : : : 0 0 : : : ˘_n

; (7)

ÐÒÉÞÅÍ ˘_1; ˘_2; : : : ; ˘_n | ÞÉÓÌÁ, ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ ÒÁŒÎÙÅ ÅÄÉ- ÎÉÃÅ.

ä Ï Ë Á Ú Á Ô Å Ì Ø Ó Ô Œ Ï. ðÕÓÔØ U | ÕÎÉÔÁÒÎÏÅ ÐÒÅ- ÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ. ôÏÇÄÁ n ÐÏÐÁÒÎÏ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÈ ÎÏÒÍÉ- ÒÏŒÁÎÎÙÈ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ, ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÙÈ Œ ÐÒÅ- ÄÙÄÕÝÅÊ ÔÅÏÒÅÍÅ, ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÉÓËÏÍÙÊ ÂÁÚÉÓ. äÅÊÓÔ-

§ 13] ÕÎÉÔÁÒÎÙÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ 167

ŒÉÔÅÌØÎÏ, Ue_1 = ˘_1e_1; Ue_2 = ˘_2e_2; . . . . . . . . Ue_n = ˘_ne_n É, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÍÁÔÒÉÃÁ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ U Œ ÂÁÚÉÓÅ e_1; e_2; : : : ; e_n ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ (7). þÉÓÌÁ ˘_1; ˘_2; : : : ; ˘_n ÐÏ ÍÏÄÕ- ÌÀ ÒÁŒÎÙ 1 Œ ÓÉÌÕ ÌÅÍÍÙ 1. ôÅÏÒÅÍÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ.

õ Ð Ò Á Ö Î Å Î É Ñ. 1. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ŒÅÒÎÏ É ÏÂÒÁÔÎÏÅ, Ô. Å. ÅÓ- ÌÉ Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ ÍÁÔÒÉÃÁ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ U ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ (7), ÔÏ U ÕÎÉÔÁÒÎÏ.

2. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ A | ÓÁÍÏÓÏÐÒÑÖÅÎÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ, ÔÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ (A − iE)^{−1}(A + iE) ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ É ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÕÎÉ- ÔÁÒÎÙÍ.

3. ðÕÓÔØ U | ÕÎÉÔÁÒÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ U − E ÏÂÒÁÔÉÍÏ, ÔÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ A = i(U − E)^{−1}(U + E) ÓÁÍÏÓÏÐÒÑÖÅÎÎÏÅ.

ôÁË ËÁË ÍÁÔÒÉÃÁ ÐÅÒÅÈÏÄÁ ÏÔ ÏÄÎÏÇÏ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÇÏ ÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ Ë ÄÒÕÇÏÍÕ ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÕÎÉÔÁÒÎÏÊ ÍÁÔÒÉÃÅÊ, ÔÏ ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÊ Œ ÜÔÏÍ ÐÁÒÁÇÒÁÆÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÍÙ ÍÏÖÅÍ Œ ÍÁÔÒÉÞÎÙÈ ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒÁÔØ ÓÌÅ- ÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ:

ðÕÓÔØ U | ÚÁÄÁÎÎÁÑ ÕÎÉÔÁÒÎÁÑ ÍÁÔÒÉÃÁ. ôÏÇÄÁ ÓÕ- ÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÁÑ ÕÎÉÔÁÒÎÁÑ ÍÁÔÒÉÃÁ V , ÞÔÏ U ÐÒÅÄÓÔÁ- ŒÉÍÁ Œ ŒÉÄÅ U = V^{−1}DV ;

ÇÄÅ D | ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÁÑ ÍÁÔÒÉÃÁ, Õ ËÏÔÏÒÏÊ ÐÏ ÄÉÁÇÏÎÁ- ÌÉ ÓÔÏÑÔ ÞÉÓÌÁ, ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ ÒÁŒÎÙÅ 1.

áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÏÓÎÏŒÎÏÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ Œ Ð. 1 § 12 Œ ÍÁÔÒÉÞ- ÎÙÈ ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÆÏÒÍÕÌÉÒÕÅÔÓÑ ÔÁË:

ðÕÓÔØ A | ÚÁÄÁÎÎÁÑ ÜÒÍÉÔÏŒÁ ÍÁÔÒÉÃÁ. ôÏÇÄÁ A ÍÏ- ÖÅÔ ÂÙÔØ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÁ Œ ŒÉÄÅ

A = V^{−1}DV ;

168 ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ [ÇÌ. ii

ÇÄÅ V | ÕÎÉÔÁÒÎÁÑ ÍÁÔÒÉÃÁ, Á D | ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÁÑ ÍÁ- ÔÒÉÃÁ, Õ ËÏÔÏÒÏÊ ÐÏ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ ÓÔÏÑÔ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÅ ÞÉ- ÓÌÁ.

§ 14. ðÅÒÅÓÔÁÎÏŒÏÞÎÙÅ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ.

îÏÒÍÁÌØÎÙÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ 1. ðÅÒÅÓÔÁÎÏŒÏÞÎÙÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ. íÙ ŒÉÄÅÌÉ (§ 12), ÞÔÏ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ ÓÁÍÏÓÏÐÒÑÖÅÎÎÏÇÏ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ ÅÓÔØ ÓŒÏÊ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÊ ÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎ- ÎÙÊ ÂÁÚÉÓ, Œ ËÏÔÏÒÏÍ ÅÇÏ ÍÁÔÒÉÃÁ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÁ. íÏÖÅÔ ÏËÁÚÁÔØÓÑ ÞÔÏ ÄÌÑ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ ÓÁÍÏÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÈ ÐÒÅ- ÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÏÄÉÎ ÏÂÝÉÊ ÂÁÚÉÓ, Œ ËÏÔÏÒÏÍ ÍÁÔÒÉÃÙ ŒÓÅÈ ÜÔÉÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙ. íÙ ŒÙÑÓÎÉÍ ÚÄÅÓØ, ÐÒÉ ËÁËÉÈ ÕÓÌÏŒÉÑÈ ÜÔÏ ŒÏÚÍÏÖÎÏ. òÁÚ- ÂÅÒÅÍ Œ ÐÅÒŒÕÀ ÏÞÅÒÅÄØ ÓÌÕÞÁÊ ÄŒÕÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ.

ì Å Í Í Á 1. ðÕÓÔØ A É B | ÄŒÁ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒÏÞÎÙÈ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ, Ô. Å. AB = BA:

ôÏÇÄÁ ÓÏŒÏËÕÐÎÏÓÔØ ŒÓÅÈ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ ÐÒÅ- ÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ A, ÏÔŒÅÞÁÀÝÉÈ ÄÁÎÎÏÍÕ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÍÕ ÚÎÁÞÅÎÉÀ ˘, ÏÂÒÁÚÕÅÔ (ŒÍÅÓÔÅ Ó ÎÕÌÅŒÙÍ ŒÅËÔÏÒÏÍ) ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ R_˘, ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÏÅ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ B.

ä Ï Ë Á Ú Á Ô Å Ì Ø Ó Ô Œ Ï. îÁÍ ÎÕÖÎÏ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ x ∈ R_˘; Ô. Å. Ax = ˘x;

ÔÏ É Bx ∈ R_˘; Ô. Å. ABx = ˘Bx:

îÏ ÔÁË ËÁË AB = BA, ÔÏ ABx = BAx = B˘x = ˘Bx;

É ÌÅÍÍÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ.

ì Å Í Í Á 2. ìÀÂÙÅ ÄŒÁ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒÏÞÎÙÈ ÐÒÅÏÂÒÁ- ÚÏŒÁÎÉÑ ÉÍÅÀÔ ÏÂÝÉÊ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÊ ŒÅËÔÏÒ.

§ 14] ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒÏÞÎÙÅ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ 169

ä Ï Ë Á Ú Á Ô Å Ì Ø Ó Ô Œ Ï. ðÕÓÔØ AB = BA É R_˘ | ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ ÉÚ ŒÓÅÈ ÔÁËÉÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ x, ÞÔÏ Ax = ˘x, ÇÄÅ ˘ | ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÐÒÅÏÂÒÁ- ÚÏŒÁÎÉÑ A. óÏÇÌÁÓÎÏ ÌÅÍÍÅ 1, R_˘ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÏ ÏÔÎÏÓÉ- ÔÅÌØÎÏ B. ðÏÜÔÏÍÕ Œ ÎÅÍ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ŒÅËÔÏÒ x_0, ÓÏÂ- ÓÔŒÅÎÎÙÊ ÄÌÑ B. üÔÏÔ ŒÅËÔÏÒ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÍ É ÄÌÑ A, ÔÁË ËÁË ŒÓÅ ŒÅËÔÏÒÙ ÉÚ R_˘ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÓÏÂÓÔŒÅÎ- ÎÙÍÉ ÄÌÑ A.

ú Á Í Å Þ Á Î É Å. åÓÌÉ AB = BA, ÔÏ, ŒÏÏÂÝÅ ÇÏŒÏ- ÒÑ, ÎÅ ŒÓÑËÉÊ ŒÅËÔÏÒ, ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÊ ÄÌÑ A, ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÏÂ- ÓÔŒÅÎÎÙÍ É ÄÌÑ B. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÅÓÌÉ A ÅÓÔØ ÅÄÉÎÉÞÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ E, ÔÏ ÄÌÑ ÎÅÇÏ ÌÀÂÏÊ ŒÅËÔÏÒ x ÑŒÌÑÅÔ- ÓÑ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÍ. ïÄÎÁËÏ x ŒÏŒÓÅ ÎÅ ÂÕÄÅÔ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÍ ŒÅËÔÏÒÏÍ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒÏÞÎÏÇÏ Ó E ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ- ŒÁÎÉÑ, ÔÁË ËÁË Ó E ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒÏÞÎÙ ŒÓÅ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÐÒÅ- ÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ.

ô Å Ï Ò Å Í Á 1. ðÕÓÔØ A É B | ÄŒÁ ÓÁÍÏÓÏÐÒÑÖÅÎ- ÎÙÈ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ Œ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÍ n-ÍÅÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ R. äÌÑ ÔÏÇÏ ÞÔÏÂÙ Œ R ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÌ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÊ ÂÁÚÉÓ, Œ ËÏÔÏÒÏÍ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ A É B ÏÄÎÏŒÒÅÍÅÎÎÏ ÐÒÉŒÏÄÑÔÓÑ Ë ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÏÊ ÆÏÒÍÅ, ÎÅ- ÏÂÈÏÄÉÍÏ É ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ, ÞÔÏÂÙ ÏÎÉ ÂÙÌÉ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏ- ŒÏÞÎÙ (Ô. Å. AB = BA).

ä Ï Ë Á Ú Á Ô Å Ì Ø Ó Ô Œ Ï. ä Ï Ó Ô Á Ô Ï Þ Î Ï Ó Ô Ø. ðÕÓÔØ AB = BA. ôÏÇÄÁ, Œ ÓÉÌÕ ÌÅÍÍÙ 2, ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ŒÅËÔÏÒ e_1, ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÊ É ÄÌÑ A, É ÄÌÑ B, Ô. Å. ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ

Ae_1 = ˘_1e_1; Be_1 = ¯_1e_1:

(n−1)-ÍÅÒÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ R_1, ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÅ Ë e_1, ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÏ ËÁË ÄÌÑ A, ÔÁË É ÄÌÑ B (ÓÍ. ÌÅÍÍÕ 2 § 12). âÕÄÅÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ A É B ÌÉÛØ Œ R_1. óÏÇÌÁÓÎÏ ÌÅÍÍÅ 2 Œ R_1 ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ŒÅËÔÏÒ e_2, ÓÏÂÓÔŒÅÎ- ÎÙÊ É ÄÌÑ A, É ÄÌÑ B:

Ae_2 = ˘_2e_2; Be_2 = ¯_2e_2:

170 ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ [ÇÌ. ii

óÏŒÏËÕÐÎÏÓÔØ ŒÅËÔÏÒÏŒ ÉÚ R_1, ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÈ Ë e_2, ÏÂÒÁÚÕÅÔ (n − 2)-ÍÅÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÏÅ ËÁË ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ A, ÔÁË É ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ B, É Ô. Ä. ðÒÏ- ÄÏÌÖÁÑ ÜÔÏÔ ÐÒÏÃÅÓÓ, ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ n ÐÏÐÁÒÎÏ ÏÒÔÏÇÏ- ÎÁÌØÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ e_1; e_2; : : : ; e_n, ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÈ ËÁË ÄÌÑ A, ÔÁË É ÄÌÑ B:

Ae_i = ˘_ie_i; Be_i = ¯_ie_i (i = 1; : : : ; n):

ðÒÉÍÅÍ ŒÅËÔÏÒÙ e_1; e_2; : : : ; e_n ÚÁ ÂÁÚÉÓ Œ R. ôÏÇÄÁ ÏÂÁ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ A É B ÚÁÐÉÛÕÔÓÑ Œ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÏÊ ÆÏÒ- ÍÅ. äÏÓÔÁÔÏÞÎÏÓÔØ ÕÓÌÏŒÉÑ AB = BA ÄÏËÁÚÁÎÁ.

î Å Ï Â È Ï Ä É Í Ï Ó Ô Ø. ðÕÓÔØ Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÏÒÔÏÇÏ- ÎÁÌØÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ ÍÁÔÒÉÃÙ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ A É B ÄÉÁÇÏ- ÎÁÌØÎÙ. ìÀÂÙÅ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÅ ÍÁÔÒÉÃÙ, ËÁË ÜÔÏ ÌÅÇËÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒÏÞÎÙ ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÊ. îÏ ÅÓÌÉ ÍÁ- ÔÒÉÃÙ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÂÁÚÉÓÅ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏ- ŒÏÞÎÙ, ÔÏ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒÏÞÎÙ É ÓÁÍÉ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ.

õ Ð Ò Á Ö Î Å Î É Å. ðÕÓÔØ U1 É U2 | ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒÏÞÎÙÅ ÕÎÉÔÁÒ- ÎÙÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÂÁÚÉÓ, Œ ËÏÔÏÒÏÍ ÏÎÉ ÏÄÎÏŒÒÅÍÅÎÎÏ ÚÁÐÉÓÙŒÁÀÔÓÑ Œ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÏÊ ÆÏÒÍÅ.

ú Á Í Å Þ Á Î É Å. ôÅÏÒÅÍÁ 1 ÐÅÒÅÎÏÓÉÔÓÑ ÎÁ ÌÀÂÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÐÏÐÁÒÎÏ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒÏÞÎÙÈ ÓÁÍÏÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ. äÏ- ËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÐÏŒÔÏÒÑÅÔÓÑ ÄÏÓÌÏŒÎÏ, ÔÏÌØËÏ ŒÍÅÓÔÏ ÌÅÍÍÙ 2 ÉÓ- ÐÏÌØÚÕÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ

ì Å Í Í Á 2^′. õ ÌÀÂÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÐÏÐÁÒÎÏ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒÏÞ- ÎÙÊ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ ÅÓÔØ ÏÂÝÉÊ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÊ ŒÅËÔÏÒ.

ä Ï Ë Á Ú Á Ô Å Ì Ø Ó Ô Œ Ï ÂÕÄÅÍ ŒÅÓÔÉ ÐÏ ÉÎÄÕËÃÉÉ. œ ÏÄÎÏÍÅÒ- ÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ (n = 1) ÌÅÍÍÁ ÏÞÅŒÉÄÎÁ. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ ¡ n ÌÅÍÍÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ É ÄÏËÁÖÅÍ ÅÅ ÄÌÑ n-ÍÅÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ.

åÓÌÉ ËÁÖÄÙÊ ŒÅËÔÏÒ ÉÚ R ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÍ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÉÚ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍÙÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ^∗) A; B; C; : : : , ÔÏ ŒÓÅ ÄÏËÁÚÁ- ÎÏ. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ ÐÏÜÔÏÍÕ, ÞÔÏ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÉÎ ŒÅËÔÏÒ ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÍ ÄÌÑ ËÁËÏÇÏ-ÌÉÂÏ ÉÚ ÎÁÛÉÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ, ÎÁÐÒÉ- ÍÅÒ ÄÌÑ A.

∗) üÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ËÁÖÄÏÅ ÉÚ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ A; B; C; : : : ËÒÁÔÎÏ ÅÄÉÎÉÞÎÏÍÕ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÀ.

§ 14] ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒÏÞÎÙÅ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ 171

ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ R1 ÓÏŒÏËÕÐÎÏÓÔØ ŒÓÅÈ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÈ ŒÅËÔÏ- ÒÏŒ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ A, ÏÔŒÅÞÁÀÝÉÈ ËÁËÏÍÕ-ÎÉÂÕÄØ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏ- ÍÕ ÚÎÁÞÅÎÉÀ ˘. óÏÇÌÁÓÎÏ ÌÅÍÍÅ 1, R1 ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÏ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØ- ÎÏ B; C; : : : (É, ÓÁÍÏ ÓÏÂÏÊ ÒÁÚÕÍÅÅÔÓÑ, ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÏ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØ- ÎÏ A). ðÒÉ ÜÔÏÍ R1 ÅÓÔØ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, ÏÔÌÉÞÎÏÅ ÏÔ ÎÕÌÅŒÏÇÏ É ÏÔ ŒÓÅÇÏ R É ÉÍÅÀÝÅÅ, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ⩽ n − 1. ôÁË ËÁË ÐÏ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÀ ÄÌÑ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ, ÍÅÎØ- ÛÅÊ ÞÅÍ n, ÔÅÏÒÅÍÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ, ÔÏ Œ R1 ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ A; B; C; : : : ÉÍÅÀÔ ÏÂÝÉÊ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÊ ŒÅËÔÏÒ, É ÌÅÍÍÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ.

2. îÏÒÍÁÌØÎÙÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ. œ §§ 12 É 13 ÍÙ ÏÚÎÁËÏÍÉÌÉÓØ Ó ÄŒÕÍÑ ËÌÁÓÓÁÍÉ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁ- ÎÉÊ, ÐÒÉŒÏÄÉÍÙx Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÏÍ ÏÒÔÏÇÏ- ÎÁÌØÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ Ë ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÏÊ ÆÏÒÍÅ. óÅÊÞÁÓ ÍÙ ŒÙ- ÑÓÎÉÍ, ËÁËÏŒ ÏÂÝÉÊ ŒÉÄ ŒÓÅÈ ÔÁËÉÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ.

ô Å Ï Ò Å Í Á 2. äÌÑ ÔÏÇÏ ÞÔÏÂÙ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÌ ÏÒ- ÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÊ ÂÁÚÉÓ, Œ ËÏÔÏÒÏÍ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁ- ÎÉÅ A ÐÒÉŒÏÄÉÔÓÑ Ë ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÏÊ ÆÏÒÍÅ, ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ É ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ, ÞÔÏÂÙ

AA^∗ = A^∗A:

(ôÁËÉÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ ÍÙ ÎÁÚŒÁÌÉ Œ § 11 ÎÏÒÍÁÌØÎÙ- ÍÉ.)

ä Ï Ë Á Ú Á Ô Å Ì Ø Ó Ô Œ Ï. î Å Ï Â È Ï Ä É Í Ï Ó Ô Ø. ðÕÓÔØ Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÍ ÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ ÍÁ- ÔÒÉÃÁ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ A ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÁ, Ô. Å. ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ ˘_1 0 : : : 0 0 ˘_2 : : : 0 : : : : : : : : : : : 0 0 : : : ˘_n : ôÁË ËÁË ÂÁÚÉÓ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÊ É ÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÙÊ, ÔÏ ÍÁ- ÔÒÉÃÁ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ A^∗ ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ

˘_1 0 : : : 0 0 ˘_2 : : : 0 : : : : : : : : : : : 0 0 : : : ˘_n :

172 ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ [ÇÌ. ii

íÁÔÒÉÃÙ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ A É A^∗ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙ É, ÚÎÁ- ÞÉÔ, ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒÏÞÎÙ ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÊ. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÐÅ- ÒÅÓÔÁÎÏŒÏÞÎÙ É ÓÁÍÉ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ A É A^∗.

ä Ï Ó Ô Á Ô Ï Þ Î Ï Ó Ô Ø. ðÕÓÔØ A É A^∗ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒÏÞÎÙ. ôÏÇÄÁ, ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÌÅÍÍÅ 2 ÜÔÏÇÏ ÐÁÒÁÇÒÁÆÁ, Õ A É A^∗ ÓÕ- ÝÅÓÔŒÕÅÔ ÏÂÝÉÊ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÊ ŒÅËÔÏÒ e_1, Ô. Å.

Ae_1 = ˘_1e_1; A^∗e_1 = ¯_1e_1^∗):

(n − 1)-ÍÅÒÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ R_1, ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ ÉÚ ŒÅË- ÔÏÒÏŒ, ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÈ Ë e_1, ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÏ ËÁË ÏÔÎÏÓÉ- ÔÅÌØÎÏ A, ÔÁË É ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ A^∗. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÐÕÓÔØ x ∈ R_1, Ô. Å. (x; e_1) = 0. ôÏÇÄÁ

(Ax; e_1) = (x; A^∗e_1) = (x; ¯_1e_1) = ¯_1(x; e_1) = 0;

Ô. Å. x ∈ R_1. éÎŒÁÒÉÁÎÔÎÏÓÔØ R_1 ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ A ÄÏ- ËÁÚÁÎÁ. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÄÏËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÏÓÔØ R_1 ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ A^∗.

ðÒÉÍÅÎÑÑ Ë R_1 ÔÕ ÖÅ ÌÅÍÍÕ 2, ÐÏÌÕÞÉÍ, ÞÔÏ Œ R_1 ÓÕ- ÝÅÓÔŒÕÅÔ ŒÅËÔÏÒ e_2, ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÊ ÏÄÎÏŒÒÅÍÅÎÎÏ É ÄÌÑ A, É ÄÌÑ A^∗. þÅÒÅÚ R_2 ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ (n−2)-ÍÅÒÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ ÉÚ ŒÅËÔÏÒÏŒ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ R_1, ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÈ Ë e_2, É Ô. Ä. ðÒÏÄÏÌÖÁÑ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁ- ÚÏÍ, ÍÙ ÐÏÓÔÒÏÉÍ n ÐÏÐÁÒÎÏ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ e_1; e_2; : : : ; e_n, ËÁÖÄÙÊ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÍ ËÁË ÄÌÑ A, ÔÁË É ÄÌÑ A^∗. œÅËÔÏÒÙ e_1; e_2; : : : ; e_n ÏÂÒÁÚÕ- ÀÔ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÊ ÂÁÚÉÓ, Œ ËÏÔÏÒÏÍ ËÁË A, ÔÁË É A^∗ ÐÒÉŒÏÄÑÔÓÑ Ë ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÏÊ ÆÏÒÍÅ.

ä Ò Õ Ç Ï Å Ä Ï Ë Á Ú Á Ô Å Ì Ø Ó Ô Œ Ï Ä Ï Ó Ô Á Ô Ï Þ Î Ï Ó Ô É. ðÏÌÏÖÉÍ A_1 = A + A^∗2 ; A_2 = A − A^∗2i :

ðÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ A_1 É A_2 | ÓÁÍÏÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÅ. åÓÌÉ A É A^∗ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒÏÞÎÙ, ÔÏ A_1 É A_2 ÔÁËÖÅ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒÏÞ-

∗) õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ: ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ¯1 = ˘1.

§ 15] ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ 173

ÎÙ. œ ÓÉÌÕ ÔÅÏÒÅÍÙ 1 ÎÁÓÔÏÑÝÅÇÏ ÐÁÒÁÇÒÁÆÁ ÐÒÅÏÂÒÁ- ÚÏŒÁÎÉÑ A_1 É A_2 ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÏÄÎÏŒÒÅÍÅÎÎÏ ÐÒÉŒÅÄÅÎÙ Ë ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÏÊ ÆÏÒÍÅ. îÏ ÔÏÇÄÁ É A = A_1 + iA_2 ÔÁËÖÅ ÚÁÐÉÓÙŒÁÅÔÓÑ Œ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÏÊ ÆÏÒÍÅ.

åÓÌÉ A | ÓÁÍÏÓÏÐÒÑÖÅÎÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ, ÔÏ

AA^∗ = A^∗A = A^2;

Ô. Å. A ÎÏÒÍÁÌØÎÏ. îÏÒÍÁÌØÎÙÍ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÔÁËÖÅ ŒÓÑ- ËÏÅ ÕÎÉÔÁÒÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ, ÔÁË ËÁË Œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ UU^∗ = U^∗U = E. ðÏÜÔÏÍÕ ÔÅÏÒÅÍÁ 2 ÜÔÏÇÏ ÐÁÒÁÇÒÁÆÁ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ËÁË ÞÁÓÔÎÙÊ ÓÌÕÞÁÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ § 12 (Ð. 1) É § 13.

õ Ð Ò Á Ö Î Å Î É Ñ. 1. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÐÏÐÁÒÎÏ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒÏÞÎÙÈ ÎÏÒÍÁÌØÎÙÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ ÐÒÉŒÏÄÉÔÓÑ ÏÄÎÏ- ŒÒÅÍÅÎÎÏ Ë ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÏÊ ÆÏÒÍÅ.

2. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ŒÓÑËÏÅ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ A ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÚÁÐÉÓÁÎÏ Œ ŒÉÄÅ

A = HU = UH;

ÇÄÅ H | ÓÁÍÏÓÏÐÒÑÖÅÎÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ, Á U | ÕÎÉÔÁÒÎÏÅ, ÐÒÉÞÅÍ H É U ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒÏÞÎÙ.

õ Ë Á Ú Á Î É Å. œÙÂÒÁÔØ ÂÁÚÉÓ, Œ ËÏÔÏÒÏÍ A É A^∗ ÐÒÉŒÏÄÑÔÓÑ Ë ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÏÊ ÆÏÒÍÅ.

3. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ A = HU, ÇÄÅ H É U ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒÏÞÎÙ, H | ÜÒÍÉÔÏŒÏ, U | ÕÎÉÔÁÒÎÏ, ÔÏ A | ÎÏÒÍÁÌØÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁ- ÎÉÅ.

§ 15. òÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ

Œ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÕÎÉÔÁÒÎÏÇÏ É ÜÒÍÉÔÏŒÁ

œÓÑËÏÅ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÍÏÖÎÏ ÒÁÚÌÏÖÉÔØ Œ ÐÒÏ- ÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ É ÞÉÓÌÁ, ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ ÒÁŒÎÏÇÏ ÅÄÉÎÉÃÅ (ÔÁË ÎÁÚÙŒÁÅÍÁÑ ÔÒÉÇÏÎÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ ÆÏÒÍÁ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ). íÙ ÈÏÔÉÍ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÄÌÑ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ ÁÎÁÌÏÇ ÔÁËÏÇÏ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ.

áÎÁÌÏÇÏÍ ÞÉÓÅÌ, ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ ÒÁŒÎÙÈ ÅÄÉÎÉÃÅ, ÑŒÌÑ- ÀÔÓÑ ÕÎÉÔÁÒÎÙÅ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ. áÎÁÌÏÇÏÍ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÔÁË

174 ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ [ÇÌ. ii

ÎÁÚÙŒÁÅÍÙÅ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÅ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÐÒÅ- ÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ.

ï Ð Ò Å Ä Å Ì Å Î É Å 1. ìÉÎÅÊÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ H ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÍ, ÅÓÌÉ H ÓÁ- ÍÏÓÏÐÒÑÖÅÎÎÏ É (Hx; x) ⩾ 0 ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ x.

ô Å Ï Ò Å Í Á 1. œÓÑËÏÅ ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÏÅ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ A ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÏ Œ ŒÉÄÅ

A = HU (ÌÉÂÏ A = U_1H_1);

ÇÄÅ H (ÓÏÏÔŒ. H_1) | ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÏÅ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÅ, Á U (ÓÏÏÔŒ. U_1) | ÕÎÉÔÁÒÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ- ŒÁÎÉÅ.

óÁÍÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÍÙ ÐÒÏŒÅÄÅÍ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÐÏÚÖÅ: ÓÅÊÞÁÓ ÍÙ ŒÙÑÓÎÉÍ, ËÁË ÐÏ A ÎÁÊÔÉ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÅ H É U, ÅÓÌÉ ÕËÁÚÁÎÎÏÅ Œ ÔÅÏÒÅÍÅ 1 ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ŒÏÚÍÏÖ- ÎÏ; ÜÔÏ ÐÏÄÓËÁÖÅÔ ÎÁÍ ÐÕÔØ ÄÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÔÅÏÒÅ- ÍÙ. ðÕÓÔØ A = HU, ÇÄÅ H | ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÅ ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ, Á U | ÕÎÉÔÁÒÎÏÅ ÐÒÅ- ÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ. H ÌÅÇËÏ ŒÙÒÁÚÉÔØ ÞÅÒÅÚ A; Œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ,

A^∗ = U^∗H^∗ = U^{−1}H;

ÏÔËÕÄÁ

AA^∗ = H^2:

óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÄÌÑ ÔÏÇÏ ÞÔÏÂÙ ÎÁÊÔÉ H, ÎÕÖÎÏ ĂÉÚ- ŒÌÅÞØ ËŒÁÄÒÁÔÎÙÊ ËÏÒÅÎØĄ ÉÚ AA^∗. úÎÁÑ A É H, ÌÅÇËÏ ÐÏÌÕÞÉÔØ É U, ÐÏÌÁÇÁÑ U = H^{−1}A.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÕ ÔÅÏÒÅÍÙ 1 ÐÒÅÄÐÏÛÌÅÍ ÔÒÉ ÌÅÍÍÙ. ì Å Í Í Á 1. ëÁËÏŒÏ ÂÙ ÎÉ ÂÙÌÏ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁ- ÚÏŒÁÎÉÅ A, ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ AA^∗ | ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ ÏÐÒÅ- ÄÅÌÅÎÎÏÅ. åÓÌÉ A ÎÅ ŒÙÒÏÖÄÅÎÏ, ÔÏ AA^∗ ÔÁËÖÅ ÎÅ ŒÙ- ÒÏÖÄÅÎÏ.

§ 15] ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ 175

ä Ï Ë Á Ú Á Ô Å Ì Ø Ó Ô Œ Ï. ðÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ AA^∗ ÐÏÌÏ- ÖÉÔÅÌØÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏe. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ:

(AA^∗x; x) = (A^∗x; A^∗x) ⩾ 0

ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ x. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ,

(AA^∗)^∗ = A^{∗∗}A^∗ = AA^∗;

Ô. Å. AA^∗ | ÓÁÍÏÓÏÐÒÑÖÅÎÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ.

åÓÌÉ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ A ÎÅ ŒÙÒÏÖÄÅÎÏ, ÔÏ ÄÅÔÅÒÍÉ- ÎÁÎÔ ÍÁÔÒÉÃÙ ‖a_{ik}‖ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ A Œ ÌÀÂÏÍ ÏÒÔÏÇÏ- ÎÁÌØÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ ÎÅ ÒÁŒÅÎ ÎÕÌÀ. äÅÔÅÒÍÉÎÁÎÔ ÍÁÔÒÉÃÙ ‖a_{ik}‖ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ A^∗ Œ ÔÏÍ ÖÅ ÂÁÚÉÓÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏÍ- ÐÌÅËÓÎÏ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÍ Ë ÄÅÔÅÒÍÉÎÁÎÔÕ ÍÁÔÒÉÃÙ ‖a_{ik}‖ É, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÔÁËÖÅ ÎÅ ÒÁŒÅÎ ÎÕÌÀ. ðÏÜÔÏÍÕ Œ ÄÁÎÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÄÅÔÅÒÍÉÎÁÎÔ ÍÁÔÒÉÃÙ, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÊ ÐÒÅ- ÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÀ AA^∗, ÎÅ ÒÁŒÅÎ ÎÕÌÀ, Á ÜÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ AA^∗ | ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÏÅ.

ì Å Í Í Á 2. åÓÌÉ B | ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ, ÔÏ ÅÇÏ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÎÅÏÔÒÉ- ÃÁÔÅÌØÎÙ. ïÂÒÁÔÎÏ, ÅÓÌÉ ŒÓÅ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÓÁÍÏÓÏÐÒÑÖÅÎÎÏÇÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ B ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØ- ÎÙ, ÔÏ B | ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁ- ÎÉÅ.

ä Ï Ë Á Ú Á Ô Å Ì Ø Ó Ô Œ Ï. ðÕÓÔØ B ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ É Be = ˘e. ôÏÇÄÁ

(Be; e) = ˘(e; e)

É ÔÁË ËÁË (Be; e) ⩾ 0 É (e; e) ¿ 0, ÔÏ ˘ ⩾ 0.

ïÂÒÁÔÎÏ, ÐÕÓÔØ ŒÓÅ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÓÁÍÏÓÏ- ÐÒÑÖÅÎÎÏÇÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ B ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙ, e_1; e_2; : : : ; e_n | ÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÙÊ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÊ ÂÁÚÉÓ, ÓÏ- ÓÔÏÑÝÉÊ ÉÚ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ B. ðÕÓÔØ x = ¸_1e_1 + ¸_2e_2 + : : : + ¸_ne_n

176 ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ [ÇÌ. ii

| ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÊ ŒÅËÔÏÒ ÉÚ R. ôÏÇÄÁ (Bx; x) = = (¸_1Be_1 +¸_2Be_2 +: : :+¸_nBe_n; ¸_1e_1 +¸_2e_2 +: : :+¸_ne_n) = = (¸_1˘_1e_1+¸_2˘_2e_2+: : :+¸_n˘_ne_n; ¸_1e_1+¸_2e_2+: : :+¸_ne_n) =

= ˘_1|¸_1|^2 + ˘_2|¸_2|^2 + : : : + ˘_n|¸_n|^2 (1)

É ÔÁË ËÁË ŒÓÅ ˘_i ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙ, ÔÏ (Bx; x) ⩾ 0.

ú Á Í Å Þ Á Î É Å. éÚ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ (1) ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔŒÅÎÎÏ ŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ŒÓÅ ˘_i ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙ, ÔÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁ- ÎÉÅ B ÎÅ ŒÙÒÏÖÄÅÎÏ É ÏÂÒÁÔÎÏ.

ì Å Í Í Á 3. åÓÌÉ B | ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ, ÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÏÅ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ H, ÞÔÏ H^2 = B (ÍÙ ÚÁ- ÐÉÛÅÍ ÜÔÏ ÔÁË: H = √ B = B^{12} ). ðÒÉ ÜÔÏÍ, ÅÓÌÉ B ÎÅ ŒÙÒÏÖÄÅÎÏ, ÔÏ É H ÎÅ ŒÙÒÏÖÄÅÎÏ.

ä Ï Ë Á Ú Á Ô Å Ì Ø Ó Ô Œ Ï. œÙÂÅÒÅÍ Œ R ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØ- ÎÙÊ ÂÁÚÉÓ, Œ ËÏÔÏÒÏÍ B ÚÁÐÉÓÙŒÁÅÔÓÑ Œ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÏÊ ÆÏÒÍÅ: B = ˘_1 0 : : : 0 0 ˘_2 : : : 0 : : : : : : : : : : : 0 0 : : : ˘_n ; ˘_1; ˘_2; : : : ; ˘_n | ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ B. óÏÇÌÁÓÎÏ ÌÅÍ- ÍÅ 2 ŒÓÅ ˘_i ⩾ 0. ðÏÌÏÖÉÍ

H = √ ˘_1 0 : : : 0 0 √ ˘_2 : : : 0 : : : : : : : : : : : : : : : : 0 0 : : : √ ˘_n ; ÇÄÅ ÞÉÓÌÁ √ ˘_i ŒÙÂÉÒÁÀÔÓÑ ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÍÉ. œ ÓÉÌÕ ÔÏÊ ÖÅ ÌÅÍÍÙ 2 ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ H ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ ÏÐÒÅ- ÄÅÌÅÎÏ. ðÒÉ ÜÔÏÍ, ÅÓÌÉ B ÎÅ ŒÙÒÏÖÄÅÎÏ, ÔÏ (ÓÍ. ÚÁÍÅ- ÞÁÎÉÅ Ë ÌÅÍÍÅ 2) ˘_i ¿ 0, ÚÎÁÞÉÔ, É √ ˘_i ¿ 0 É, ÓÌÅÄÏŒÁ- ÔÅÌØÎÏ, H ÎÅ ŒÙÒÏÖÄÅÎÏ.

§ 15] ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ 177

ðÅÒÅÊÄÅÍ ÔÅÐÅÒØ Ë ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÕ ÔÅÏÒÅÍÙ 1. ðÕÓÔØ A | ÌÀÂÏÅ ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÏÅ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ. ðÏÌÏÖÉÍ H = √ AA^∗:

œ ÓÉÌÕ ÄÏËÁÚÁÎÎÙÈ ÌÅÍÍ 1 É 3, H ÅÓÔØ ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÏÅ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ. ðÏÌÏÖÉÍ, ÄÁÌÅÅ, U = H^{−1}A: (2) ðÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ U ÕÎÉÔÁÒÎÏ. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, UU^∗ = H^{−1}A(H^{−1}A)^∗ = H^{−1}AA^∗H^{−1} = H^{−1}H^2H^{−1} = E: éÚ (2) ÓÌÅÄÕÅÔ,ÞÔÏ A = HU. ôÅÏÒÅÍÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ.

ïÐÅÒÁÃÉÀ ÉÚŒÌÅÞÅÎÉÑ ËŒÁÄÒÁÔÎÏÇÏ ËÏÒÎÑ, ÐÒÉÍÅÎÅÎ- ÎÕÀ Œ ÜÔÏÍ ÐÁÒÁÇÒÁÆÅ, ÍÏÖÎÏ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØ ÄÌÑ ÄÏËÁ- ÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÓÌÅÄÕÀÝÅÇÏ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ:

ðÕÓÔØ A É B | ÄŒÁ ÓÁÍÏÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁ- ÎÉÑ, ÐÒÉÞÅÍ A | ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÏÅ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ ÏÐÒÅ- ÄÅÌÅÎÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ. ôÏÇÄÁ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ AB ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙ.

ä Ï Ë Á Ú Á Ô Å Ì Ø Ó Ô Œ Ï. íÙ ÚÎÁÅÍ, ÞÔÏ ÈÁÒÁËÔÅÒÉ- ÓÔÉÞÅÓËÉÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ (Á ÚÎÁÞÉÔ, É ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÅ ÚÎÁÞÅ- ÎÉÑ) ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ X = AB É C^{−1}XC ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ. ðÏÌÏÖÉÍ C = A^{12} . ôÏÇÄÁ

C^{−1}XC = A^{− 12} ABA^{12} = A^{12} BA^{12} :

ìÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÐÏÌÕÞÅÎÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ ÑŒÌÑ- ÅÔÓÑ ÓÁÍÏÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÍ: ( A^{12} BA^{12} )_∗ = ( A^{12} )_∗ B^∗ ( A^{12} )_∗ = A^{12} BA^{12} :

õÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÄÏËÁÚÁÎÏ.

õ Ð Ò Á Ö Î Å Î É Å. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ A É B | ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ, ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÏÄÎÏ ÎÅ ŒÙÒÏÖÄÅÎÏ, ÔÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ AB ÉÍÅÅÔ ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÅ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÅ ÚÎÁ- ÞÅÎÉÑ.

178 ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ [ÇÌ. ii

§ 16. ìÉÎÅÊÎÙÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ Œ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÍ ÅŒËÌÉÄÏŒÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ œ ÜÔÏÍ ÐÁÒÁÇÒÁÆÅ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÚÁÎÉÍÁÔØÓÑ ÌÉÎÅÊÎÙ- ÍÉ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑÍÉ Œ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ. éÚ ÍÁÔÅÒÉÁÌÁ ÄÁÎÎÏÊ ÇÌÁŒÙ ÄÌÑ ÜÔÏÇÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÚÎÁÔØ ÓÏÄÅÒÖÁÎÉÅ §§ 9{11.

1. œÓÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ § 10, Á ÉÍÅÎÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÉÎ- ŒÁÒÉÁÎÔÎÏÇÏ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ, ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÇÏ ŒÅËÔÏÒÁ, ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÇÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑ, ÂÙÌÉ ŒŒÅÄÅÎÙ ÄÌÑ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÎÁÄ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÍ ÐÏÌÅÍ É ÐÏÜÔÏÍÕ ÉÍÅ- ÀÔ ÓÍÙÓÌ ÔÁËÖÅ É ÄÌÑ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÇÏ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÐÒÏÓ- ÔÒÁÎÓÔŒÁ.

óÕÝÅÓÔŒÅÎÎÕÀ ÒÏÌØ ŒÏ ŒÓÅÊ ÔÅÏÒÉÉ ÉÇÒÁÌÁ ÄÏËÁÚÁÎ- ÎÁÑ Œ § 10 ÔÅÏÒÅÍÁ Ï ÔÏÍ, ÞÔÏ Œ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÅ ŒÓÑËÏÅ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ ÉÍÅÅÔ ÓÏÂÓÔŒÅÎ- ÎÙÊ ŒÅËÔÏÒ (ÏÄÎÏÍÅÒÎÏÅ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÏ). œ ÓÌÕÞÁÅ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÜÔÁ ÔÅÏ- ÒÅÍÁ ÎÅŒÅÒÎÁ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÐÏŒÏÒÏÔ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ŒÏËÒÕÇ ÎÁ- ÞÁÌÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÎÁ ÕÇÏÌ, ÏÔÌÉÞÎÙÊ ÏÔ kß, ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ, ÎÅ ÉÍÅÀÝÅÅ ÎÉ ÏÄÎÏÇÏ ÏÄÎÏÍÅÒÎÏÇÏ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÏÇÏ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ. ïÄÎÁËÏ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ:

ô Å Ï Ò Å Í Á 1. õ ŒÓÑËÏÇÏ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁ- ÎÉÑ A Œ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÍ ÌÉÎÅÊÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ R ÓÕ- ÝÅÓÔŒÕÅÔ ÏÄÎÏÍÅÒÎÏÅ ÉÌÉ ÄŒÕÍÅÒÎÏÅ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ.

ä Ï Ë Á Ú Á Ô Å Ì Ø Ó Ô Œ Ï. œÙÂÅÒÅÍ Œ R ÂÁÚÉÓ e_1; e_2; : : : ; e_n. ðÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÀ A ÏÔŒÅÞÁÅÔ Œ ÜÔÏÍ ÂÁÚÉÓÅ ÍÁÔÒÉÃÁ ‖a_{ik}‖.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÉÓÔÅÍÕ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ

a_{11}¸_1 + a_{12}¸_2 + : : : + a_{1n}¸_n = ˘¸_1; a_{21}¸_1 + a_{22}¸_2 + : : : + a_{2n}¸_n = ˘¸_2; . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . a_{n1}¸_1 + a_{n2}¸_2 + : : : + a_{nn}¸_n = ˘¸_n (1)

§ 16] ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ Œ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ 179

É ÂÕÄÅÍ ÉÓËÁÔØ ÄÌÑ ÎÅÅ ÎÅÎÕÌÅŒÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ¸^0_1 ; ¸^0_2 ; : : : ; ¸^0_n. ôÁËÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ | | | | | | a_{11} − ˘ a_{12} : : : a_{1n} a_{21} a_{22} − ˘ : : : a_{2n} : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :

a_{n1} a_{n2} : : : a_{nn} −˘

| | | | | | ÒÁŒÅÎ ÎÕÌÀ. ðÒÉÒÁŒÎÑŒ ÅÇÏ ÎÕÌÀ, ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ ÕÒÁŒÎÅ- ÎÉÅ n-Ê ÓÔÅÐÅÎÉ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ˘ Ó ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÍÉ ËÏ- ÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ. ðÕÓÔØ ˘_0 ÅÓÔØ ËÏÒÅÎØ ÜÔÏÇÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ. œÏÚÍÏÖÎÙ ÄŒÁ ÓÌÕÞÁÑ:

a) ˘_0 ÅÓÔØ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÊ ËÏÒÅÎØ ÜÔÏÇÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ. ôÏÇÄÁ ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÅ ÎÅ ŒÓÅ ÒÁŒÎÙÅ ÎÕÌÀ ÞÉÓÌÁ ¸^0_1 ; ¸^0_2 ; : : : ; ¸^0_n, ÑŒÌÑÀÝÉÅÓÑ ÒÅÛÅÎÉÅÍ ÓÉÓÔÅÍÙ (1). óÞÉÔÁÑ ÉÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ŒÅËÔÏÒÁ x Œ ÂÁÚÉÓÅ e_1; e_2; : : : ; e_n, ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÓÉÓÔÅÍÕ (1) ÐÅÒÅÐÉÓÁÔØ Œ ŒÉÄÅ

Ax = ˘_0x;

Ô. Å. x ÐÏÒÏÖÄÁÅÔ ÏÄÎÏÍÅÒÎÏÅ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÏ.

b) ˘_0 = ff + ifi, Ô. Å. ˘_0 ËÏÍÐÌÅËÓÎÏ. ðÕÓÔØ

¸_1 + iȷ_1; ¸_2 + iȷ_2; : : : ; ¸_n + iȷ_n

ÅÓÔØ ÒÅÛÅÎÉÅ ÓÉÓÔÅÍÙ (1); ÐÏÄÓÔÁŒÌÑÑ ÜÔÉ ÞÉÓÌÁ ŒÍÅ- ÓÔÏ ¸_1; ¸_2; : : : ; ¸_n Œ (1) É ÏÔÄÅÌÑÑ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÕÀ ÞÁÓÔØ ÏÔ ÍÎÉÍÏÊ, ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ:

a_{11}¸_1 + a_{12}¸_2 + : : : + a_{1n}¸_n = ff¸_1 − fiȷ_1; a_{21}¸_1 + a_{22}¸_2 + : : : + a_{2n}¸_n = ff¸_2 − fiȷ_2; . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . a_{n1}¸_1 + a_{n2}¸_2 + : : : + a_{nn}¸_n = ff¸_n − fiȷ_n (2)

180 ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ [ÇÌ. ii

É ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ

a_{11}ȷ_1 + a_{12}ȷ_2 + : : : + a_{1n}ȷ_n = ffȷ_1 + fi¸_1; a_{21}ȷ_1 + a_{22}ȷ_2 + : : : + a_{2n}ȷ_n = ffȷ_2 + fi¸_2; . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . a_{n1}ȷ_1 + a_{n2}ȷ_2 + : : : + a_{nn}ȷ_n = ffȷ_n + fi¸_n:

(2^′)

âÕÄÅÍ ÔÅÐÅÒØ ¸_1; ¸_2; : : : ; ¸_n (ÓÏÏÔŒ. ȷ_1; ȷ_2; : : : ; ȷ_n) ÓÞÉ- ÔÁÔØ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ŒÅËÔÏÒÁ x (ÓÏÏÔŒ. y) Œ R; ÔÏÇÄÁ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ (2) É (2^′) ÍÏÖÎÏ ÚÁÐÉÓÁÔØ ÓÌÅ- ÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ:

Ax = ffx − fiy; Ay = ffy + fix: (3)

òÁŒÅÎÓÔŒÁ (3) ÏÚÎÁÞÁÀÔ, ÞÔÏ ÄŒÕÍÅÒÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÏ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÅ ŒÅËÔÏÒÁÍÉ x É y, ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÏ ÏÔÎÏ- ÓÉÔÅÌØÎÏ A.

œ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÐÏÌØÚÏŒÁÔØÓÑ ÔÅÍ, ÞÔÏ Œ ÄŒÕ- ÍÅÒÎÏÍ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÏÍ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ, ÏÔŒÅÞÁÀÝÅÍ ËÏÒÎÀ ˘ = ff + ifi, ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ (3).

õ Ð Ò Á Ö Î Å Î É Å. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ Œ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÅ ÎÅÞÅÔÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÉÚÍÅÒÅÎÉÊ (Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ Œ ÔÒÅÈÍÅÒÎÏÍ) Õ ËÁÖÄÏÇÏ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ ÅÓÔØ ÏÄÎÏÍÅÒÎÏÅ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔ- ÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ.

2. óÁÍÏÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ.

ï Ð Ò Å Ä Å Ì Å Î É Å 1. ìÉÎÅÊÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ A Œ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÍ ÅŒËÌÉÄÏŒÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ R ÎÁÚÙŒÁ- ÅÔÓÑ ÓÁÍÏÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ x É y

(Ax; y) = (x; Ay): (4)

ðÕÓÔØ e_1; e_2; : : : ; e_n | ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÊ ÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎ- ÎÙÊ ÂÁÚÉÓ Œ R É

x = ¸_1e_1 + ¸_2e_2 + : : : + ¸_ne_n; y = ȷ_1e_1 + ȷ_2e_2 + : : : + ȷ_ne_n:

§ 16] ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ Œ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ 181

ðÕÓÔØ, ÄÁÌÅÅ, ı_i | ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ŒÅËÔÏÒÁ z = Ax, Ô. Å.

ı_i = n∑ k=1 a_{ik}¸_k;

ÇÄÅ ‖a_{ik}‖ | ÍÁÔÒÉÃÁ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ A Œ ÂÁÚÉÓÅ e_1; e_2; : : : ; e_n. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ,

(Ax; y) = (z; y) = n∑ i=1 ı_iȷ_i = n∑ i;k=1

a_{ik}¸_kȷ_i:

áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, (x; Ay) = n∑ i;k=1

a_{ik}¸_iȷ_k: (5)

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÕÓÌÏŒÉÅ (4) ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ a_{ik} = a_{ki}:

éÔÁË, ÄÌÑ ÔÏÇÏ ÞÔÏÂÙ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ ÂÙÌÏ ÓÁÍÏ- ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÍ, ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ É ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ, ÞÔÏÂÙ Œ ÏÒ- ÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÍ ÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ ÅÇÏ ÍÁÔÒÉÃÁ ÂÙÌÁ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÁ.

œÓÑËÁÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ ÂÉÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÏÒÍÁ A(x; y) Œ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ

A(x; y) = n∑ i;k=1

a_{ik}¸_iȷ_k; (6)

ÇÄÅ a_{ik} = a_{ki}. óÒÁŒÎÉŒÁÑ (5) É (6), ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ, ËÏÔÏÒÙÊ ÍÙ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÍ ÄÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÔÅÏÒÅÍÙ 3 ÜÔÏÇÏ ÐÁÒÁÇÒÁÆÁ:

äÌÑ ŒÓÑËÏÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÏÒÍÙ A(x; y) ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÏÅ ÓÁÍÏÓÏÐÒÑÖÅÎÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁ- ÚÏŒÁÎÉÅ A, ÞÔÏ A(x; y) = (Ax; y):

182 ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ [ÇÌ. ii

ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÓÁÍÏÓÏÐÒÑÖÅÎÎÏÇÏ ÐÒÅ- ÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÊ ÂÁÚÉÓ, Œ ËÏÔÏ- ÒÏÍ ÍÁÔÒÉÃÁ ÜÔÏÇÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÁ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÂÕÄÅÔ ÏÓÎÏŒÁÎÏ ÎÁ ÓÏÄÅÒÖÁÎÉÉ Ð. 1. äÒÕÇÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ, ÎÅ ÚÁŒÉÓÑÝÅÅ ÏÔ Ð. 1 (É, ÓÌÅÄÏŒÁ- ÔÅÌØÎÏ, ÔÅÏÒÅÍÙ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÑ ËÏÒÎÑ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÇÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ), ÓÍ. Œ § 17.

ðÒÅÄŒÁÒÉÔÅÌØÎÏ ÄÏËÁÖÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÌÅÍÍÙ. ì Å Í Í Á 1. õ ŒÓÑËÏÇÏ ÓÁÍÏÓÏÐÒÑÖÅÎÎÏÇÏ ÐÒÅÏÂÒÁ- ÚÏŒÁÎÉÑ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÏÄÎÏÍÅÒÎÏÅ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÏÅ ÐÏÄ- ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ.

ä Ï Ë Á Ú Á Ô Å Ì Ø Ó Ô Œ Ï. óÏÇÌÁÓÎÏ ÔÅÏÒÅÍÅ 1 ÜÔÏ- ÇÏ ÐÁÒÁÇÒÁÆÁ ËÁÖÄÏÍÕ ËÏÒÎÀ ˘ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ ÏÔŒÅÞÁÅÔ ÏÄÎÏÍÅÒÎÏÅ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, ÅÓÌÉ ˘ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏ, É ÄŒÕÍÅÒÎÏÅ | ÅÓÌÉ˘ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏ. ðÏÜÔÏÍÕ, ÄÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÌÅÍÍÙ ÄÏÓÔÁ- ÔÏÞÎÏ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ŒÓÅ ˘ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙ.

ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ˘ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏ. ðÒÉ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØ- ÓÔŒÅ ÔÅÏÒÅÍÙ 1 ÍÙ ÄÌÑ ÔÁËÏÇÏ ˘ = ff + ifi ÐÏÓÔÒÏÉÌÉ ÄŒÁ ÔÁËÉÈ ŒÅËÔÏÒÁ x É y, ÞÔÏ Ax = ffx − fiy; Ay = fix + ffy:

îÏ ÔÏÇÄÁ (Ax; y) = ff(x; y) − fi(y; y); (x; Ay) = fi(x; x) + ff(x; y):

ôÁË ËÁË (Ax; y) = (x; Ay) ÔÏ, ŒÙÞÉÔÁÑ ÉÚ ŒÔÏÒÏÇÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ÐÅÒŒÏÅ, ÉÍÅÅÍ:

0 = fi[(x; x) + (y; y)]

É ÔÁË ËÁË (x; x)+(y; y) ≠ 0, ÔÏ fi = 0, Ô. Å. ˘ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏ.

ì Å Í Í Á 2. ðÕÓÔØ A | ÓÁÍÏÓÏÐÒÑÖÅÎÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁ- ÚÏŒÁÎÉÅ, Á e | ÅÇÏ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÊ ŒÅËÔÏÒ. ôÏÇÄÁ ÓÏŒÏ- ËÕÐÎÏÓÔØ R^′ ŒÅËÔÏÒÏŒ, ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÈ e, ÏÂÒÁÚÕÅÔ (n − 1)-ÍÅÒÎÏÅ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ.

§ 16] ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ Œ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ 183

ä Ï Ë Á Ú Á Ô Å Ì Ø Ó Ô Œ Ï. ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÓÏŒÏËÕÐÎÏÓÔØ R^′ ŒÅËÔÏÒÏŒ x ∈ R, ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÕ e, ÅÓÔØ (n − 1)- ÍÅÒÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ. ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ R^′ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔ- ÎÏ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ A.

ðÕÓÔØ x ∈ R^′, Ô. Å. (x; e) = 0. ôÏÇÄÁ

(Ax; e) = (x; Ae) = (x; ˘e) = ˘(x; e) = 0; Ô. Å. É Ax ∈ R^′.

ô Å Ï Ò Å Í Á 2. óÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÊ ÎÏÒ- ÍÉÒÏŒÁÎÎÙÊ ÂÁÚÉÓ, Œ ËÏÔÏÒÏÍ ÍÁÔÒÉÃÁ ÓÁÍÏÓÏÐÒÑÖÅÎ- ÎÏÇÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ A ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÁ.

ä Ï Ë Á Ú Á Ô Å Ì Ø Ó Ô Œ Ï. óÏÇÌÁÓÎÏ ÌÅÍÍÅ 1 ÐÒÅÏÂÒÁ- ÚÏŒÁÎÉÅ A ÉÍÅÅÔ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÉÎ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÊ ŒÅËÔÏÒ e_1.

ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ R^′ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ ÉÚ ŒÅËÔÏÒÏŒ, ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÈ e_1. ôÁË ËÁË R^′ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÏ, ÔÏ Œ ÎÅÍ, ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÔÏÊ ÖÅ ÌÅÍÍÅ 1, ÔÁËÖÅ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÊ ŒÅËÔÏÒ; ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÅÇÏ e_2. ðÒÏÄÏÌÖÁÑ ÜÔÏ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÅ, ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ n ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ, ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ËÁÖÄÙÊ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÐÏ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÀ ÏÒÔÏÇÏÎÁ- ÌÅÎ Ë ÐÒÅÄÙÄÕÝÉÍ, Ô. Å. ÐÏÌÕÞÉÍ n ÐÏÐÁÒÎÏ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØ- ÎÙÈ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ e_1; e_2; : : : ; e_n.

œÙÂÅÒÅÍ ÉÈ ÚÁ ÂÁÚÉÓ Œ R. ôÁË ËÁË Ae_i = ˘_ie_i (i = 1; 2; : : : ; n);

ÔÏ ÍÁÔÒÉÃÁ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ A Œ ÜÔÏÍ ÂÁÚÉÓÅ ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ ˘_1 0 : : : 0 0 ˘_2 : : : 0 : : : : : : : : : : : 0 0 : : : ˘_n ; Ô. Å. ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÏÊ ÍÁÔÒÉÃÅÊ.

3. ðÒÉŒÅÄÅÎÉÅ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÙ Œ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØ- ÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ Ë ÓÕÍÍÅ ËŒÁÄÒÁÔÏŒ. (ðÒÉŒÅÄÅÎÉÅ Ë ÇÌÁŒÎÙÍ ÏÓÑÍ.) ðÕÓÔØ Œ n-ÍÅÒÎÏÍ ÅŒËÌÉÄÏŒÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÚÁ- ÄÁÎÁ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ ÂÉÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÏÒÍÁ A(x; y). ëÁË ÂÙÌÏ ÐÏËÁÚÁÎÏ ŒÙÛÅ, ËÁÖÄÏÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÂÉÌÉÎÅÊ-

184 ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ [ÇÌ. ii

ÎÏÊ ÆÏÒÍÅ A(x; y) ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÏÅ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÓÁÍÏ- ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ A, ÞÔÏ A(x; y) = (Ax; y).

óÏÇÌÁÓÎÏ ÔÅÏÒÅÍÅ 2 ÜÔÏÇÏ ÐÁÒÁÇÒÁÆÁ, ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÏÒ- ÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÊ ÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÙÊ ÂÁÚÉÓ e_1; e_2; : : : ; e_n, ÓÏÓÔÏ- ÑÝÉÊ ÉÚ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ A (Ô. Å. ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ Ae_i = ˘_ie_i). œ ÜÔÏÍ ÂÁÚÉÓÅ ÍÙ ÉÍÅÅÍ:

A(x; y) = (Ax; y) = = (A(¸_1e_1 + ¸_2e_2 + : : : + ¸_ne_n); ȷ_1e_1 + ȷ_2e_2 + : : : + ȷ_ne_n) = = (˘_1¸_1e_1+˘_2¸_2e_2+: : :+˘_n¸_ne_n; ȷ_1e_1+ȷ_2e_2+: : :+ȷ_ne_n) = = ˘_1¸_1ȷ_1 + ˘_2¸_2ȷ_2 + : : : + ˘_n¸_nȷ_n:

ðÏÌÁÇÁÑ y = x, ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÕÀ ÔÅÏÒÅÍÕ:

ô Å Ï Ò Å Í Á 3. ðÕÓÔØ A(x; x) | ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÁÑ ÆÏÒ- ÍÁ Œ n-ÍÅÒÎÏÍ ÅŒËÌÉÄÏŒÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ. ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅ- ÓÔŒÕÅÔ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÊ ÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÙÊ ÂÁÚÉÓ, Œ ËÏÔÏ- ÒÏÍ ÜÔÁ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÁÑ ÆÏÒÍÁ ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ:

A(x; x) = ∑ ˘_i¸^2_i :

ôÁË ËÁË ˘_1; ˘_2; : : : ; ˘_n ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÍÉ ÚÎÁÞÅÎÉ- ÑÍÉ A, ÔÏ ÏÎÉ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÎÁÊÄÅÎÙ ÉÚ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅ- ÓËÏÇÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ ÍÁÔÒÉÃÙ ‖a_{ik}‖.

äÌÑ ÓÌÕÞÁÑ ÔÒÅÈÍÅÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÄÏËÁÚÁÎÎÁÑ ÚÄÅÓØ ÔÅÏ- ÒÅÍÁ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÔÓÑ Œ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØ- ÎÏ, Œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ A(x; x) = 1 ÅÓÔØ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ ÃÅÎÔÒÁÌØÎÏÊ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ ŒÔÏÒÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ. ïÒ- ÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÊ ÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÙÊ ÂÁÚÉÓ, Ï ËÏÔÏÒÏÍ ÉÄÅÔ ÒÅÞØ Œ ÔÅ- ÏÒÅÍÅ 3, ÅÓÔØ Œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÓÉÓÔÅÍÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ, Œ ËÏÔÏÒÏÊ ÐÏ- ŒÅÒÈÎÏÓÔØ ÉÍÅÅÔ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÊ ŒÉÄ, Á ŒÅËÔÏÒÙ e1; e2; e3 ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÎÁÐÒÁŒÌÅÎÉÑÍÉ ÇÌÁŒÎÙÈ ÏÓÅÊ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ ŒÔÏÒÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ.

4. ïÄÎÏŒÒÅÍÅÎÎÏÅ ÐÒÉŒÅÄÅÎÉÅ ÐÁÒÙ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÙÈ ÆÏÒÍ Ë ÓÕÍÍÅ ËŒÁÄÒÁÔÏŒ.

ô Å Ï Ò Å Í Á 4. ðÕÓÔØ Œ n-ÍÅÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ R ÚÁÄÁÎÙ ÄŒÅ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÙÅ ÆÏÒÍÙ A(x; x) É B(x; x), ÐÒÉ- ÞÅÍ ÆÏÒÍÁ B(x; x) ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÁÑ. ôÏÇÄÁ

§ 16] ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ Œ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ 185

Œ R ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÂÁÚÉÓ, Œ ËÏÔÏÒÏÍ ÏÂÅ ÜÔÉ ËŒÁÄÒÁÔÉÞ- ÎÙÅ ÆÏÒÍÙ ÚÁÐÉÓÙŒÁÀÔÓÑ Œ ŒÉÄÅ ÓÕÍÍÙ ËŒÁÄÒÁÔÏŒ.

ä Ï Ë Á Ú Á Ô Å Ì Ø Ó Ô Œ Ï. ðÕÓÔØ B(x; y) | ÂÉÌÉÎÅÊ- ÎÁÑ ÆÏÒÍÁ, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÁÑ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÅ B(x; x). ïÐÒÅÄÅÌÉÍ Œ R ÓËÁÌÑÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÆÏÒÍÕÌÏÊ (x; y) = B(x; y):

óÏÇÌÁÓÎÏ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÔÅÏÒÅÍÅ Œ R ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÎÏÒÍÉ- ÒÏŒÁÎÎÙÊ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÊ^∗) ÂÁÚÉÓ e_1; e_2; : : : ; e_n, Œ ËÏÔÏ- ÒÏÍ ÆÏÒÍÁ ÐÒÉŒÏÄÉÔÓÑ Ë ÓÕÍÍÅ ËŒÁÄÒÁÔÏŒ, Ô. Å.

A(x; x) = n∑ i=1 ˘_i¸^2_i : (7)

óËÁÌÑÒÎÙÊ ËŒÁÄÒÁÔ Œ ÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÏÍ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØ- ÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ:

(x; x) = B(x; x) = n∑ i=1 ¸^2_i : (8)

éÔÁË, Œ ÂÁÚÉÓÅ e_1; e_2; : : : ; e_n ÏÂÅ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÙÅ ÆÏÒÍÙ ÚÁÐÉÓÙŒÁÀÔÓÑ Œ ŒÉÄÅ ÓÕÍÍÙ ËŒÁÄÒÁÔÏŒ. ôÅÏÒÅÍÁ ÄÏËÁ- ÚÁÎÁ.

5. ïÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ.

ï Ð Ò Å Ä Å Ì Å Î É Å 2. ìÉÎÅÊÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ A ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÇÏ n-ÍÅÒÎÏÇÏ ÅŒËÌÉÄÏŒÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÎÁ- ÚÙŒÁÅÔÓÑ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÍ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅÍ, ÅÓÌÉ ÏÎÏ ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ ÓËÁÌÑÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ŒÅËÔÏÒÏŒ, Ô. Å.

(Ax; Ay) = (x; y) (9)

ÄÌÑ ŒÓÅÈ x; y ∈ R.

ðÏÌÁÇÁÑ Œ ÒÁŒÅÎÓÔŒÅ (9) x = y, ÐÏÌÕÞÁÅÍ

|Ax|^2 = |x|^2; (10)

∗) œ ÓÍÙÓÌÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÇÏ ÎÁÍÉ Œ R ÓËÁÌÑÒÎÏÇÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅ- ÎÉÑ.

186 ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ [ÇÌ. ii

Ô. Å. ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ ÄÌÉÎÙ ŒÅËÔÏÒÏŒ.

õ Ð Ò Á Ö Î Å Î É Å. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÕÓÌÏŒÉÅ (10) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÄÏÓÔÁ- ÔÏÞÎÙÍ ÕÓÌÏŒÉÅÍ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÓÔÉ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ.

ôÁË ËÁË cos ’ =

(x; y) |x||y| É ÔÁË ËÁË É ÞÉÓÌÉÔÅÌØ, É ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌØ Œ ÜÔÏÍ ŒÙÒÁÖÅ- ÎÉÉ ÎÅ ÍÅÎÑÀÔÓÑ ÐÒÉ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÍ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÉ, ÔÏ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ ÕÇÌÙ ÍÅÖ- ÄÕ ŒÅËÔÏÒÁÍÉ.

ðÕÓÔØ e_1; e_2; : : : ; e_n | ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÊ ÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎ- ÎÙÊ ÂÁÚÉÓ. ôÁË ËÁË ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ A ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ ÕÇÌÙ ÍÅÖÄÕ ŒÅËÔÏÒÁÍÉ É ÉÈ ÄÌÉÎÙ, ÔÏ ŒÅËÔÏÒÙ Ae_1; Ae_2; : : : : : : ; Ae_n ÔÁËÖÅ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÊ ÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎ- ÎÙÊ ÂÁÚÉÓ, Ô. Å.

(Ae_i; Ae_k) = { 1 ÐÒÉ i = k; 0 ÐÒÉ i ≠ k:

(11)

ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ ‖a_{ik}‖ | ÍÁÔÒÉÃÁ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ Œ ÏÒ- ÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÍ ÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ e_1; e_2; : : : ; e_n. ôÁË ËÁË ÓÔÏÌÂÃÙ ÜÔÏÊ ÍÁÔÒÉÃÙ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ ŒÅËÔÏÒÏŒ Ae_i, ÔÏ ÕÓÌÏŒÉÅ (11) ÚÁÐÉÓÙŒÁÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ: n∑ ff=1 a_{ffi}a_{ffk} = { 1 ÐÒÉ i = k; 0 ÐÒÉ i ≠ k:

(12)

õ Ð Ò Á Ö Î Å Î É Å. ðÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÕÓÌÏŒÉÑ (11), Á ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØ- ÎÏ, É ÕÓÌÏŒÉÑ (12), ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÙÍÉ ÕÓÌÏŒÉÑÍÉ ÏÒÔÏÇÏ- ÎÁÌØÎÏÓÔÉ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ.

õÓÌÏŒÉÑ (12) ÍÏÖÎÏ ÚÁÐÉÓÁÔØ Œ ÍÁÔÒÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÅ.

äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ,^n ∑ ff=1 a_{ffi}a_{ffk} ÓÕÔØ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ

ÍÁÔÒÉÃÙ ÎÁ ÅÅ ÔÒÁÎÓÐÏÎÉÒÏŒÁÎÎÕÀ. ðÏÜÔÏÍÕ ÕÓÌÏŒÉÑ

§ 16] ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ Œ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ 187

(12) ÏÚÎÁÞÁÀÔ, ÞÔÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÍÁÔÒÉÃÙ ÎÁ ÅÅ ÔÒÁÎÓ- ÐÏÎÉÒÏŒÁÎÎÕÀ ÅÓÔØ ÅÄÉÎÉÞÎÁÑ ÍÁÔÒÉÃÁ. ôÁË ËÁË ÏÐÒÅ- ÄÅÌÉÔÅÌØ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ ÍÁÔÒÉÃ ÒÁŒÅÎ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÀ ÉÈ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÅÊ, ÔÏ ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ ËŒÁÄÒÁÔ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÑ ÍÁÔÒÉÃÙ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÇÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁ- ÎÉÑ ÒÁŒÅÎ ÅÄÉÎÉÃÅ, Ô. Å. ÞÔÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ÍÁÔÒÉÃÙ ÏÒ- ÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÇÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ ÒÁŒÅÎ ±1.

ïÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ, ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ËÏÔÏ- ÒÙÈ ÒÁŒÅÎ +1, ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÍÉ, Á ÔÅ, ÏÐÒÅÄÅ- ÌÉÔÅÌØ ËÏÔÏÒÙÈ ÒÁŒÅÎ −1, ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÎÅÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙ- ÍÉ. äÏËÁÖÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÓÕÝÅÓÔŒÅÎÎÏÅ ÓŒÏÊÓÔŒÏ ÏÒÔÏÇÏ- ÎÁÌØÎÙÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ.

ì Å Í Í Á 3. åÓÌÉ R_1 | ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÐÒÏÓÔ- ÒÁÎÓÔŒÁ R, ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÏÅ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØ- ÎÏÇÏ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ A, ÔÏ ÅÇÏ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØ- ÎÏÅ ÄÏÐÏÌÎÅÎÉÅ R_2, Ô. Å. ÓÏŒÏËÕÐÎÏÓÔØ ŒÓÅÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ, ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÈ Ë ËÁÖÄÏÍÕ x ∈ R_1 (ÓÍ. ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÅ ÎÁ ÓÔÒ. 52), ÔÁËÖÅ ÅÓÔØ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ.

ä Ï Ë Á Ú Á Ô Å Ì Ø Ó Ô Œ Ï. ðÕÓÔØ y ∈ R_2, Ô. Å. (x; y) = = 0 ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ x ∈ R_1.

ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÜÔÏÍ (x; Ay) = 0 ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ x ∈ R_1. ôÁË ËÁË ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ A ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏ, ÔÏ ÏÎÏ ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÏ É ÅÇÏ ÏÂÒÁÚ ÎÁ ÌÀÂÏÍ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÏÍ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ÜÔÉÍ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ. ðÏÜÔÏÍÕ ŒÓÑËÏÅ x ∈ R_1 ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÍÏ Œ ŒÉÄÅ

x = Az; ÇÄÅ z ∈ R_1:

ïÔÓÀÄÁ (x; Ay) = (Az; Ay) = (z; y) = 0, Ô. Å. Ay ∈ R_2. ìÅÍÍÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ.

õ Ð Ò Á Ö Î Å Î É Å. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÄŒÕÈ ÓÏÂÓÔ- ŒÅÎÎÙÈ ÉÌÉ ÄŒÕÈ ÎÅÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÈ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ ÅÓÔØ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÅ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ, Á ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÇÏ ÎÁ ÎÅÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÅ ÅÓÔØ ÎÅÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÅ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ.

188 ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ [ÇÌ. ii

ú Á Í Å Þ Á Î É Å. òÁÚÄÅÌÅÎÉÅ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ ÎÁ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÅ É ÎÅÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÅ ÓŒÑÚÁÎÏ Ó ÔÅÍ, ÞÔÏ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØ- ÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ, ËÏÔÏÒÏÅ ÍÏÖÎÏ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÍ ÐÅ- ÒÅÈÏÄÏÍ ÏÔ ÅÄÉÎÉÞÎÏÇÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ, ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏ. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÐÕÓÔØ At | ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ, ÎÅ- ÐÒÅÒÙŒÎÏ ÚÁŒÉÓÑÝÅÅ ÏÔ ÐÁÒÁÍÅÔÒÁ t (ÜÔÏ ÚÎÁÞÉÔ, ÞÔÏ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÍÁÔÒÉÃÙ ÜÔÏÇÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ Œ ËÁËÏÍ-ÌÉÂÏ ÂÁÚÉÓÅ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ ÚÁŒÉÓÑÔ ÏÔ t), ÐÒÉÞÅÍ A0 = E. ôÏÇÄÁ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ÜÔÏÇÏ ÐÒÅÏÂÒÁ- ÚÏŒÁÎÉÑ ÅÓÔØ ÔÁËÖÅ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÏÔ t. ôÁË ËÁË ÎÅÐÒÅ- ÒÙŒÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ, ÐÒÉÎÉÍÁÀÝÁÑ ÌÉÛØ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ±1, ÄÏÌÖÎÁ ÂÙÔØ ÐÏÓÔÏÑÎÎÏÊ, Á ÐÒÉ t = 0 ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ At ÒÁŒÅÎ 1, ÔÏ É ÐÒÉ t ≠ 0 ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ At ÒÁŒÅÎ 1. éÓÐÏÌØÚÕÑ ÔÅÏÒÅÍÕ 5 ÜÔÏÇÏ ÐÁÒÁÇÒÁÆÁ, ÍÏÖÎÏ ÐÏËÁÚÁÔØ É ÏÂÒÁÔÎÏÅ, Á ÉÍÅÎ- ÎÏ, ÞÔÏ ŒÓÑËÏÅ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÅ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÐÏÌÕÞÅÎÏ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÍ ÉÚÍÅÎÅÎÉÅÍ ÉÚ ÅÄÉÎÉÞÎÏÇÏ.

éÚÕÞÉÍ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ Œ ÏÄÎÏÍÅÒ- ÎÏÍ É ÄŒÕÍÅÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÈ. îÉÖÅ ÍÙ ÕŒÉÄÉÍ, ÞÔÏ ÉÚÕÞÅÎÉÅ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓ- ÔŒÅ ÌÀÂÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÉÚÍÅÒÅÎÉÊ ÓŒÏÄÉÔÓÑ Ë ÜÔÉÍ ÐÒÏÓÔÅÊ- ÛÉÍ ÓÌÕÞÁÑÍ.

ðÕÓÔØ e | ŒÅËÔÏÒ, ÐÏÒÏÖÄÁÀÝÉÊ ÏÄÎÏÍÅÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔ- ÒÁÎÓÔŒÏ, Œ ËÏÔÏÒÏÍ ÚÁÄÁÎÏ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁ- ÎÉÅ A. ôÏÇÄÁ Ae = ˘e É ÔÁË ËÁË Œ ÓÉÌÕ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÓÔÉ (Ae; Ae) = (e; e), ÔÏ ˘^2(e; e) = (e; e), Ô. Å. ˘ = ±1.

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, Œ ÏÄÎÏÍÅÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÅÓÔØ ÌÉÛØ ÄŒÁ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ: ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ- ŒÁÎÉÅ Ax ≡ x É ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ Ax ≡ −x; ÐÅÒŒÏÅ ÉÚ ÎÉÈ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÅ, Á ŒÔÏÒÏÅ | ÎÅÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÅ.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ Œ ÄŒÕ- ÍÅÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ R. ðÕÓÔØ e_1; e_2 | ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÊ ÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÙÊ ÂÁÚÉÓ Œ R. ðÕÓÔØ ÄÁÌÅÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁ- ÎÉÅ A Œ ÜÔÏÍ ÂÁÚÉÓÅ ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÍÁÔÒÉÃÅÊ ( ff fi fl ffi ) : (13)

òÁÚÂÅÒÅÍ ÓÎÁÞÁÌÁ ÓÌÕÞÁÊ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÇÏ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÇÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ, Ô. Å. ÐÏÌÏÖÉÍ ffffi − fifl = 1.

§ 16] ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ Œ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ 189

õÓÌÏŒÉÅ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÓÔÉ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÍÁÔÒÉÃÙ (13) ÎÁ ÅÅ ÔÒÁÎÓÐÏÎÉÒÏŒÁÎ- ÎÕÀ ÅÓÔØ ÅÄÉÎÉÞÎÁÑ ÍÁÔÒÉÃÁ, Ô. Å. ÞÔÏ ( ff fi fl ffi )_{−1} = ( ff fl fi ffi ) : (14)

ôÁË ËÁË ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ÍÁÔÒÉÃÙ (13) ÒÁŒÅÎ ÅÄÉÎÉÃÅ, ÔÏ ( ff fi fl ffi )_{−1} = ( ffi −fi −fl ff ) : (15)

éÚ (14) É (15) ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÍÁÔÒÉÃÁ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ Œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ ( ff −fi fi ff ) ; ÇÄÅ ff^2 + fi^2 = 1. ðÏÌÁÇÁÑ ff = cos ’, fi = sin ’, ÐÏÌÕ- ÞÁÅÍ ÞÔÏ ŒÓÑËÏÅ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÅ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁ- ÚÏŒÁÎÉÅ Œ ÄŒÕÍÅÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÉÍÅÅÔ Œ ÏÒÔÏÇÏ- ÎÁÌØÎÏÍ ÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ ÍÁÔÒÉÃÕ ŒÉÄÁ ( cos ’ − sin ’ sin ’ cos ’ )

(ÐÏŒÏÒÏÔ Œ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÎÁ ÕÇÏÌ ’).

ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ A | ÎÅÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ, Ô. Å. ffffi − fifl = −1. œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÏÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ ÍÁÔÒÉÃÙ ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ ˘^2−(ff+ffi)˘−1 É, ÓÌÅÄÏŒÁ- ÔÅÌØÎÏ, ÉÍÅÅÔ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÅ ËÏÒÎÉ. úÎÁÞÉÔ, Õ ÐÒÅÏÂÒÁ- ÚÏŒÁÎÉÑ A ÉÍÅÅÔÓÑ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÊ ŒÅËÔÏÒ e, Ae = ˘e. éÚ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÓÔÉ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ Ae = ±e. îÏ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ ÎÅ ÍÅÎÑÅÔ ÕÇÌÏŒ ÍÅÖ- ÄÕ ŒÅËÔÏÒÁÍÉ É ÉÈ ÄÌÉÎ. úÎÁÞÉÔ, ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÊ e ŒÅË- ÔÏÒ e_1 ÐÅÒÅÈÏÄÉÔ ÐÏÓÌÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ Œ ŒÅËÔÏÒ, ÏÒ- ÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÊ Ae = ±e, Ô. Å. Œ ±e_1. éÔÁË, Œ ÂÁÚÉÓÅ e; e_1 ÍÁÔÒÉÃÁ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ A ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ ( ±1 0 0 ±1 ) :

190 ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ [ÇÌ. ii

ôÁË ËÁË ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ÍÁÔÒÉÃÙ ÎÅÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÇÏ ÐÒÅ- ÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ ÒÁŒÅÎ −1, ÔÏ ŒÏÚÍÏÖÎÙ ÌÉÛØ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÅ ŒÉÄÙ ÍÁÔÒÉÃÙ ÎÅÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÇÏ ÏÒÔÏÇÏ- ÎÁÌØÎÏÇÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ Œ ÄŒÕÍÅÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ( +1 0 0 −1 ) ; ( −1 0 0 +1 ) : (úÅÒËÁÌØÎÙÅ ÏÔÒÁÖÅÎÉÑ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÏÄÎÏÊ ÉÚ ÏÓÅÊ.)

îÁÊÄÅÍ ÔÅÐÅÒØ ÐÒÏÓÔÅÊÛÉÊ ŒÉÄ ÍÁÔÒÉÃÙ ÏÒÔÏÇÏ- ÎÁÌØÎÏÇÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ ÄÌÑ ÓÌÕÞÁÑ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÌÀ- ÂÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÉÚÍÅÒÅÎÉÊ.

ô Å Ï Ò Å Í Á 5. ðÕÓÔØ A | ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁ- ÚÏŒÁÎÉÅ Œ n-ÍÅÒÎÏÍ ÅŒËÌÉÄÏŒÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ R. œ R ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÊ ÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÙÊ ÂÁÚÉÓ e_1; e_2; : : : ; e_n, Œ ËÏÔÏÒÏÍ ÍÁÔÒÉÃÁ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ A ÉÍÅ- ÅÔ ŒÉÄ 1 . . . 1 −1 .. . −1 cos ’_1 − sin ’_1 sin ’_1 cos ’_1 . . . cos ’_k − sin ’_k sin ’_k cos ’_k

:

œÓÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ, ËÒÏÍÅ ŒÙÐÉÓÁÎÎÙÈ, ÓÕÔØ ÎÕÌÉ.

ä Ï Ë Á Ú Á Ô Å Ì Ø Ó Ô Œ Ï. óÏÇÌÁÓÎÏ ÔÅÏÒÅÍÅ 1 ÜÔÏ- ÇÏ ÐÁÒÁÇÒÁÆÁ Œ R ÍÏÖÎÏ ŒÙÂÒÁÔØ ÌÉÂÏ ÏÄÎÏÍÅÒÎÏÅ, ÌÉÂÏ ÄŒÕÍÅÒÎÏÅ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ R^{(1)}. åÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÏÄÎÏÍÅÒÎÏÅ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÏ R^{(1)}, ÔÏ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ e_1 ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÊÓÑ Œ ÎÅÍ ŒÅËÔÏÒ ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÄÌÉÎÙ. åÓÌÉ ÖÅ ÏÄÎÏÍÅÒÎÏÇÏ

§ 16] ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ Œ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ 191

ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÏÇÏ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÎÅÔ, ÔÏ ŒÏÚØÍÅÍ ÄŒÕ- ÍÅÒÎÏÅ É ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ e_1; e_2 ÅÇÏ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÊ ÎÏÒ- ÍÉÒÏŒÁÎÎÙÊ ÂÁÚÉÓ.

œ ÓÌÕÞÁÅ, ÅÓÌÉ R^{(1)} ÏÄÎÏÍÅÒÎÏ, ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ A ÉÍÅÅÔ Œ ÎÅÍ ŒÉÄ: Ax = ±x.

œ ÓÌÕÞÁÅ, ÅÓÌÉ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ R^{(1)} ÄŒÕÍÅÒÎÏ, ÎÁ- ÛÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ Œ ÎÅÍ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÍ ÏÒÔÏ- ÇÏÎÁÌØÎÙÍ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅÍ (ÔÁË ËÁË Œ ÐÒÏÔÉŒÎÏÍ ÓÌÕ- ÞÁÅŒ Œ R^{(1)} ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÌÏ ÂÙ ÏÄÎÏÍÅÒÎÏÅ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ), É, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, A ÉÍÅÅÔ Œ R^{(1)} ÍÁ- ÔÒÉÃÕ ( cos ’ − sin ’ sin ’ cos ’ ) : óÏŒÏËÕÐÎÏÓÔØ ~R ŒÅËÔÏÒÏŒ, ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÈ ËÏ ŒÓÅÍ ŒÅË- ÔÏÒÁÍ ÉÚ R^{(1)}, ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÄÏËÁÚÁÎÎÏÊ ŒÙÛÅ ÌÅÍÍÅ, ÅÓÔØ ÓÎÏŒÁ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ.

œ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÏÍ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ~R ÓÎÏŒÁ ÎÁÈÏÄÉÍ ÏÄÎÏÍÅÒÎÏÅ ÉÌÉ ÄŒÕÍÅÒÎÏÅ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÏ, ŒÙÂÉÒÁÅÍ Œ ÎÅÍ ÂÁÚÉÓ É ÔÁË ÄÁÌÅÅ.

íÙ ÐÏÌÕÞÉÍ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ n ÐÏÐÁÒÎÏ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØ- ÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ ÄÌÉÎÙ 1. ðÒÉÍÅÍ ÉÈ ÚÁ ÂÁÚÉÓ Œ R. ôÏÇÄÁ ÍÁÔÒÉÃÁ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ Œ ÜÔÏÍ ÂÁÚÉÓÅ ÂÕÄÅÔ ÉÍÅÔØ ŒÉÄ 1 . . . 1 −1 . . . −1 cos ’_1 − sin ’_1 sin ’_1 cos ’_1 . . . cos ’_k − sin ’_k sin ’_k cos ’_k

;

192 ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ [ÇÌ. ii

ÇÄÅ ÓÔÏÑÝÉÅ ÐÏ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ ±1 ÏÔŒÅÞÁÀÔ ÏÄÎÏÍÅÒÎÙÍ ÉÎ- ŒÁÒÉÁÎÔÎÙÍ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÍ, Á ĂËÌÅÔËÉĄ ( cos ’_i − sin ’_i sin ’_i cos ’_i )

| ÄŒÕÍÅÒÎÙÍ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÙÍ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÍ. ôÅÏ- ÒÅÍÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ.

ú Á Í Å Þ Á Î É Å. îÁÚÏŒÅÍ ÐÒÏÓÔÙÍ ŒÒÁÝÅÎÉÅÍ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÅ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ, ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÀÝÅÅ ÓÏÂÏÊ ÐÏŒÏÒÏÔ Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÄŒÕÍÅÒÎÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ É ÏÓÔÁŒÌÑÀÝÅÅ ÎÅÉÚÍÅÎÎÙÍ (n−2)-ÍÅÒÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÅ Ë ÜÔÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÐÒÏÓÔÏÅ ŒÒÁÝÅÎÉÅ ÅÓÔØ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ, ÍÁÔÒÉÃÁ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÐÒÉŒÅÄÅÎÁ Ë ŒÉÄÕ 1 . . . 1 cos ’ − sin ’ sin ’ cos ’ 1 . . . 1

:

ðÒÏÓÔÙÍ ÏÔÒÁÖÅÎÉÅÍ ÍÙ ÎÁÚÏŒÅÍ ÎÅÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÅ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ, ÍÅÎÑÀÝÅÅ ÎÁÐÒÁŒÌÅÎÉÅ ŒÓÅÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ, ÐÒÉÎÁÄÌÅ- ÖÁÝÉÈ ÎÅËÏÔÏÒÏÍÕ ÏÄÎÏÍÅÒÎÏÍÕ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÕ, ÎÁ ÐÒÏÔÉŒÏÐÏ- ÌÏÖÎÏÅ É ÏÓÔÁŒÌÑÀÝÅÅ ÎÅÉÚÍÅÎÎÙÍÉ ŒÅËÔÏÒÙ ÅÇÏ (n − 1)-ÍÅÒÎÏÇÏ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÇÏ ÄÏÐÏÌÎÅÎÉÑ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÐÒÏÓÔÏÅ ÏÔÒÁÖÅÎÉÅ ÅÓÔØ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ, ÍÁÔÒÉÃÁ ËÏÔÏÒÏÇÏ Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÂÁÚÉÓÅ ÉÍÅ- ÅÔ ŒÉÄ 1 . . . 1 −1 1 . . . 1

:

ðÏÌØÚÕÑÓØ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏÍ ÔÅÏÒÅÍÙ 5, ÎÅÔÒÕÄÎÏ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ŒÓÑËÏÅ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÏ ËÁË ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÐÒÏÓÔÙÈ ŒÒÁÝÅÎÉÊ É ÐÒÏÓÔÙÈ ÏÔÒÁÖÅÎÉÊ. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÐÒÅÄÏÓÔÁŒÌÑÅÔÓÑ ÞÉÔÁÔÅÌÀ.

§ 17] ÜËÓÔÒÅÍÁÌØÎÙÅ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ 193

§ 17. üËÓÔÒÅÍÁÌØÎÙÅ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÁÍÏÓÏÐÒÑÖÅÎÎÏÅ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ- ŒÁÎÉÅ A Œ n-ÍÅÒÎÏÍ ÅŒËÌÉÄÏŒÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ. íÙ ÐÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÅÇÏ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÍÏÖÎÏ ÐÏÌÕ- ÞÉÔØ, ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÑ ÎÅËÏÔÏÒÕÀ ÚÁÄÁÞÕ ÎÁ ÍÉÎÉÍÕÍ, ÓŒÑ- ÚÁÎÎÕÀ Ó ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÊ A ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÏÊ (Ax; x). üÔÏ, Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÐÏÚŒÏÌÉÔ ÄÏËÁÚÁÔØ ÓÕÝÅÓÔŒÏ- ŒÁÎÉÅ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ, ÎÅ ÐÏÌØÚÕÑÓØ ÔÅÏÒÅÍÏÊ Ï ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÉ ËÏÒÎÑ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ n-Ê ÓÔÅÐÅÎÉ. üÔÉ ÜËÓ- ÔÒÅÍÁÌØÎÙÅ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ÐÏÌÅÚÎÙ ÔÁËÖÅ ÐÒÉ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÉ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ. íÙ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÎÁÞÁÌÁ ŒÅÝÅ- ÓÔŒÅÎÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, Á ÚÁÔÅÍ ÐÅÒÅÎÅÓÅÍ ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÎÁ ÓÌÕÞÁÊ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ.

äÏËÁÖÅÍ ÓÎÁÞÁÌÁ ÓÌÅÄÕÀÝÕÀ ÌÅÍÍÕ.

ì Å Í Í Á 1. ðÕÓÔØ B | ÓÁÍÏÓÏÐÒÑÖÅÎÎÏÅ ÌÉÎÅÊ- ÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ Œ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÁÑ ÆÏÒÍÁ (Bx; x) ÎÅÏÔÒÉÃÁ- ÔÅÌØÎÁ, Ô. Å.

(Bx; x) ⩾ 0 ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ x:

ôÏÇÄÁ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ x = e

(Be; e) = 0;

ÔÏ É Be = 0.

ä Ï Ë Á Ú Á Ô Å Ì Ø Ó Ô Œ Ï. ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ŒÅËÔÏÒÁ h ÉÍÅÅÍ (Be; h) = 0. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÐÏÌÏÖÉÍ x = = e + th, ÇÄÅ t | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, Á h | ŒÅËÔÏÒ. ôÏ- ÇÄÁ ÉÍÅÅÍ

(B(e + th); e + th) =

= (Be; e) + t(Be; h) + t(Bh; e) + t^2(Bh; h) ⩾ 0;

Ô. Å. ÔÁË ËÁË (Bh; e) = (h; Be) = (Be; h) É (Be; e) = 0, ÔÏ 2t(Be; h) + t^2(Bh; h) ⩾ 0 ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ t. ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ (Be; h) = 0.

194 ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ [ÇÌ. ii

äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÆÕÎËÃÉÑ at + bt^2 ÐÒÉ a ≠ 0 ÍÅÎÑÅÔ ÚÎÁË Œ ÔÏÞËÅ t = 0, ÍÙ ÖÅ ÐÏÌÕÞÉÌÉ, ÞÔÏ ŒÙÒÁÖÅÎÉÅ

2t(Be; h) + t^2(Bh; h)

ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ t ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÏ, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ,

(Be; h) = 0:

ôÁË ËÁË h ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏ, ÔÏ Be = 0, ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏŒÁÌÏÓØ ÄÏËÁÚÁÔØ.

ðÕÓÔØ A | ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÓÁÍÏÓÏÐÒÑÖÅÎÎÏÅ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ Œ n-ÍÅÒÎÏÍ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÍ ÅŒËÌÉÄÏ- ŒÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ. óÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÕÀ A ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÕÀ ÆÏÒÍÕ (Ax; x) ÂÕÄÅÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ÎÁ ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÓÆÅ- ÒÅ, Ô. Å. ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ ŒÅËÔÏÒÏŒ x, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ

(x; x) = 1:

éÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ.

ô Å Ï Ò Å Í Á 1. ðÕÓÔØ A | ÓÁÍÏÓÏÐÒÑÖÅÎÎÏÅ ÌÉ- ÎÅÊÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ. ôÏÇÄÁ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÁÑ A ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÁÑ ÆÏÒÍÁ (Ax; x) ÄÏÓÔÉÇÁÅÔ ÎÁ ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÓÆÅÒÅ ÍÉÎÉÍÕÍÁ ˘_1. œÅËÔÏÒ e_1, ÎÁ ËÏÔÏÒÏÍ ÜÔÏÔ ÍÉ- ÎÉÍÕÍ ÄÏÓÔÉÇÁÅÔÓÑ, ÅÓÔØ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÊ ŒÅËÔÏÒ ÐÒÅ- ÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ A, Á ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÍÉÎÉÍÕÍÁ ˘_1 | ÓÏÏÔŒÅÔ- ÓÔŒÕÀÝÅÅ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÜÔÏÇÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁ- ÎÉÑ.

ä Ï Ë Á Ú Á Ô Å Ì Ø Ó Ô Œ Ï. åÄÉÎÉÞÎÁÑ ÓÆÅÒÁ ÅÓÔØ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÅ ÚÁÍËÎÕÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ Œ n-ÍÅÒÎÏÍ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÅ. ðÏÜÔÏÍÕ (Ax; x), ËÁË ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁÑ ÎÁ ÎÅÍ ÆÕÎËÃÉÑ, ÄÏÓÔÉÇÁÅÔ ÍÉÎÉÍÕÍÁ Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÔÏÞËÅ e_1. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÜÔÏÔ ÍÉÎÉÍÕÍ ÞÅÒÅÚ ˘_1. ôÏÇÄÁ ÉÍÅÅÍ

(Ax; x) ⩾ ˘_1; ÅÓÌÉ (x; x) = 1; (1)

ÐÒÉÞÅÍ

(Ae_1; e_1) = ˘_1; ÇÄÅ (e_1; e_1) = 1:

§ 17] ÜËÓÔÒÅÍÁÌØÎÙÅ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ 195

úÁÐÉÛÅÍ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ (1) Œ ŒÉÄÅ

(Ax; x) ⩾ ˘_1(x; x); ÇÄÅ (x; x) = 1: (2)

ïÎÏ ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÏ ÄÌÑ ŒÅËÔÏÒÏŒ ÄÌÉÎÙ ÅÄÉÎÉÃÁ. ôÁË ËÁË ÐÒÉ ÕÍÎÏÖÅÎÉÉ x ÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÞÉÓÌÏ ff ËÁË ÐÒÁŒÁÑ, ÔÁË É ÌÅŒÁÑ ÞÁÓÔÉ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ÕÍÎÏÖÁÀÔÓÑ ÎÁ ff^2, ÔÏ ÏÎÏ ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÏ ÄÌÑ ŒÅËÔÏÒÏŒ ÌÀÂÏÊ ÄÌÉÎÙ (ÐÏÓËÏÌØËÕ ÌÀ- ÂÏÊ ŒÅËÔÏÒ ÍÏÖÎÏ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÉÚ ŒÅËÔÏÒÁ ÄÌÉÎÙ ÅÄÉÎÉÃÁ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ ÅÇÏ ÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÞÉÓÌÏ ff).

ðÏÌÕÞÅÎÎÏÅ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÍÏÖÎÏ ÐÅÒÅÐÉÓÁÔØ ÔÁË:

(Ax−˘_1x; x) ⩾ 0 ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ x;

ÐÒÉÞÅÍ ÄÌÑ x = e_1 ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ

(Ae_1 −˘_1e_1; e_1) = 0:

üÔÏ ÚÎÁÞÉÔ, ÞÔÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ B = A − ˘_1E ÕÄÏ- ŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÕÓÌÏŒÉÑÍ ÌÅÍÍÙ 1. ïÔÓÀÄÁ, ÐÒÉÍÅÎÑÑ ÜÔÕ ÌÅÍÍÕ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ:

(A − ˘_1E)e_1 = 0; Ô. Å. Ae_1 = ˘_1e_1:

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, e_1 ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÍ ŒÅËÔÏ- ÒÏÍ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ A, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÍ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏ- ÍÕ ÚÎÁÞÅÎÉÀ ˘_1. ôÅÏÒÅÍÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ.

äÌÑ ÎÁÈÏÖÄÅÎÉÑ ÓÌÅÄÕÀÝÅÇÏ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÇÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ŒÓÅ ŒÅËÔÏÒÙ ÉÚ R, ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÅ Ë ÓÏÂ- ÓÔŒÅÎÎÏÍÕ ŒÅËÔÏÒÕ e_1. ëÁË ÂÙÌÏ ÐÏËÁÚÁÎÏ Œ Ð. 2 § 16 (ÌÅÍÍÁ 2), ÜÔÉ ŒÅËÔÏÒÙ ÏÂÒÁÚÕÀÔ (n − 1)-ÍÅÒÎÏÅ ÐÏÄ- ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ R_1, ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÏÅ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÐÒÅÏÂÒÁ- ÚÏŒÁÎÉÑ A.

ïÔÙÓËÉŒÁÑ ÍÉÎÉÍÕÍ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÙ (Ax; x), ÐÒÉ ÕÓÌÏŒÉÉ (x; x) = 1, Œ ÜÔÏÍ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÍÙ ÐÒÉ- ÄÅÍ Ë ÎÏŒÏÍÕ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÍÕ ŒÅËÔÏÒÕ e_2 É ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÍÕ ÚÎÁÞÅÎÉÀ ˘_2.

ïÞÅŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ ˘_2 ⩾ ˘_1, ÔÁË ËÁË ÍÉÎÉÍÕÍ (Ax; x) ŒÏ ŒÓÅÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÂÏÌØÛÅ, ÞÅÍ ÍÉÎÉÍÕÍ ÔÏÊ ÖÅ ÆÕÎËÃÉÉ Œ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ.

196 ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ [ÇÌ. ii

óÌÅÄÕÀÝÉÊ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÊ ŒÅËÔÏÒ ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ, ÒÅÛÁÑ ÔÕ ÖÅ ÚÁÄÁÞÕ Œ (n − 2)-ÍÅÒÎÏÍ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÏÍ ÐÏÄÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÅ, ÓÏÓÔÏÑÝÅÍ ÉÚ ŒÅËÔÏÒÏŒ, ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÈ É e_1 É e_2. úÎÁÞÅÎÉÅ ÍÉÎÉÍÕÍÁ (Ax; x) Œ ÜÔÏÍ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÅ ÂÕÄÅÔ ÔÒÅÔØÉÍ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÍ ÚÎÁÞÅÎÉÅÍ.

ðÒÏÄÏÌÖÁÑ ÜÔÏÔ ÐÒÏÃÅÓÓ, ÍÙ ÉÓÞÅÒÐÁÅÍ ŒÓÅ n ÓÏÂ- ÓÔŒÅÎÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ É ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÈ ÉÍ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ ÎÁÛÅÇÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ.

éÎÏÇÄÁ ÂÙŒÁÅÔ ÐÏÌÅÚÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ŒÔÏÒÏÊ, ÔÒÅÔÉÊ É Ô. Ä. ÓÏÂ- ÓÔŒÅÎÎÙÅ ŒÅËÔÏÒÙ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ ÉÚ ÚÁÄÁÞÉ ÎÁ ÍÁËÓÉÍÕÍ ÉÌÉ ÍÉÎÉÍÕÍ ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔŒÅÎÎÏ, ÎÅ ÓÞÉÔÁÑ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÉÚŒÅÓÔÎÙÍÉ ÐÒÅ- ÄÙÄÕÝÉÅ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÅ ŒÅËÔÏÒÙ.

ðÕÓÔØ A | ÓÁÍÏÓÏÐÒÑÖÅÎÎÏÅ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ. ïÂÏ- ÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ ˘1 ⩽ ˘2 ⩽ · · · ⩽ ˘n ÅÇÏ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ, ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÎÙÅ Œ ŒÏÚÒÁÓÔÁÀÝÅÍ ÐÏÒÑÄ- ËÅ, Á ÞÅÒÅÚ e1; e2; : : : ; en | ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÅ ÉÍ ÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÙÅ É ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÅ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÅ ŒÅËÔÏÒÙ.

ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÍÙ ŒÏÚØÍÅÍ ÐÅÒŒÙÅ k ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÈ ŒÅËÔÏ- ÒÏŒ e1; e2; : : : ; e_k

É ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÅ ÉÍÉ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ S, ÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ŒÅËÔÏÒÁ x ÉÚ S ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ

˘1(x; x) ⩽ (Ax; x) ⩽ ˘_k(x; x):

äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÐÕÓÔØ

x = ¸1e1 + ¸2e2 + : : : + ¸_ke_k:

ôÁË ËÁË Ae_k = ˘_ke_k, (e_k; e_k) = 1, (e_k; ei) = 0 ÐÒÉ i ≠ k, ÔÏ

(Ax; x) = (A(¸1e1+¸2e2+ : : : +¸_ke_k); ¸1e1+¸2e2+ : : : +¸_ke_k) = = (˘1¸1e1+˘2¸2e2+ : : : +˘_k¸_ke_k; ¸1e1+¸2e2+ : : : +¸_ke_k) =

= ˘1¸^2_1 + ˘2¸^2 + : : : + ˘_k¸^2_k:

ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÔÁË ËÁË ŒÅËÔÏÒÙ e1; e2; : : : ; e_k ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙ É ÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÙ, ÔÏ

(x; x) = ¸^2_1 + ¸^2 + : : : + ¸^2_k

É, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ,

(Ax; x) = ˘1¸^2_1 + ˘2¸^2 + : : : + ˘_k¸^2_k ⩾ ˘1(¸^2_1 + ¸^2 + : : : + ¸^2_k) = ˘1(x; x):

§ 17] ÜËÓÔÒÅÍÁÌØÎÙÅ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ 197

áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ (Ax; x) ⩽ ˘_k(x; x) É, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ˘1(x; x) ⩽ (Ax; x) ⩽ ˘_k(x; x):

ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ R_k | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ n − k + 1 ÉÚÍÅÒÅÎÉÊ. œ § 7 (ÌÅÍÍÁ Ð. 1) ÍÙ ÄÏËÁÚÁÌÉ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÓÕÍÍÁ ÒÁÚÍÅÒ- ÎÏÓÔÅÊ ÄŒÕÈ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ n-ÍÅÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÐÒÅŒÙÛÁÅÔ n, ÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÏÔÌÉÞÎÙÊ ÏÔ ÎÕÌÑ ŒÅËÔÏÒ, ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÉÊ ÏÂÏ- ÉÍ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÍ. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÔÁË ËÁË (n − k + 1) + k ¿ n, ÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ŒÅËÔÏÒ x0, ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÉÊ ËÁË R_k , ÔÁË É ÐÏÄÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÕ S, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÍÕ ŒÅËÔÏÒÁÍÉ e1; e2; : : : ; e_k. íÙ ÍÏÖÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÄÌÉÎÁ ÅÇÏ ÒÁŒÎÁ 1, Ô. Å. ÞÔÏ (x0; x0) = 1. ôÁË ËÁË ŒÓÀ- ÄÕ Œ S, ËÁË ÍÙ ÕÖÅ ÄÏËÁÚÁÌÉ, (Ax; x) ⩽ ˘_k(x; x), ÔÏ (Ax0; x0) ⩽ ˘_k.

éÔÁË, ÍÙ ÄÏËÁÚÁÌÉ, ÞÔÏ Œ R_k ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ŒÅËÔÏÒ x0 ÄÌÉÎÙ 1 ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ (Ax0; x0) ⩽ ˘_k:

îÏ ÔÏÇÄÁ É ÐÏÄÁŒÎÏ, ÍÉÎÉÍÕÍ (Ax; x), ÇÄÅ x ÐÒÏÂÅÇÁÅÔ ŒÓÅ ŒÅËÔÏÒÙ ÄÌÉÎÙ 1 ÉÚ R_k , ÔÁËÖÅ ÍÅÎØÛÅ ÉÌÉ ÒÁŒÅÎ ˘_k.

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ (n − k + 1)-ÍÅÒÎÏÇÏ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÁ R_k min(Ax; x) ⩽ ˘_k;

ÇÄÅ (x; x) = 1 É x ∈ R_k.

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÓÒÅÄÉ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ R_k ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ n − k + 1 ÅÓÔØ ÔÁËÏÅ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ min(Ax; x), x ∈ R_k, (x; x) = 1, Œ ÔÏÞ- ÎÏÓÔÉ ÒÁŒÅÎ ˘_k. ôÁËÉÍ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÏ, ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ ÉÚ ŒÅËÔÏÒÏŒ, ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÈ ÐÅÒŒÙÍ k − 1 ÓÏÂ- ÓÔŒÅÎÎÙÍ ŒÅËÔÏÒÁÍ e1; e2; : : : ; e_{k−1}. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, Œ ÜÔÏÍ ÐÁÒÁ- ÇÒÁÆÅ ÍÙ ÄÏËÁÚÁÌÉ, ÞÔÏ min_{(x;x)=1}(Ax; x), ÒÁÓÐÒÏÓÔÒÁÎÅÎÎÙÊ ÐÏ ŒÓÅÍ

ŒÅËÔÏÒÁÍ, ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÍ ÐÅÒŒÙÍ k − 1 ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÍ ŒÅËÔÏÒÁÍ, ÒÁŒÅÎ ˘_k.

éÔÁË, ÍÙ ÄÏËÁÚÁÌÉ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ:

ðÕÓÔØ R_k | ÎÅËÏÔÏÒÏÅ (n − k + 1)-ÍÅÒÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ R. ôÏÇÄÁ ÍÉÎÉÍÕÍ (Ax; x) ÄÌÑ ŒÓÅÈ x ÉÚ R_k ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ (x; x) = 1, ÍÅÎØÛÅ ÉÌÉ ÒÁŒÅÎ ˘_k. ðÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ R_k ÍÏÖÎÏ ŒÙÂÒÁÔØ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÜÔÏÔ ÍÉÎÉÍÕÍ ÒÁŒÎÑÌÓÑ ˘_k.

üÔÏ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÍÏÖÎÏ ÚÁÐÉÓÁÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÆÏÒÍÕÌÏÊ: max_{Rk} min

(x;x)=1 x∈Rk

(Ax; x) = ˘_k: (3)

œ ÜÔÏÊ ÆÏÒÍÕÌÅ min ÂÅÒÅÔÓÑ ÐÏ ÕËÁÚÁÎÎÙÍ ŒÅËÔÏÒÁÍ, Á max ÐÏ ŒÓÅŒÏÚÍÏÖÎÙÍ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÍ R_k ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ n − k + 1.

198 ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ [ÇÌ. ii

éÚ ÄÏËÁÚÁÎÎÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ ÓÌÅÄÕÅÔ:

ðÕÓÔØ A | ÓÁÍÏÓÏÐÒÑÖÅÎÎÏÅ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ, Á B | ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÅ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ. ðÕÓÔØ ˘1 ⩽ ˘2 ⩽ : : : ⩽ ˘n | ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ A, Á ¯1 ⩽ ¯2 ⩽ : : : : : : ⩽ ¯n | ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ A + B; ÔÏÇÄÁ ˘_k ⩽ ¯_k.

äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ŒÓÀÄÕ (Ax; x) ⩽ ((A + B)x; x):

óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, Œ ÌÀÂÏÍ (n−k+1)-ÍÅÒÎÏÍ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ R_k ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ: min (x;x)=1 x∈Rk

(Ax; x) ⩽ min_{(x;x)=1}

x∈Rk

((A + B)x; x):

úÎÁÞÉÔ, ÍÁËÓÉÍÕÍ ÌÅŒÏÊ ÞÁÓÔÉ ÐÏ ŒÓÅŒÏÚÍÏÖÎÙÍ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÁÍ R_k ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ ÍÁËÓÉÍÕÍÁ ÐÒÁŒÏÊ ÞÁÓÔÉ. ôÁË ËÁË Œ ÓÉÌÕ ÆÏÒÍÕÌÙ ÍÁËÓÉÍÕÍ ÌÅŒÏÊ ÞÁÓÔÉ ÒÁŒÅÎ ˘_k, Á ÍÁËÓÉÍÕÍ ÐÒÁŒÏÊ ÒÁ- ŒÅÎ ¯_k , ÔÏ ˘_k ⩽ ¯_k, ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏŒÁÌÏÓØ ÄÏËÁÚÁÔØ.

ðÅÒÅÎÅÓÅÍ ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÎÁ ÓÌÕÞÁÊ ËÏÍ- ÐÌÅËÓÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ.

äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÎÁÍ ÐÒÉÄÅÔÓÑ ÚÁÍÅÎÉÔØ ÌÉÛØ ÌÅÍÍÕ 1 ÓÌÅ- ÄÕÀÝÅÊ ÌÅÍÍÏÊ.

ì Å Í Í Á 2. ðÕÓÔØ B | ÓÁÍÏÓÏÐÒÑÖÅÎÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁ- ÚÏŒÁÎÉÅ Œ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ, É ÓÏÏÔŒÅÔ- ÓÔŒÕÀÝÁÑ ÅÍÕ ÜÒÍÉÔÏŒÁ ÆÏÒÍÁ (Bx; x) ÎÅ ÏÔÒÉÃÁ- ÔÅÌØÎÁ, Ô. Å.

(Bx; x) ⩾ 0 ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ x:

ôÏÇÄÁ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ e (Be; e) = 0, ÔÏ É Be = 0.

ä Ï Ë Á Ú Á Ô Å Ì Ø Ó Ô Œ Ï. ðÕÓÔØ t | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÅ ŒÅ- ÝÅÓÔŒÅÎÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, Á h | ŒÅËÔÏÒ. ôÏÇÄÁ

(B(e + th); e + th) ⩾ 0;

ÉÌÉ, ÔÁË ËÁË (Be; e) = 0, ÔÏ

t[(Be; h) + (Bh; e)] + t^2(Bh; h) ⩾ 0

ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ t. ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ

(Be; h) + (Bh; e) = 0: (4)

§ 17] ÜËÓÔÒÅÍÁÌØÎÙÅ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ 199

ôÁË ËÁË h ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏ, ÔÏ, ÚÁÍÅÎÑÑ h ÎÁ ih, ÐÏÌÕÞÁÅÍ (Be; ih) + (iBh; e) = 0, Ô. Å.

−i(Be; h) + i(Bh; e) = 0: (5) éÚ (4) É (5) ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ (Be; h) = 0;

É ÔÁË ËÁË h ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏ, ÔÏ Be = 0. ìÅÍÍÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ.

œÓÅ ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÔÅÏÒÅÍÙ ÜÔÏÇÏ ÐÁÒÁÇÒÁÆÁ É ÉÈ ÄÏËÁ- ÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÐÅÒÅÎÏÓÑÔÓÑ ÎÁ ÓÌÕÞÁÊ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔ- ÒÁÎÓÔŒÁ ÂÅÚ ŒÓÑËÉÈ ÉÚÍÅÎÅÎÉÊ.

ç ì á œ á III

ëáîïîéþåóëéê œéä ðòïéúœïìøîùè ìéîåêîùè ðòåïâòáúïœáîéê

§ 18. îÏÒÍÁÌØÎÁÑ ÆÏÒÍÁ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ

ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ

œ ÇÌÁŒÅ II ÍÙ ÐÏÚÎÁËÏÍÉÌÉÓØ Ó ÒÁÚÌÉÞÎÙÍÉ ËÌÁÓÓÁ- ÍÉ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ n-ÍÅÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ, ÉÍÅÀÝÉÈ n ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙÈ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÈ ŒÅËÔÏ- ÒÏŒ. íÙ ÚÎÁÅÍ, ÞÔÏ Œ ÂÁÚÉÓÅ, ÓÏÓÔÏÑÝÅÍ ÉÚ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ ÔÁËÏÇÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ, ÅÇÏ ÍÁÔÒÉÃÁ ÉÍÅÅÔ ÏÓÏÂÅÎÎÏ ÐÒÏÓÔÏÊ ŒÉÄ, ÔÁË ÎÁÚÙŒÁÅÍÕÀ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÕÀ ÆÏÒÍÕ.

ïÄÎÁËÏ ÞÉÓÌÏ ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙÈ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ Õ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÍÅÎØÛÅ, ÞÅÍ n^∗). ðÒÉÍÅÒ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ Ó ÎÅÄÏÓÔÁÔÏÞÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ ÍÙ ÐÒÉ- ŒÅÄÅÍ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÐÏÚÖÅ (ÓÍ. ÔÁËÖÅ § 10, Ð. 1, ÐÒÉÍÅÒ 3). ôÁËÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ ÚÁŒÅÄÏÍÏ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÐÒÉŒÅ- ÄÅÎÏ Ë ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÏÊ ÆÏÒÍÅ, ÔÁË ËÁË ÂÁÚÉÓ, Œ ËÏÔÏÒÏÍ ÍÁÔÒÉÃÁ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÁ, ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÓÏÂ-

∗) îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ŒÓÅ ËÏÒÎÉ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÍÎÏÇÏ- ÞÌÅÎÁ ÒÁÚÌÉÞÎÙ, ÔÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ ÉÍÅÅÔ n ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙÈ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ. ðÏÜÔÏÍÕ, ÄÌÑ ÔÏÇÏ ÞÔÏÂÙ ÞÉÓÌÏ ÓÏÂÓÔŒÅÎ- ÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ ÂÙÌÏ ÍÅÎØÛÅ ÞÅÍ n, ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ ÎÁÌÉÞÉÅ ËÒÁÔÎÙÈ ËÏÒÎÅÊ Õ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÜÔÏÔ ÓÌÕÞÁÊ ÑŒÌÑÅÔÓÑ Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÓÍÙÓÌÅ ÉÓËÌÀÞÉÔÅÌØÎÙÍ.

§ 18] ÎÏÒÍÁÌØÎÁÑ ÆÏÒÍÁ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ 201

ÓÔŒÅÎÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ. œÏÚÎÉËÁÅÔ ŒÏÐÒÏÓ: ËÁËÏŒ ÐÒÏÓÔÅÊ- ÛÉÊ ŒÉÄ ÍÁÔÒÉÃÙ ÔÁËÏÇÏ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ?

œ ÜÔÏÊ ÇÌÁŒÅ ÍÙ ÄÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ ÕËÁÖÅÍ ÂÁÚÉÓ, Œ ËÏÔÏÒÏÍ ÅÇÏ ÍÁÔÒÉÃÁ ÉÍÅÅÔ ÓÒÁŒÎÉ- ÔÅÌØÎÏ ÐÒÏÓÔÏÊ ŒÉÄ (ÔÁË ÎÁÚÙŒÁÅÍÁÑ ÖÏÒÄÁÎÏŒÁ ÎÏÒ- ÍÁÌØÎÁÑ ÆÏÒÍÁ). œ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ ÞÉÓÌÏ ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁ- ŒÉÓÉÍÙÈ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ ÒÁŒ- ÎÏ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ, ÜÔÁ ÎÏÒÍÁÌØÎÁÑ ÆÏÒÍÁ ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÏÊ. íÙ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÕÅÍ ÓÅÊÞÁÓ ÏËÏÎÞÁÔÅÌØÎÙÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ, ËÏÔÏÒÙÊ ÄÏËÁÖÅÍ Œ § 19.

ðÕÓÔØ ÚÁÄÁÎÏ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÅ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁ- ÎÉÅ A Œ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ n ÉÚÍÅÒÅÎÉÊ. ðÒÅÄ- ÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ Õ A ÉÍÅÅÔÓÑ k (k ⩽ n) ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁŒÉ- ÓÉÍÙÈ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ

e_1; f_1; : : : ; h_1;

ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÈ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÍ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍ ˘_1; ˘_2; : : : : : : ; ˘_k. ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÂÁÚÉÓ, ÓÏÓÔÏÑÝÉÊ ÉÚ k ÇÒÕÐÐ ŒÅËÔÏÒÏŒ^∗):

e_1; : : : ; e_p; f_1; : : : ; f_q; : : : ; h_1; : : : ; h_s; (1)

Œ ËÏÔÏÒÏÍ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ A ÉÍÅÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ŒÉÄ:

Ae_1 =˘_1e_1; Ae_2 =e_1 +˘_1e_2; : : : ; Ae_p =e_{p−1} +˘_1e_p; Af_1 =˘_2f_1; Af_2 =f_1 +˘_2f_2; : : : ; Af_q =f_{q−1} +˘_2f_q; . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Ah_1 =˘_kh_1; Ah_2 =h_1 +˘_kh_2; : : : ; Ah_s =h_{s−1} +˘_kh_s: (2)

íÙ ŒÉÄÉÍ, ÞÔÏ ÂÁÚÉÓÎÙÅ ŒÅËÔÏÒÙ ËÁÖÄÏÊ ÇÒÕÐÐÙ ÐÅÒÅÈÏÄÑÔ ÐÒÉ ÎÁÛÅÍ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÉ Œ ÌÉÎÅÊÎÕÀ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÀ ŒÅËÔÏÒÏŒ ÔÏÊ ÖÅ ÇÒÕÐÐÙ. ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅ- ÄÕÅÔ, ÞÔÏ ËÁÖÄÁÑ ÇÒÕÐÐÁ ÂÁÚÉÓÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ ÐÏÒÏ- ÖÄÁÅÔ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÏÅ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ

∗) ñÓÎÏ, ÞÔÏ p+q+: : :+s = n. åÓÌÉ ÖÅ k = n, ÔÏ ËÁÖÄÁÑ ÇÒÕÐÐÁ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÏÄÎÏÇÏ ŒÅËÔÏÒÁ, Á ÉÍÅÎÎÏ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÇÏ ŒÅËÔÏÒÁ.

202 ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÊ ŒÉÄ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ [ÇÌ. iii

ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ A. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÐÏÄÒÏÂÎÅÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ, ÚÁÄÁŒÁÅÍÏÅ ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ (2).

œ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÍ ËÁÖÄÏÊ ÇÒÕÐÐÏÊ, ÅÓÔØ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÊ ŒÅËÔÏÒ; ÎÁÐÒÉÍÅÒ, Œ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÅ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÍ ŒÅËÔÏÒÁÍÉ e_1; e_2; : : : ; e_p, ÔÁËÉÍ ÓÏÂ- ÓÔŒÅÎÎÙÍ ŒÅËÔÏÒÏÍ ÑŒÌÑÅÔÓÑ e_1.

œÅËÔÏÒ e_2 ÎÁÚÙŒÁÀÔ ÉÎÏÇÄÁ ÐÒÉÓÏÅÄÉÎÅÎÎÙÍ ÓÏÂ- ÓÔŒÅÎÎÙÍ ŒÅËÔÏÒÏÍ ÐÅÒŒÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ. üÔÏ ÚÎÁÞÉÔ, ÞÔÏ Ae_2 ÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌØÎÏ e_2 Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÇÏ ŒÅËÔÏÒÁ, ËÁË ÜÔÏ ŒÉÄÎÏ ÉÚ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ

Ae_2 = ˘_1e_2 + e_1:

áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ e_3; e_4; : : : ÎÁÚÙŒÁÀÔ ÐÒÉÓÏÅÄÉÎÅÎÎÙÍÉ ŒÅË- ÔÏÒÁÍÉ ŒÔÏÒÏÇÏ, ÔÒÅÔØÅÇÏ É Ô. Ä. ÐÏÒÑÄËÏŒ.

ëÁÖÄÙÊ ÉÚ ÎÉÈ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ĂËÁË ÂÙ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÍĄ, Ô. Å. ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÍ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÐÒÉÓÏÅÄÉÎÅÎÎÏÇÏ ŒÅËÔÏÒÁ ÎÉÚÛÅÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ

Ae_k = ˘_1e_k + e_{k−1}:

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÂÁÚÉÓ ËÁÖÄÏÇÏ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÏÇÏ ÐÏÄ- ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÏÄÎÏÇÏ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÇÏ ŒÅËÔÏ- ÒÁ É ÔÁËÏÇÏ ÖÅ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÁ ÐÒÉÓÏÅÄÉÎÅÎÎÙÈ, ËÏÔÏÒÏÅ ÎÕÖÎÏ ÄÏÂÁŒÉÔØ, ÞÔÏÂÙ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÂÁÚÉÓ ÄÁÎÎÏÇÏ ÐÏÄ- ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ.

ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ Œ ËÁÖÄÏÍ ÉÚ ÜÔÉÈ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ ÉÍÅÅÔÓÑ, Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÍÎÏÖÉÔÅÌÑ, ÌÉÛØ ÏÄÉÎ ÓÏÂ- ÓÔŒÅÎÎÙÊ ŒÅËÔÏÒ.

äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, ÐÏ- ÒÏÖÄÅÎÎÏÅ ŒÅËÔÏÒÁÍÉ e1; e2; : : : ; ep. äÏÐÕÓÔÉÍ, ÞÔÏ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ŒÅË- ÔÏÒ ÉÚ ÜÔÏÇÏ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ, Ô. Å. ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÌÉÎÅÊÎÁÑ ËÏÍÂÉÎÁ- ÃÉÑ ŒÉÄÁ c1e1 + c2e2 + : : : + cpep;

ÇÄÅ ÎÅ ŒÓÅ c_k ÒÁŒÎÙ ÎÕÌÀ, ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÍ ŒÅËÔÏÒÏÍ, Ô. Å.

A(c1e1 + c2e2 + : : : + cpep) = ˘(c1e1 + c2e2 + : : : + cpep):

§ 18] ÎÏÒÍÁÌØÎÁÑ ÆÏÒÍÁ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ 203

ðÏÄÓÔÁŒÌÑÑ ŒÍÅÓÔÏ ÌÅŒÏÊ ÞÁÓÔÉ ÅÅ ŒÙÒÁÖÅÎÉÅ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÁÍ (2), ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ

c1˘1e1 + c2(e1 + ˘1e2) + : : : + cp(ep−1 + ˘1ep) = = ˘c1e1 + ˘c2e2 + : : : + ˘cpep:

ïÔÓÀÄÁ, ÐÒÉÒÁŒÎÉŒÁÑ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÐÒÉ ËÁÖÄÏÍ ÉÚ ÂÁÚÉÓÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ, ÉÍÅÅÍ ÓÉÓÔÅÍÕ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ ÄÌÑ ÎÁÈÏÖÄÅÎÉÑ ŒÅÌÉÞÉÎ ˘; c1; c2; : : : ; cp:

c1˘1 + c2 = ˘c1; c2˘1 + c3 = ˘c2; . . . . . . . . . . .

cp−1˘1 + cp = ˘cp−1;

cp˘1 = ˘cp:

ðÏËÁÖÅÍ ÐÒÅÖÄÅ ŒÓÅÇÏ, ÞÔÏ ˘ = ˘1. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÅÓÌÉ ÂÙ ˘ ≠ ˘1, ÔÏ ÉÚ ÐÏÓÌÅÄÎÅÇÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ÍÙ ÉÍÅÌÉ ÂÙ cp = 0 É ÚÁ- ÔÅÍ ÉÚ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÒÁŒÅÎÓÔŒ cp−1 = cp−2 = c2 = c1 = 0. éÔÁË, ˘ = ˘1; ÔÏÇÄÁ ÉÚ ÐÅÒŒÏÇÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ ÉÍÅÅÍ c2 = 0, ÉÚ ŒÔÏÒÏÇÏ c3 = 0 É Ô. Ä. ÄÏ cp = 0. úÎÁÞÉÔ, ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÊ ŒÅËÔÏÒ ÒÁŒÅÎ c1e1 É, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÍÎÏÖÉÔÅÌÑ ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ÐÅÒŒÙÍ ŒÅËÔÏÒÏÍ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÊ ÇÒÕÐÐÙ.

œÙÐÉÛÅÍ ÍÁÔÒÉÃÕ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ (2). ôÁË ËÁË ŒÅË- ÔÏÒÙ ËÁÖÄÏÊ ÇÒÕÐÐÙ ÐÒÅÏÂÒÁÚÕÀÔÓÑ Œ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ËÏÍ- ÂÉÎÁÃÉÉ ŒÅËÔÏÒÏŒ ÔÏÊ ÖÅ ÇÒÕÐÐÙ, ÔÏ Œ ÐÅÒŒÙÈ p ÓÔÏÌÂ- ÃÁÈ ÍÁÔÒÉÃÙ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÏÔÌÉÞÎÙ ÏÔ ÎÕÌÑ ÌÉÛØ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÐÅÒŒÙÈ p ÓÔÒÏË, Œ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ q ÓÔÏÌÂÃÁÈ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÏÔÌÉÞÎÙ ÏÔ ÎÕÌÑ ÌÉÛØ ÜÌÅÍÅÎ- ÔÙ, ÓÔÏÑÝÉÅ Œ ÓÔÒÏËÁÈ Ó ÔÅÍÉ ÖÅ ÎÏÍÅÒÁÍÉ, ÞÔÏ É Õ ÜÔÉÈ ÓÔÏÌÂÃÏŒ, É Ô. Ä. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, Œ ÄÁÎÎÏÍ ÂÁÚÉ- ÓÅ ÍÁÔÒÉÃÁ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ ÂÕÄÅÔ ÓÏÓÔÏÑÔØ ÉÚ k ËÌÅ- ÔÏË, ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÎÙÈ ÐÏ ÇÌÁŒÎÏÊ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ, Á ŒÓÅ ÜÌÅÍÅÎ- ÔÙ, ÎÅ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÉÅ ÎÉ ÏÄÎÏÊ ÉÚ ÜÔÉÈ ËÌÅÔÏË, ÂÕÄÕÔ ÒÁŒÎÙ ÎÕÌÀ.

äÌÑ ÔÏÇÏ ÞÔÏÂÙ ÐÏÎÑÔØ, ÞÔÏ ÓÔÏÉÔ Œ ËÁÖÄÏÊ ËÌÅÔËÅ ÍÁÔÒÉÃÙ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ A, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÅÝÅ ÒÁÚ ÎÁÐÉ- ÓÁÔØ, ËÁË ÐÒÅÏÂÒÁÚÕÀÔÓÑ ŒÅËÔÏÒÙ ÏÄÎÏÊ ÇÒÕÐÐÙ. íÙ

204 ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÊ ŒÉÄ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ [ÇÌ. iii

ÉÍÅÅÍ:

Ae_1 = ˘_1e_1;

Ae_2 = e_1 + ˘_1e_2;

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Ae_{p−1} = e_{p−2} + ˘_1e_{p−1};

Ae_p = e_{p−1} + ˘_1e_p:

œÓÐÏÍÉÎÁÑ, ËÁË ÓÔÒÏÉÔÓÑ ÍÁÔÒÉÃÁ, ÏÔŒÅÞÁÀÝÁÑ ÄÁÎÎÏ- ÍÕ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÀ ÂÁÚÉÓÁ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ ËÌÅÔËÁ ÍÁ- ÔÒÉÃÙ, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÁÑ ÄÁÎÎÏÊ ÇÒÕÐÐÅ ŒÅËÔÏÒÏŒ, ÉÍÅ- ÅÔ ŒÉÄ

A_1 =

˘_1 1 0 : : : 0 0 0 ˘_1 1 : : : 0 0 : : : : : : : : : : : : : : : : 0 0 0 : : : ˘_1 1 0 0 0 : : : 0 ˘_1

: (3)

œÓÑ ÖÅ ÍÁÔÒÉÃÁ ÏËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÏÓÔÁŒÌÅÎÎÏÊ ÉÚ ÔÁËÉÈ ËÌÅÔÏË ÐÏÒÑÄËÏŒ p; q; : : : ; s ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ, Ô. Å. ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ ˘_1 1 0 : : : 0 0 ˘_1 1 : : : 0 : : : : : : : : : : : : : 0 0 0 : : : ˘_1 ˘_2 1 0 : : : 0 0 ˘_2 1 : : : 0 : : : : : : : : : : : : : 0 0 0 : : : ˘_2 .. . ˘_k 1 0 : : : 0 0 ˘_k 1 : : : 0 : : : : : : : : : : : : : 0 0 0 : : : ˘_k

; (4)

ÇÄÅ ŒÓÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ŒÎÅ ËÌÅÔÏË | ÎÕÌÉ.

úÁÍÅÔÉÍ ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ ÎÅ ŒÓÅ ˘_i ÏÂÑÚÁÎÙ ÂÙÔØ ÒÁÚÌÉÞ- ÎÙÍÉ.

§ 18] ÎÏÒÍÁÌØÎÁÑ ÆÏÒÍÁ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ 205

õ Ð Ò Á Ö Î Å Î É Å. îÁÊÔÉ ŒÓÅ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÙÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ Ó ÍÁÔÒÉÃÅÊ (3).

èÏÔÑ ÐÒÉŒÅÄÅÎÎÁÑ ÚÄÅÓØ ÎÏÒÍÁÌØÎÁÑ ÆÏÒÍÁ ŒÙÇÌÑÄÉÔ ÓÌÏÖÎÅÅ, ÞÅÍ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÁÑ ÍÁÔÒÉÃÁ, ÏÄÎÁËÏ É Ó ÎÅÊ ÍÏÖÎÏ ÄÏ- ÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÒÏÓÔÏ ÐÒÏÉÚŒÏÄÉÔØ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÅ ÏÐÅÒÁÃÉÉ. íÙ ÐÏ- ËÁÖÅÍ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ËÁË ŒÙÞÉÓÌÉÔØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÏÔ ÍÁÔÒÉÃÙ (4). íÁ- ÔÒÉÃÁ (4) ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ

A = A1 A2 . . . A_k ;

ÇÄÅ Ai | ÏÔÄÅÌØÎÙÅ ËÌÅÔËÉ, Á ŒÓÅ ÎÅŒÙÐÉÓÁÎÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ | ÎÕ- ÌÉ. ôÏÇÄÁ

A^2 =

A^2_1 A^2 . . . A^2_k

; : : : ; A^m =

A^m_1 A^m_2 . . . A^m_k ;

Ô. Å. ÄÌÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ ŒÏÚŒÅÓÔÉ Œ ÎÅËÏÔÏÒÕÀ ÓÔÅÐÅÎØ ÍÁÔÒÉÃÕ A, ÄÏ- ÓÔÁÔÏÞÎÏ ÕÍÅÔØ ŒÏÚŒÅÓÔÉ Œ ÜÔÕ ÓÔÅÐÅÎØ ËÁÖÄÕÀ ÉÚ ËÌÅÔÏË. ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ P (t) = a0 + a1t + : : : + amt^m | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ. ôÏÇÄÁ ÌÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ

P (A) =

P (A1)

P (A2) .. . P (A_k) :

ðÏËÁÖÅÍ ÔÅÐÅÒØ, ËÁË ŒÙÞÉÓÌÉÔØ P (A1), Ô. Å. ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÏÔ ÏÄ- ÎÏÊ ËÌÅÔËÉ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÊ ÆÏÒÍÙ ÍÁÔÒÉÃÙ (3). äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÚÁÐÉÛÅÍ ÍÁÔÒÉÃÕ (3) Œ ŒÉÄÅ

A1 = ˘1E + I;

ÇÄÅ E | ÅÄÉÎÉÞÎÁÑ ÍÁÔÒÉÃÁ ÐÏÒÑÄËÁ p, Á ÍÁÔÒÉÃÁ I ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ

I = 0 1 0 : : : 0 0 0 0 1 : : : 0 0 : : : : : : : : : : : : : 0 0 0 : : : 0 1 0 0 0 : : : 0 0 :

206 ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÊ ŒÉÄ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ [ÇÌ. iii

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÍÁÔÒÉÃÙ I^2; I^3; : : : ; I^{p−1} ÉÍÅÀÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ŒÉÄ^∗):

I^2 =

0 0 1 : : : : 0 0 0 0 1 : : : 0 : : : : : : : : : : : : : 0 0 0 : : : : 0 0 0 0 : : : : 0

; : : : ; I^{p−1} =

0 0 0 : : : 0 1 0 0 0 : : : 0 0 : : : : : : : : : : : : : 0 0 0 : : : 0 0 0 0 0 : : : 0 0 ;

Á I^p = I^{p+1} = : : : = 0:

ôÅÐÅÒØ ÎÅÔÒÕÄÎÏ ŒÙÞÉÓÌÉÔØ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÏÔ ÍÁÔÒÉ- ÃÙ (3). äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ P (t) ÍÏÖÎÏ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ ôÅÊÌÏÒÁ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÔØ Œ ŒÉÄÅ

P (t) = P (˘1) + (t − ˘1)P^′(˘1) +

(t − ˘_1)^2 2! P

′′(˘1) + : : :

: : : +

(t − ˘_1)^n n! P

(n)(˘1);

ÇÄÅ n | ÓÔÅÐÅÎØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ. ðÏÄÓÔÁŒÌÑÑ ŒÍÅÓÔÏ t ÍÁÔÒÉÃÕ A1, ÉÍÅÅÍ:

P (A1) = P (˘1)E + (A1 − ˘1E)P^′(˘1) +

(A_1 − ˘_1E)^2 2! P

′′(˘1) + : : :

: : : +

(A_1 − ˘_1E)^n n! P

(n)(˘1):

îÏ A1 − ˘1E = I, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ,

P (A1) = P (˘1)E + P^′(˘1)I +

P^{′′}(˘_1) 2! I

2 + : : : +

P^{(n)}(˘_1) n! I n: ðÏÄÓÔÁŒÌÑÑ ŒÍÅÓÔÏ I; I^2; : : : ; I^{p−1} ÉÈ ŒÙÒÁÖÅÎÉÑ É ÕÞÉÔÙŒÁÑ, ÞÔÏ I^p = I^{p+1} = : : : = 0, ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÏËÏÎÞÁÔÅÌØÎÙÊ ŒÉÄ ÍÁÔÒÉÃÙ P (A1):

P (A1) =

P (˘1)

P^′(˘_1) 1! P^{′′}(˘_1 ) 2! : : :

P^{(p−1)}(˘_1) (p − 1)!

0 P (˘1)

P^′(˘_1) 1! : : :

P^{(p−2)}(˘_1) (p − 2)!

: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :

0 0 0 : : : P (˘1) :

∗) ðÒÏÝÅ ŒÓÅÇÏ ÜÔÏ ÓÏÓÞÉÔÁÔØ ÔÁË. íÙ ÉÍÅÅÍ Ie1 = 0, Ie2 = e1, : : : , Iep = ep−1. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, I^2e1 = 0, I^2e2 = 0, I^2e3 = e1, : : : , I^2ep = ep−2. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, I^3e1 = I^3e2 = I^3e3 = 0, I^3e4 = e1, : : : , I^3ep = ep−3.

§ 19] ÐÒÉŒÅÄÅÎÉÅ Ë ÎÏÒÁÍÁÌØÎÏÊ ÆÏÒÍÅ 207

íÙ ŒÉÄÉÍ, ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÞÔÏ, ÄÌÑ ÔÏÇÏ ÞÔÏÂÙ ŒÙÞÉÓÌÉÔØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÏÔ ÏÄÎÏÊ ËÌÅÔËÉ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÊ ÆÏÒÍÙ ÐÏÒÑÄËÁ p, ÄÏ- ÓÔÁÔÏÞÎÏ ÚÎÁÔØ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÜÔÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ É ÅÇÏ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÈ ÄÏ ÐÏÒÑÄËÁ p − 1 Œ ÔÏÞËÅ ˘1, ÇÄÅ ˘1 | ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ, ÏÔŒÅ- ÞÁÀÝÅÅ ËÌÅÔËÅ. ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÍÁÔÒÉÃÁ A ÉÍÅÅÔ ÎÏÒ- ÍÁÌØÎÕÀ ÆÏÒÍÕ (4) Ó ËÌÅÔËÁÍÉ ÐÏÒÑÄËÏŒ p; q; : : : ; s, ÔÏ ÄÌÑ ŒÙÞÉ- ÓÌÅÎÉÑ ÍÁÔÒÉÃÙ P (A1) ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÚÎÁÔØ ÚÎÁÞÅÎÉÑ P (t) Œ ÔÏÞËÁÈ t = ˘1; ˘2; : : : ; ˘_k Ó ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÍÉ ÄÏ ÐÏÒÑÄËÏŒ p − 1; q − 1; : : : ; s − 1 ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ.

íÙ ÄÏËÁÖÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÕÀ ÔÅÏÒÅÍÕ.

ô Å Ï Ò Å Í Á. ðÕÓÔØ Œ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÍ n-ÍÅÒÎÏÍ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÚÁÄÁÎÏ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ A. ôÏÇÄÁ ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ ÂÁÚÉÓ, Œ ËÏÔÏÒÏÍ ÍÁÔÒÉÃÁ ÌÉÎÅÊÎÏ- ÇÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ ÉÍÅÅÔ ÎÏÒÍÁÌØÎÕÀ ÆÏÒÍÕ. äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ ÂÁÚÉÓ, Œ ËÏÔÏÒÏÍ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÒÅ- ÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ (2).

äŒÁ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙÈ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒÁÎ- ÎÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ ÂÕÄÕÔ ÄÁÎÙ Œ § 19 É 20. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ŒÁÖÎÁÑ ÔÅÏÒÉÑ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÙÈ ÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ É ˘-ÍÁÔÒÉÃ ÄÁÅÔ ÎÁÍ ÔÒÅÔØÅ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÜÔÏÇÏ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁ.

§ 19. ðÒÉŒÅÄÅÎÉÅ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ Ë ÎÏÒÍÁÌØÎÏÊ ÆÏÒÍÅ

íÙ ÕÖÅ ÕÐÏÍÉÎÁÌÉ Œ § 18, ÞÔÏ Œ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ Õ ÐÒÅ- ÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ A ÎÅ ÈŒÁÔÁÅÔ ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙÈ ÓÏÂ- ÓÔŒÅÎÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ (Ô. Å. ËÏÇÄÁ ÉÈ ÞÉÓÌÏ ÍÅÎØÛÅ ÒÁÚ- ÍÅÒÎÏÓÔÉ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ), ÂÁÚÉÓ ÐÒÉÈÏÄÉÔÓÑ ÄÏÐÏÌÎÑÔØ ÚÁ ÓÞÅÔ ÔÁË ÎÁÚÙŒÁÅÍÙÈ ÐÒÉÓÏÅÄÉÎÅÎÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ (ÉÈ ÔÏÞÎÏÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÂÕÄÅÔ ÄÁÎÏ ÞÕÔØ ÐÏÚÖÅ). œ ÜÔÏÍ ÐÁ- ÒÁÇÒÁÆÅ ÄÁÅÔÓÑ ÓÐÏÓÏÂ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÂÁÚÉÓÁ, Œ ËÏÔÏÒÏÍ ÍÁÔÒÉÃÁ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ A ÉÍÅÅÔ ÖÏÒÄÁÎÏŒÕ ÎÏÒÍÁÌØ- ÎÕÀ ÆÏÒÍÕ. üÔÏÔ ÂÁÚÉÓ ÍÙ ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔŒÅÎÎÏ ÎÁÂÅÒÅÍ ÉÚ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÈ É ÐÒÉÓÏÅÄÉÎÅÎÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ, É ÔÁËÏÊ

208 ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÊ ŒÉÄ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ [ÇÌ. iii

ÓÐÏÓÏÂ ŒÙÂÏÒÁ ÑŒÌÑÅÔÓÑ, Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÓÍÙÓÌÅ, ÎÁÉÂÏÌÅÅ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÙÍ^∗).

ðÅÒÅÄ ÜÔÉÍ ÐÁÒÁÇÒÁÆÏÍ ÍÙ ÒÅËÏÍÅÎÄÕÅÍ ÞÉÔÁÔÅÌÀ ÐÅÒÅÞÉÔÁÔØ Ð. 4 § 9 É ÒÁÚÏÂÒÁÔØ ÐÒÉŒÅÄÅÎÎÙÅ ÔÁÍ ÐÒÉ- ÍÅÒÙ.

1. óÏÂÓÔŒÅÎÎÙÅ É ÐÒÉÓÏÅÄÉÎÅÎÎÙÅ ŒÅËÔÏÒÙ ÌÉÎÅÊÎÏ- ÇÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ. ðÕÓÔØ ˘_0 | ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ A. íÙ ÕÖÅ ÉÍÅÌÉ ÒÁÎØÛÅ ÔÁ- ËÏÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ.

ï Ð Ò Å Ä Å Ì Å Î É Å 1. œÅËÔÏÒ x ≠ 0 ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÍ ŒÅËÔÏÒÏÍ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ A, ÏÔŒÅÞÁÀ- ÝÉÍ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÍÕ ÚÎÁÞÅÎÉÀ ˘_0, ÅÓÌÉ

Ax = ˘_0x; Ô. Å. (A − ˘_0E)x = 0: (1)

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÏŒÏËÕÐÎÏÓÔØ ŒÓÅÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ, ÕÄÏŒÌÅ- ÔŒÏÒÑÀÝÉÈ ÕÓÌÏŒÉÀ (1) ÐÒÉ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÏÍ ˘_0. ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÓÏŒÏËÕÐÎÏÓÔØ ÜÔÉÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ R.

íÙ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÅÇÏ N^{(1)}_{˘0} . ìÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ N^{(1)}_{˘0} ÉÎŒÁ- ÒÉÁÎÔÎÏ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ A (ÐÒÏŒÅÒØÔÅ!).

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ N^{(1)}_{˘0} ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ŒÓÅÈ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ A, ÏÔŒÅÞÁÀÝÉÈ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÍÕ ÚÎÁÞÅÎÉÀ ˘_0, Ë ËÏÔÏÒÙÍ ÄÏÂÁŒÌÅÎ ÅÝÅ ÎÕ- ÌÅŒÏÊ ŒÅËÔÏÒ.

ï Ð Ò Å Ä Å Ì Å Î É Å 2. œÅËÔÏÒ x ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÒÉÓÏ- ÅÄÉÎÅÎÎÙÍ ŒÅËÔÏÒÏÍ 1-ÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ A, ÏÔŒÅÞÁÀÝÉÍ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÍÕ ÚÎÁÞÅÎÉÀ ˘_0, ÅÓÌÉ ŒÅËÔÏÒ

y = (A − ˘_0E)x

ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÍ ŒÅËÔÏÒÏÍ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ A.

ðÕÓÔØ ˘_0 | ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ A.

∗) óÍ. ÔÁËÖÅ é. œ. ð Ò Ï Ó Ë Õ Ò Ñ Ë Ï Œ , óÂÏÒÎÉË ÚÁÄÁÞ ÐÏ ÌÉ- ÎÅÊÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÅ, ÇÄÅ ÉÍÅÅÔÓÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ.

§ 19] ÐÒÉŒÅÄÅÎÉÅ Ë ÎÏÒÁÍÁÌØÎÏÊ ÆÏÒÍÅ 209

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ ÉÚ ŒÓÅÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ x, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ÕÓÌÏŒÉÅ

(A − ˘_0E)^2x = 0; (2)

Ô. Å. ÑÄÒÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ (A − ˘_0E)^2. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÜÔÏ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ N^{(2)}_{˘0} ; N^{(2)}_{˘0} ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÙÍ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ R. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÐÕÓÔØ, x ∈ N^{(2)}_{˘0} , Ô. Å. (A − ˘_0E)^2x = 0. îÁÍ ÎÁÄÏ ÄÏËÁ- ÚÁÔØ, ÞÔÏ É ŒÅËÔÏÒ Ax ∈ N^{(2)}_{˘0} , Ô. Å. ÞÔÏ (A−˘_0E)^2Ax = 0. îÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ A ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒÏÞÎÏ Ó (A − ˘_0E)^2, Ô. Å.

(A − ˘_0E)^2Ax = A(A − ˘_0E)^2x = 0:

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÂÏÌÅÅ ÐÏÄÒÏÂÎÏ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ N^{(2)}_{˘0} . œ ÎÅÍ ÅÓÔØ ŒÅËÔÏÒÙ ÄŒÕÈ ÔÉÐÏŒ.

åÓÌÉ x ∈ N^{(1)}_{˘0} , Ô. Å. (A − ˘_0E)x = 0, ÔÏ ÐÏÄÁŒÎÏ É (A − ˘_0E)^2x = 0, Ô. Å. x ∈ N^{(2)}_{˘0} . ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, N^{(1)}_{˘0} ÃÅÌÉËÏÍ ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ Œ N^{(2)}_{˘0} . åÓÌÉ x ∈ N^{(2)}_{˘0} , ÎÏ x =∈ N^{(1)}_{˘0} , Ô. Å.

(A − ˘_0E)x ≠ 0; (A − ˘_0E)^2x = 0;

ÔÏ x | ÐÒÉÓÏÅÄÉÎÅÎÎÙÊ ŒÅËÔÏÒ 1-ÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ. äÅÊÓÔŒÉ- ÔÅÌØÎÏ, Œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ y = (A − ˘_0E)x ÅÓÔØ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÊ ŒÅËÔÏÒ.

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ N^{(2)}_{˘0} ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ, ÅÓÌÉ Ë ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÕ N^{(1)}_{˘0} ÄÏÂÁŒÉÔØ ÐÒÉÓÏÅÄÉÎÅÎÎÙÅ ŒÅËÔÏÒÙ 1-ÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ.

áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ŒŒÏÄÉÍ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ N^{(k)}_{˘0} , ÓÏÓÔÏÑ- ÝÅÅ ÉÚ ŒÓÅÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ x, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ

(A − ˘_0E)^kx = 0: (3)

210 ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÊ ŒÉÄ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ [ÇÌ. iii

üÔÏ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÏ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ A. ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ N^{(k)}_{˘0} ÓÏ- ÄÅÒÖÉÔ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ N^{(k−1)}_{˘0} .

ï Ð Ò Å Ä Å Ì Å Î É Å 3. œÅËÔÏÒ x ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÒÉÓÏ- ÅÄÉÎÅÎÎÙÍ ŒÅËÔÏÒÏÍ k-ÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ, ÅÓÌÉ ŒÅËÔÏÒ y = (A − ˘_0E)x ÅÓÔØ ÐÒÉÓÏÅÄÉÎÅÎÎÙÊ ŒÅËÔÏÒ ÐÏÒÑÄËÁ k − 1.

ðÏ ÉÎÄÕËÃÉÉ ÍÏÖÎÏ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ x | ÐÒÉÓÏ- ÅÄÉÎÅÎÎÙÊ ŒÅËÔÏÒ k-ÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ, ÔÏ (A − ˘_0E)^kx ≠ 0; (A − ˘_0E)^{k+1}x = 0:

äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ÐÒÉÓÏÅÄÉÎÅÎÎÙÍ ŒÅËÔÏÒÏÍ k-ÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ŒÅËÔÏÒ, ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÉÊ N^{(k+1)}_{˘0} É ÎÅ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÉÊ N^{(k)}_{˘0} .

ð Ò É Í Å Ò. ðÕÓÔØ R | ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ÓÔÅÐÅÎÉ ⩽ n − 1 É ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ A | ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏ- ŒÁÎÉÅ:

AP (t) = ddt P (t):

ìÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ˘ = 0 ÅÓÔØ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ. óÏ- ÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÊ ÅÍÕ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÊ ŒÅËÔÏÒ P (t) = const. îÁÊÄÅÍ ÄÌÑ ÜÔÏÇÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ N^{(k)}_0 . ðÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ N^{(k)}_0 ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ŒÓÅÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ P (t), ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ A^kP (t) = 0, Ô. Å. d^k dt^k

P (t) = 0:

üÔÏ ÂÕÄÕÔ ŒÓÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ, ÓÔÅÐÅÎØ ËÏÔÏÒÙÈ ÎÅ ÐÒÅŒÙ- ÛÁÅÔ k − 1. ðÒÉÓÏÅÄÉÎÅÎÎÙÍÉ ŒÅËÔÏÒÁÍÉ k-ÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ ÂÕÄÕÔ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ, ÓÔÅÐÅÎØ ËÏÔÏÒÙÈ Œ ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÒÁŒÎÁ k − 1.

§ 19] ÐÒÉŒÅÄÅÎÉÅ Ë ÎÏÒÁÍÁÌØÎÏÊ ÆÏÒÍÅ 211

œ ÜÔÏÍ ÐÒÉÍÅÒÅ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ËÁÖÄÏÇÏ ÉÚ ÐÏÄÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒ ÒÁŒÎÁ N^{(k)}_0 É ÏÎÁ ÒÁÓÔÅÔ ÏÔ 1 ÄÏ n ŒÍÅÓÔÅ Ó ÒÏÓÔÏÍ k. ðÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ N^{(n)}_0 ÕÖÅ ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ ÓÏ ŒÓÅÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ R, É ÅÓÌÉ ÍÙ ÚÁÈÏÔÉÍ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ N^{(n+1)}

0 ; N^{(n+2)}_0 É Ô. Ä., ÔÏ ŒÓÅ ÜÔÉ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÂÕÄÕÔ ÓÏŒÐÁÄÁÔØ Ó N^{(n)}_0 .

ìÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ Œ ÜÔÏÍ ÐÒÉÍÅÒÅ AN^{(k+1)}_0 = = N^{(k)}_0 . üÔÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ËÁÖÄÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÓÔÅÐÅÎÉ k ÅÓÔØ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ ÏÔ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ÓÔÅÐÅÎÉ k + 1.

õ Ð Ò Á Ö Î Å Î É Å. ðÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÐÒÅ- ÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ A ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ŒËÌÀÞÅÎÉÅ (A − ˘0E)N^{(k+1)}_{˘0} ⊂ N^{(k)}_{˘0} :

ðÕÓÔØ A | ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ, Á ˘_0 | ÅÇÏ ÓÏÂ- ÓÔŒÅÎÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ. ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ N^{(1)}_{˘0} ; N^{(2)}_{˘0} ; : : : ÓÎÁÞÁÌÁ ÓÔÒÏÇÏ ŒÏÚÒÁÓÔÁÀÔ Ó ÒÏÓÔÏÍ ÉÎ- ÄÅËÓÁ, Á ÚÁÔÅÍ, ÎÁÞÉÎÁÑ Ó ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÎÏÍÅÒÁ p ⩽ n, ÜÔÏÔ ÒÏÓÔ ÐÒÅËÒÁÝÁÅÔÓÑ, Ô. Å. N^{(p)}_{˘0} = N^{(p+1)}_{˘0} = : : :

(ÓÍ. ÐÒÉŒÅÄÅÎÎÙÊ Œ ÜÔÏÍ ÐÕÎËÔÅ ÐÒÉÍÅÒ).

íÙ ÕÖÅ ÐÏËÁÚÁÌÉ, ÞÔÏ ËÁÖÄÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ N^{(k)}_{˘0} ÓÏÄÅÒÖÉÔ N^{(k−1)}_{˘0} , Ô. Å. ÞÔÏ Ó ÕŒÅÌÉÞÅÎÉÅÍ ÎÏÍÅÒÁ ÐÏÄ- ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ N^{(k)}_{˘0} , Á ÚÎÁÞÉÔ, É ÉÈ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ, ÍÏÇÕÔ ÔÏÌØËÏ ÕŒÅÌÉÞÉŒÁÔØÓÑ.

ôÁË ËÁË ÎÁÛÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏ, ÔÏ ÄÌÑ ËÁËÏÇÏ-ÔÏ p ⩽ n ÍÙ ŒÐÅÒŒÙÅ ÐÏÌÕÞÉÍ, ÞÔÏ N^{(p)}_{˘0} = N^{(p+1)}_{˘0} (ÓÍ. ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÅ ÎÁ ÓÔÒ. 25).

äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ Œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ N^{(p+1)}_{˘0} = N^{(p+2)}_{˘0} = : : : , Ô. Å. ÞÔÏ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÇÏ ŒÏÚÒÁÓÔÁÎÉÑ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ ÐÒÏ- ÉÓÈÏÄÉÔØ ÎÅ ÂÕÄÅÔ.

212 ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÊ ŒÉÄ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ [ÇÌ. iii

äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ ÐÒÏÔÉŒÎÏÅ, Á ÉÍÅÎÎÏ, ÞÔÏ N^{(p+1)}_{˘0} = N^{(p)}_{˘0} , ÎÏ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ i ¿ 0 ÐÏÄÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÏ N^{(p+i+1)}

˘_0 ÓÔÒÏÇÏ ÂÏÌØÛÅ, ÞÅÍ N

(p+i) ˘_0 . ôÏÇÄÁ

ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ŒÅËÔÏÒ x ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ x ∈ N^{(p+i+1)}

˘_0 ; x =∈ N

(p+i) ˘_0 :

üÔÏ ÚÎÁÞÉÔ, ÞÔÏ

(A − ˘_0E)^{p+i+1}x = 0; ÎÏ (A − ˘_0E)^{p+1}x ≠ 0: (4) ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ y ŒÅËÔÏÒ y = (A−˘_0E)^ix. ôÏÇÄÁ ÐÅÒŒÏÅ ÉÚ ÒÁŒÅÎÓÔŒ (4) ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ y ∈ N^{(p+1)}_{˘0} , Á ŒÔÏÒÏÅ, ÞÔÏ y =∈ N^{(p)}_{˘0} , ÞÔÏ ÎÅŒÏÚÍÏÖÎÏ, ÔÁË ËÁË ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ N^{(p+1)}

˘_0 É N (p) ˘_0 ÐÏ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÀ ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ.

éÔÁË, ÐÕÓÔØ ˘_0 | ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ A. ïÓÎÏŒÎÙÍ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏÍ ÜÔÏÇÏ ÐÕÎË- ÔÁ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÅ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÏÇÏ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÁ N^{(p)}_{˘0} , ÓÏÓÔÏÑÝÅÇÏ ÉÚ ŒÓÅÈ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÈ É ÐÒÉÓÏÅÄÉ- ÎÅÎÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ, ÏÔŒÅÞÁÀÝÉÈ ÜÔÏÍÕ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÍÕ ÚÎÁ- ÞÅÎÉÀ.

ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, Œ Ð. 3 ÎÁÍ ÐÏÎÁÄÏÂÉÔÓÑ ÂÏÌÅÅ ÄÅÔÁÌØÎÁÑ ÓÔÒÕËÔÕÒÁ N^{(p)}_{˘0} . á ÉÍÅÎÎÏ, ÏÂÏÚÎÁÞÁÑ ÞÅÒÅÚ N^{(k)}_{˘0} ÐÏÄ- ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ ÉÚ ÐÒÉÓÏÅÄÉÎÅÎÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ ÐÏÒÑÄËÁ ⩽ k − 1, ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÌÉ ŒÏÚÒÁÓÔÁÀÝÕÀ ÃÅÐÏÞËÕ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÙÈ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ 0 ⊂ N^{(1)}_{˘0} ⊂ N^{(2)}_{˘0} ⊂ : : : ⊂ N^{(p)}_{˘0} : (5) œÓÅ ÞÌÅÎÙ ÜÔÏÊ ÃÅÐÏÞËÉ ÒÁÚÌÉÞÎÙ. ðÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ N^{(k)}_{˘0} ÓÏÓÔÏÉÔ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÉÚ ŒÓÅÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ x, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ

(A − ˘_0E)^kx = 0;

Ô. Å. ÜÔÏ ÅÓÔØ ÑÄÒÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ (A − ˘_0E)^k.

ðÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ A − ˘_0E ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ ËÁÖÄÏÅ ÉÚ ÐÏÄ- ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ ÃÅÐÏÞËÉ (5) Œ ÐÒÅÄÛÅÓÔŒÕÀÝÅÅ.

§ 19] ÐÒÉŒÅÄÅÎÉÅ Ë ÎÏÒÁÍÁÌØÎÏÊ ÆÏÒÍÅ 213

2. œÙÄÅÌÅÎÉÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ, Œ ËÏÔÏÒÏÍ ÐÒÅÏÂÒÁ- ÚÏŒÁÎÉÅ A ÉÍÅÅÔ ÔÏÌØËÏ ÏÄÎÏ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ. ðÕÓÔØ ˘_1 | ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ- ŒÁÎÉÑ A. œ ÜÔÏÍ ÐÕÎËÔÅ ÍÙ ÐÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ- ŒÏ R ÍÏÖÎÏ ÒÁÚÌÏÖÉÔØ Œ ÐÒÑÍÕÀ ÓÕÍÍÕ ÄŒÕÈ ÉÎŒÁÒÉ- ÁÎÔÎÙÈ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ, Œ ÐÅÒŒÏÍ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÐÒÅÏÂÒÁ- ÚÏŒÁÎÉÅ A ÉÍÅÅÔ ÌÉÛØ ÏÄÎÏ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ˘_1, Á ŒÏ ŒÔÏÒÏÍ Õ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ A ÕÖÅ ÎÅÔ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÇÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ˘_1.

îÅ ÏÇÒÁÎÉÞÉŒÁÑ ÏÂÝÎÏÓÔÉ, ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ˘_1 = 0.

äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÐÕÓÔØ ˘_1 ≠ 0. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÒÅÏÂÒÁ- ÚÏŒÁÎÉÅ B = A−˘_1E; ÏÎÏ ÕÖÅ ÉÍÅÅÔ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÅ ÚÎÁÞÅ- ÎÉÅ, ÒÁŒÎÏÅ ÎÕÌÀ^∗). ïÞÅŒÉÄÎÏ ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔ- ÎÙÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ A É B ÓÏŒÐÁÄÁ- ÀÔ. éÔÁË, ŒÐÒÅÄØ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁ- ÎÉÅ ÉÍÅÅÔ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ˘ = 0. äÏËÁÖÅÍ ÎÁ- ÛÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÓÎÁÞÁÌÁ ÄÌÑ ÞÁÓÔÎÏÇÏ ÓÌÕÞÁÑ, ËÏÇÄÁ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÎÅÔ ÐÒÉÓÏÅÄÉÎÅÎÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ, ÏÔŒÅÞÁ- ÀÝÉÈ ÜÔÏÍÕ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÍÕ ÚÎÁÞÅÎÉÀ, Á ÅÓÔØ ÔÏÌØËÏ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÅ ŒÅËÔÏÒÙ^{∗∗}).

îÁÍ ÎÕÖÎÏ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÄŒÁ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÙÈ ÐÏÄÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÁ, ÐÒÑÍÁÑ ÓÕÍÍÁ ËÏÔÏÒÙÈ ÒÁŒÎÁ R. œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÐÅÒŒÏÇÏ ÉÚ ÎÉÈ, Œ ËÏÔÏÒÏÍ ˘ = 0 ÅÓÔØ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÅ ÓÏÂ- ÓÔŒÅÎÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ, ÍÏÖÎÏ ŒÚÑÔØ ÓÏŒÏËÕÐÎÏÓÔØ N_0 ŒÓÅÈ

∗) œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÅÓÌÉ ˘1 | ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ- ŒÁÎÉÑ A, Ô. Å. Af = ˘1f (f ≠ 0), ÔÏ Bf = (A − ˘1E)f = 0, Ô. Å. f | ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÊ ŒÅËÔÏÒ B, ÏÔŒÅÞÁÀÝÉÊ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÍÕ ÚÎÁÞÅÎÉÀ ˘ = 0._{∗∗}

) èÏÔÑ ÐÏÔÏÍ ÎÁÛÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÂÕÄÅÔ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÏ ÄÏËÁÚÁÎÏ ÄÌÑ ÏÂÝÅÇÏ ÓÌÕÞÁÑ, ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÅ ÜÔÏÇÏ ÞÁÓÔÎÏÇÏ ÓÌÕÞÁÑ ÐÏÌÅÚÎÏ, ÔÁË ËÁË, ŒÏ-ÐÅÒŒÙÈ, ÎÁ ÎÅÍ ÂÏÌÅÅ ŒÙÐÕËÌÏ ŒÉÄÎÁ ÏÓÎÏŒÎÁÑ ÉÄÅÑ ÄÏ- ËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ É, ŒÏ-ŒÔÏÒÙÈ, ÓÔÁÎÏŒÉÔÓÑ ÏÞÅŒÉÄÎÏÊ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏÓÔØ ŒŒÅÄÅÎÉÑ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ, ÏÔÌÉÞÎÙÈ ÏÔ ŒŒÅÄÅÎÎÙÈ ÚÄÅÓØ N0 É M.

214 ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÊ ŒÉÄ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ [ÇÌ. iii

ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ, ÏÔŒÅÞÁÀÝÉÈ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÍÕ ÚÎÁ- ÞÅÎÉÀ ˘ = 0 ÉÌÉ, ÄÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ÑÄÒÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁ- ÎÉÑ A.

œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ŒÔÏÒÏÇÏ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ŒÏÚØÍÅÍ ÏÂÒÁÚ M ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ R ÐÒÉ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÉ A, Ô. Å. ÓÏŒÏËÕÐÎÏÓÔØ ŒÅËÔÏÒÏŒ y = Ax, ÇÄÅ x ÐÒÏÂÅÇÁÅÔ ŒÓÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ R. ìÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ËÁÖÄÏÅ ÉÚ ÜÔÉÈ ÐÏÄ- ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÏ (ÜÔÏ ÄÏËÁÚÁÎÏ Œ Ð. 4 § 9).

äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÏÎÉ ÄÁÀÔ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ Œ ÐÒÑÍÕÀ ÓÕÍÍÕ. ôÁË ËÁË ÓÕÍÍÁ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÅÊ ÑÄÒÁ É ÏÂÒÁÚÁ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ A ÒÁŒÎÁ n (ÓÍ. Ð. 4 § 9), ÔÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ÜÔÉÈ ÐÏÄ- ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ ÒÁŒÎÏ ÎÕÌÀ.

ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÎÅ ÔÁË, Ô. Å. ÐÕÓÔØ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ŒÅËÔÏÒ y ≠ 0 ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ y ∈ M É y ∈ N_0. ôÁË ËÁË y ∈ M, ÔÏ ÏÎ ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ y = Ax; (6)

ÇÄÅ x | ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ŒÅËÔÏÒ ÉÚ R. ôÁË ËÁË y ∈ N_0, ÔÏ

Ay = 0; ÇÄÅ y ≠ 0: (7)

òÁŒÅÎÓÔŒÏ (7) ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ y ÅÓÔØ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÊ ŒÅË- ÔÏÒ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ A, ÏÔŒÅÞÁÀÝÉÊ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÍÕ ÚÎÁ- ÞÅÎÉÀ ˘ = 0, Á ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ (6) ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ x ÅÓÔØ ÐÒÉÓÏÅÄÉÎÅÎÎÙÊ ŒÅËÔÏÒ ÐÅÒŒÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ, ÏÔŒÅÞÁ- ÀÝÉÊ ÔÏÍÕ ÖÅ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÍÕ ÚÎÁÞÅÎÉÀ. íÙ ÖÅ ÐÒÅÄÐÏ- ÌÏÖÉÌÉ, ÞÔÏ Õ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ A ÎÅÔ ÐÒÉÓÏÅÄÉÎÅÎÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ, ÏÔŒÅÞÁÀÝÉÈ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÍÕ ÚÎÁÞÅÎÉÀ ˘ = 0.

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÄÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ M É N_0 ÎÅ ÉÍÅÀÔ ÏÂÝÉÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ, ËÒÏÍÅ ÎÕÌÅŒÏÇÏ.

œÓÐÏÍÉÎÁÑ, ÞÔÏ ÓÕÍÍÁ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÅÊ ÏÂÒÁÚÁ É ÑÄÒÁ ÒÁŒÎÁ n, ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÏÔÓÀÄÁ, ÞÔÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ R ÒÁÚÌÏÖÉÍÏ Œ ÐÒÑÍÕÀ ÓÕÍÍÕ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÙÈ ÐÏÄÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒ M É N_0:

R = M ⊕ N_0:

§ 19] ÐÒÉŒÅÄÅÎÉÅ Ë ÎÏÒÁÍÁÌØÎÏÊ ÆÏÒÍÅ 215

ú Á Í Å Þ Á Î É Å. éÚ ÐÒÉŒÅÄÅÎÎÏÇÏ ŒÙÛÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØ- ÓÔŒÁ ŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÏÂÒÁÚ É ÑÄÒÏ ÉÍÅÀÔ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ, ÏÔÌÉÞ- ÎÏÅ ÏÔ ÎÕÌÑ Œ ÔÏÍ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ ÐÒÅÏÂÒÁ- ÚÏŒÁÎÉÅ A ÉÍÅÅÔ ÐÒÉÓÏÅÄÉÎÅÎÎÙÅ ŒÅËÔÏÒÙ, ÏÔŒÅÞÁÀÝÉÅ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÍÕ ÚÎÁÞÅÎÉÀ ˘ = 0.

òÁÚÏÂÒÁÎÎÙÊ ÞÁÓÔÎÙÊ ÓÌÕÞÁÊ ÄÁÅÔ ÎÁÍ ÉÄÅÀ ÔÏÇÏ, ËÁË ÐÒÏŒÏÄÉÔØ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ Œ ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ A ÉÍÅÅÔ ÔÁËÖÅ É ÐÒÉÓÏÅÄÉÎÅÎÎÙÅ ŒÅËÔÏÒÙ, ÏÔŒÅÞÁÀÝÉÅ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÍÕ ÚÎÁÞÅÎÉÀ ˘ = 0. ðÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ N_0 ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÏËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÌÉÛËÏÍ ÕÚËÉÍ, É ÅÇÏ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎ- ÎÏ ÒÁÓÛÉÒÉÔØ ÚÁ ÓÞÅÔ ÄÏÂÁŒÌÅÎÉÑ ŒÓÅÈ ÐÒÉÓÏÅÄÉÎÅÎÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ, ÏÔŒÅÞÁÀÝÉÈ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÍÕ ÚÎÁÞÅÎÉÀ ˘ = 0. œÔÏÒÏÅ ÖÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ M ÏËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÓÌÉÛËÏÍ ÂÏÌØÛÉÍ^∗).

éÔÁË, ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ŒŒÅÄÅÎÎÏÅ Œ Ð. 1 ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ N^{(p)}_0 , ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ ÉÚ ŒÓÅÈ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÈ É ÐÒÉÓÏÅÄÉÎÅÎÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ A, ÏÔŒÅÞÁ- ÀÝÉÈ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÍÕ ÚÎÁÞÅÎÉÀ ˘ = 0. ëÁË ÍÙ ÐÏÍÎÉÍ, ÏÎÏ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÑÄÒÏÍ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ A^p, Ô. Å. ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ŒÓÅÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ x, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ

A^px = 0:

œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ŒÔÏÒÏÇÏ ÓÌÁÇÁÅÍÏÇÏ ÐÒÑÍÏÊ ÓÕÍÍÙ ÍÙ ŒÏÚØÍÅÍ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ M^{(p)} | ÏÂÒÁÚ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ R ÐÒÉ ÔÏÍ ÖÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÉ A^p.

ìÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ M^{(p)} ÔÁËÖÅ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÏ ÏÔÎÏ- ÓÉÔÅÌØÎÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ A. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÅÓÌÉ y ∈ ∈ M^{(p)}, Ô. Å. y = A^px, ÔÏ

Ay = A^{p+1}x = A^p(Ax);

Ô. Å. Ay ÔÁËÖÅ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ M^{(p)}.

∗) þÔÏ M ĂÓÌÉÛËÏÍ ŒÅÌÉËÏĄ, ŒÉÄÎÏ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÉÚ ÓÏ- ÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ, ÎÏ ÔÁËÖÅ É ÉÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ M ÐÅÒÅÓÅËÁÅÔÓÑ ÄÁÖÅ Ó ÓÁÍÉÍ N0, Á ÎÅ ÔÏÌØËÏ Ó ÅÇÏ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅÍ.

216 ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÊ ŒÉÄ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ [ÇÌ. iii

ô Å Ï Ò Å Í Á 1. ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ R ÍÏÖÎÏ ÒÁÚÌÏ- ÖÉÔØ Œ ÐÒÑÍÕÀ ÓÕÍÍÕ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÙÈ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ N^{(p)}_0 É M^{(p)}. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ N^{(p)}_0 ÓÏÓÔÏÉÔ ÔÏÌØËÏ ÉÚ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÈ É ÐÒÉÓÏÅÄÉÎÅÎÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ, ÏÔŒÅÞÁÀÝÉÈ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÍÕ ÚÎÁÞÅÎÉÀ ˘ = 0, Á Œ ÐÏÄ- ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ M^{(p)} ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ A ÏÂÒÁÔÉÍÏ (Ô. Å. ˘ = 0 ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÍ ÚÎÁÞÅÎÉÅÍ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ- ŒÁÎÉÑ A Œ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ M^{(p)}).

äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÐÅÒŒÏÇÏ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ ÎÁÍ, ËÁË É Œ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÎÏÍ ŒÙÛÅ ÞÁÓÔÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ N^{(p)}_0 É M^{(p)} ÒÁŒÎÏ ÎÕÌÀ. äÏÐÕÓÔÉÍ ÐÒÏÔÉŒÎÏÅ, Ô. Å. ÐÕÓÔØ ÓÕÝÅÓÔŒÕ- ÅÔ ŒÅËÔÏÒ y ≠ 0 ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ y ∈ M^{(p)} É y ∈ N^{(p)}_0 . ôÁË ËÁË y ∈ M^{(p)}, ÔÏ y = A^px: (8)

äÁÌÅÅ, ÔÁË ËÁË y ∈ N^{(p)}_0 , ÔÏ A^py = 0: (9) îÏ ÉÚ ÒÁŒÅÎÓÔŒ (8) É (9) ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÏÊ ŒÅËÔÏÒ x, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ A^px ≠ 0 É Œ ÔÏ ÖÅ ŒÒÅÍÑ A^{2p}x = A^py = 0:

üÔÏ ÚÎÁÞÉÔ, ÞÔÏ x ÅÓÔØ ÐÒÉÓÏÅÄÉÎÅÎÎÙÊ ŒÅËÔÏÒ ÐÒÅ- ÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ A Ó ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÍ ÚÎÁÞÅÎÉÅÍ ˘ = 0, ÎÅ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÉÊ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÕ N^{(p)}_0 , ÞÔÏ ÎÅŒÏÚÍÏÖ- ÎÏ, ÔÁË ËÁË N^{(p)}_0 ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ŒÓÅÈ ÔÁËÉÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ.

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÙ ÄÏËÁÚÁÌÉ, ÞÔÏ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ N^{(p)}_0 É M^{(p)} ÒÁŒÎÏ ÎÕÌÀ. ôÁË ËÁË ÓÕÍÍÁ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÅÊ ÜÔÉÈ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ ÒÁŒÎÁ n (ÜÔÏ ÑÄÒÏ É ÏÂÒÁÚ ÐÒÅÏÂÒÁ- ÚÏŒÁÎÉÑ A^p), ÔÏ ÏÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ R

§ 19] ÐÒÉŒÅÄÅÎÉÅ Ë ÎÏÒÁÍÁÌØÎÏÊ ÆÏÒÍÅ 217

ÒÁÓËÌÁÄÙŒÁÅÔÓÑ Œ ÐÒÑÍÕÀ ÓÕÍÍÕ ÜÔÉÈ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ:

R = M^{(p)} ⊕ N^{(p)}_0 : (10)

äÏËÁÖÅÍ ÔÅÐÅÒØ ŒÔÏÒÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ, Ô. Å. ÞÔÏ Œ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ M^{(p)} ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ A ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÎÕÌÅŒÏÇÏ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÇÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑ. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÅÓÌÉ ÂÙ ÜÔÏ ÂÙÌÏ ÎÅ ÔÁË, ÔÏ Œ M^{(p)} ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÌ ÂÙ ŒÅËÔÏÒ x ≠ 0 ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ A^px = 0:

îÏ ÜÔÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ x ∈ N^{(p)}_0 , Ô. Å. ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÂÝÉÍ ŒÅËÔÏÒÏÍ M^{(p)} É N^{(p)}_0 , Á ÍÙ ÄÏËÁÚÁÌÉ, ÞÔÏ ÔÁËÉÍ ŒÅËÔÏÒÏÍ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÔÏÌØËÏ ÎÕÌØ.

ôÅÏÒÅÍÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ ÐÏÌÎÏÓÔØÀ.

ôÅÐÅÒØ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÏÓŒÏÂÏÄÉÔØÓÑ ÏÔ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÑ, ÞÔÏ ŒÙÄÅÌÅÎÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÏÔŒÅÞÁÅÔ ÎÕÌÅŒÏÍÕ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÍÕ ÚÎÁÞÅÎÉÀ, É ÓÞÉÔÁÔØ ÕÓÔÁÎÏŒÌÅÎÎÙÍ ÓÌÅ- ÄÕÀÝÉÊ ÆÁËÔ.

åÓÌÉ ˘_1 | ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÐÒÅ- ÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ A, ÔÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ R ÍÏÖÎÏ ÒÁÚÌÏÖÉÔØ Œ ÐÒÑÍÕÀ ÓÕÍÍÕ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÙÈ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ R_1 É ~R, Œ ÐÅÒŒÏÍ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ A ÉÍÅÅÔ ÔÏÌØ- ËÏ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ˘_1, Á ŒÏ ŒÔÏÒÏÍ ŒÓÅ ÓÏÂÓÔŒÅÎ- ÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ A ÏÔÌÉÞÎÙ ÏÔ ˘_1.

ðÒÉÍÅÎÑÑ ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ Ë ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÀ A Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ~R É Ë ÎÅËÏÔÏÒÏÍÕ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÍÕ ÚÎÁ- ÞÅÎÉÀ ˘_2 ÜÔÏÇÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ, ÍÙ ĂÏÔÝÅÐÉÍĄ ÉÎŒÁ- ÒÉÁÎÔÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, ÏÔŒÅÞÁÀÝÅÅ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÍÕ ÚÎÁÞÅÎÉÀ ˘_2. ðÒÏÄÏÌÖÁÑ ÜÔÏÔ ÐÒÏÃÅÓÓ, ÐÏËÁ ÎÅ ÂÕÄÕÔ ÉÓÞÅÒÐÁÎÙ ŒÓÅ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ A, ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÔÅÏÒÅÍÙ:

ô Å Ï Ò Å Í Á 2. ðÕÓÔØ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ A ÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÁ R ÉÍÅÅÔ k ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ˘_1; : : : ; ˘_k. ôÏÇÄÁ R ÍÏÖÎÏ ÒÁÚÌÏÖÉÔØ Œ ÐÒÑÍÕÀ ÓÕÍÍÕ

218 ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÊ ŒÉÄ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ [ÇÌ. iii

k ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÙÈ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ N^{(p1)}_{˘1} ; : : : ; N^{(pk )}_{˘k} :

R = N^{(p1)}_{˘1} ⊕ : : : ⊕ N^{(pk)}_{˘k} : (11)

ëÁÖÄÏÅ ÉÚ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ N^{(pi)}_{˘i} ÓÏÓÔÏÉÔ ÔÏÌØËÏ ÉÚ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÈ É ÐÒÉÓÏÅÄÉÎÅÎÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ, ÏÔŒÅÞÁÀ- ÝÉÈ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÍÕ ÚÎÁÞÅÎÉÀ ˘_i.

äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ i ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÏÅ ÞÉÓÌÏ p_i, ÞÔÏ ÄÌÑ ŒÓÅÈ x ∈ N^{(pi)}_{˘i}

(A − ˘_iE)^{pi} x = 0:

õ ÎÁÓ ÏÓÔÁÌÁÓØ ÅÝÅ ÔÏÌØËÏ ÏÄÎÁ, ŒÐÒÏÞÅÍ, ÎÅ ÍÅ- ÎÅÅ ŒÁÖÎÁÑ ÚÁÄÁÞÁ | ŒÙÂÒÁÔØ Œ ËÁÖÄÏÍ ÉÚ ÜÔÉÈ ÐÏÄ- ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ ÂÁÚÉÓ, Œ ËÏÔÏÒÏÍ ÍÁÔÒÉÃÁ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ ÉÍÅÅÔ ÖÏÒÄÁÎÏŒÕ ÎÏÒÍÁÌØÎÕÀ ÆÏÒÍÕ. üÔÏ ÂÕÄÅÍ ÓÄÅÌÁ- ÎÏ Œ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ ÐÕÎËÔÅ.

3. ðÒÉŒÅÄÅÎÉÅ Ë ÎÏÒÍÁÌØÎÏÊ ÆÏÒÍÅ ÍÁÔÒÉÃÙ Ó ÏÄ- ÎÉÍ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÍ ÚÎÁÞÅÎÉÅÍ. œ ÓÌÕÞÁÅ, ÅÓÌÉ ÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÏ ÓÏÓÔÏÉÔ ÔÏÌØËÏ ÉÚ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ, ÂÁÚÉÓ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÍÏÖÎÏ ŒÙÂÉÒÁÔØ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏ É ÍÁÔÒÉÃÁ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ Œ ÜÔÏÍ ÂÁÚÉÓÅ ÉÍÅÅÔ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÊ ŒÉÄ.

œ ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ÎÅÏÓÔÏÒÏÖÎÙÊ ŒÙÂÏÒ ÂÁÚÉÓÁ ÍÏÖÅÔ ÚÁÐÕÔÁÔØ ËÁÒÔÉÎÕ.

þÔÏÂÙ ŒÙÂÒÁÔØ ÂÁÚÉÓ, Œ ËÏÔÏÒÏÍ ÍÁÔÒÉÃÁ ÐÒÅÏÂÒÁ- ÚÏŒÁÎÉÑ ÉÍÅÅÔ ÎÁÉÂÏÌÅÅ ÐÒÏÓÔÏÊ ŒÉÄ, ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÔÑÎÕÔØ ÃÅÐÏÞËÉ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÈ É ÐÒÉÓÏÅÄÉÎÅÎÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ, ŒÙ- ÂÒÁŒ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÂÁÚÉÓ Œ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ N^{(p)} É ÐÏÓÌÅ- ÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ ÐÒÉÍÅÎÑÑ Ë ŒÅËÔÏÒÁÍ ÜÔÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ ÐÒÅÏÂÒÁ- ÚÏŒÁÎÉÅ A.

œŒÅÄÅÍ ÐÒÅÄŒÁÒÉÔÅÌØÎÏ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÐÏÎÑÔÉÑ, ÕÄÏÂÎÙÅ ÄÌÑ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÇÏ.

ï Ð Ò Å Ä Å Ì Å Î É Å 4. œÅËÔÏÒÙ ÉÚ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ R ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙÍÉ ÎÁÄ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ R_1, ÅÓÌÉ ÎÉËÁËÁÑ ÉÈ ÌÉÎÅÊÎÁÑ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÑ, ÏÔÌÉÞÎÁÑ ÏÔ ÎÕÌÑ, ÎÅ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ R_1.

§ 19] ÐÒÉŒÅÄÅÎÉÅ Ë ÎÏÒÁÍÁÌØÎÏÊ ÆÏÒÍÅ 219

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ŒÓÑËÉÅ ÌÉÎÅÊÎÏ ÚÁŒÉÓÉÍÙÅ ŒÅËÔÏÒÙ ÉÚ R ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÌÉÎÅÊÎÏ ÚÁŒÉÓÉÍÙ ÎÁÄ ÌÀÂÙÍ ÐÏÄÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ.

ï Ð Ò Å Ä Å Ì Å Î É Å 5. âÁÚÉÓÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ R ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ R_1 ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÔÁ- ËÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ e_1; : : : ; e_k ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ ÉÚ R, ËÏÔÏÒÁÑ ÐÏÓÌÅ ÐÏÐÏÌÎÅÎÉÑ ËÁËÉÍ-ÎÉÂÕÄØ ÂÁÚÉÓÏÍ ÉÚ R_1 ÏÂÒÁÚÕÅÔ ÂÁÚÉÓ ŒÏ ŒÓÅÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ.

ôÁËÏÊ ÂÁÚÉÓ ÌÅÇËÏ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ŒÙÂÒÁÔØ ËÁËÏÊ-ÎÉÂÕÄØ ÂÁÚÉÓ Œ R_1, ÄÏÐÏÌÎÉÔØ ÅÇÏ ÄÏ ÂÁ- ÚÉÓÁ ŒÏ ŒÓÅÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ É ÚÁÔÅÍ ÏÔÂÒÏÓÉÔØ ŒÅËÔÏÒÙ ÉÓÈÏÄÎÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ ÉÚ R_1. þÉÓÌÏ ŒÅËÔÏÒÏŒ Œ ÔÁËÏÍ ÏÔÎÏ- ÓÉÔÅÌØÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ ÒÁŒÎÏ ÒÁÚÎÏÓÔÉ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÅÊ ÐÒÏÓÔ- ÒÁÎÓÔŒÁ É ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ.

œÓÑËÕÀ ÓÉÓÔÅÍÕ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ ÎÁÄ R_1 ÍÏÖÎÏ ÄÏÐÏÌÎÉÔØ ÄÏ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÎÕÖÎÏ Ë ŒÙÂÒÁÎÎÙÍ ŒÅËÔÏÒÁÍ ÄÏÂÁ- ŒÉÔØ ËÁËÏÊ-ÎÉÂÕÄØ ÂÁÚÉÓ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ R_1. ðÏÌÕÞÉÔ- ÓÑ ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ ŒÅËÔÏÒÏŒ ÉÚ R, ËÏÔÏÒÙÅ, ËÁË ÌÅÇËÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙ. þÔÏÂÙ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÏÔÎÏ- ÓÉÔÅÌØÎÙÊ ÂÁÚÉÓ, ÎÕÖÎÏ ÄÏÐÏÌÎÉÔØ ÜÔÕ ÓÉÓÔÅÍÕ ÄÏ ÂÁ- ÚÉÓÁ ŒÏ ŒÓÅÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ R, Á ÚÁÔÅÍ ÏÔÂÒÏÓÉÔØ ÂÁÚÉÓ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ.

éÔÁË, ÐÕÓÔØ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ A Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ R ÉÍÅÅÔ ÔÏÌØËÏ ÏÄÎÏ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ. îÅ ÏÇÒÁÎÉ- ÞÉŒÁÑ ÏÂÝÎÏÓÔÉ, ÍÏÖÎÏ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÉÔØ, ÞÔÏ ÏÎÏ ÒÁŒÎÏ ÎÕÌÀ.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÎÏŒÁ ÃÅÐÏÞËÕ (5) ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ, ÐÏ- ÌÕÞÅÎÎÙÈ Œ Ð. 1:

0 ⊂ N^{(1)}_0 ⊂ : : : ⊂ N^{(p)}_0 = N^{(p+1)}_0 = : : : ;

ÇÄÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ N^{(k)}_0 ÅÓÔØ ÑÄÒÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁ- ÎÉÑ A^k. ôÁË ËÁË ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ A Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ R ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÏÔÌÉÞÎÙÈ ÏÔ ÎÕÌÑ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ, ÔÏ,

220 ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÊ ŒÉÄ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ [ÇÌ. iii

ÏÞÅŒÉÄÎÏ, N^{(p)} ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÓÏ ŒÓÅÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓ- ÔŒÏÍ R.

œÙÂÅÒÅÍ Œ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÍ ÉÚ ÜÔÉÈ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ N^{(p)}_0 ÂÁÚÉÓ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÇÏÓÑ Œ ÎÅÍ ÐÏÄÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÁ N^{(p−1)}_0 . ðÕÓÔØ ŒÅËÔÏÒÙ ÜÔÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ ÂÕÄÕÔ e_1; : : : ; e_q:

ïÞÅŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÂÕÄÕÔ ÐÒÉÓÏÅÄÉÎÅÎÎÙÅ ŒÅËÔÏÒÙ (p − 1)-ÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ. íÙ ÕÖÅ ŒÉÄÅÌÉ (ÓÍ. ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÅ ÎÁ ÓÔÒ. 211), ÞÔÏ AN^{(p)}_0 ⊂ N^{(p−1)}_0 . ðÏÜÔÏÍÕ ŒÅËÔÏÒÙ Ae_1; : : : ; Ae_q

ÌÅÖÁÔ Œ N^{(p−1)}_0 . ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÜÔÉ ŒÅËÔÏÒÙ ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙ Œ N^{(p−1)}_0 ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÌÅÖÁÝÅÇÏ Œ ÎÅÍ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ N^{(p−2)}_0 . äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÐÕÓÔØ ÎÅ ŒÓÅ ff_i = 0 É

ff_1Ae_1 + : : : + ff_qAe_q = A(ff_1e_1 + : : : + ff_qe_q) ∈ N^{(p−2)}_0 :

ôÏÇÄÁ ŒÅËÔÏÒ x = ff_1e_1 +: : :+ff_qe_q ∈ N^{(p−1)}_0 , Á ÜÔÏ ÐÒÏÔÉ- ŒÏÒÅÞÉÔ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÀ, ÞÔÏ ŒÅËÔÏÒÙ e_1; : : : ; e_q ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙ ÎÁÄ N^{(p−1)}_0 .

äÏÐÏÌÎÉÍ ŒÅËÔÏÒÙ Ae_1; : : : ; Ae_q ÄÏ ÂÁÚÉÓÁ Œ N^{(p−1)}_0 ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ N^{(p−2)}_0 . íÙ ÐÏÌÕÞÉÍ ÔÏÇÄÁ q + s ŒÅËÔÏÒÏŒ Ae_1; : : : ; Ae_q; f_1; : : : ; f_s;

ËÏÔÏÒÙÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÀÔ ÓÏÂÏÊ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÌÉ- ÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙÈ ÐÒÉÓÏÅÄÉÎÅÎÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ ÐÏÒÑÄËÁ p − 2.

óÎÏŒÁ ÐÒÉÍÅÎÉÍ Ë ÜÔÉÍ ŒÅËÔÏÒÁÍ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ A É ÐÏÌÕÞÅÎÎÕÀ ÓÉÓÔÅÍÕ ŒÅËÔÏÒÏŒ ÉÚ N^{(p−2)}_0 ÄÏÐÏÌÎÉÍ, ËÁË É ŒÙÛÅ, ÄÏ ÂÁÚÉÓÁ Œ N^{(p−2)}_0 ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ N^{(p−3)}_0 .

§ 19] ÐÒÉŒÅÄÅÎÉÅ Ë ÎÏÒÁÍÁÌØÎÏÊ ÆÏÒÍÅ 221

ðÒÏÄÏÌÖÁÑ ÜÔÏÔ ÐÒÏÃÅÓÓ, ÍÙ ÄÏÊÄÅÍ ÄÏ ÐÏÄÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÁ N^{(1)}_0 É ŒÙÂÅÒÅÍ ÂÁÚÉÓ Œ ÜÔÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ, ÓÏÓÔÏÑÝÉÊ ÉÚ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉ- ÍÙÈ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ.

òÁÓÐÏÌÏÖÉÍ ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÅ ŒÅËÔÏÒÙ Œ ÓÌÅÄÕÀÝÕÀ ÔÁ- ÂÌÉÃÕ

e_1 : : : e_q Ae_1 : : : Ae_q f_1 : : : f_s A^2e_1 : : : A^2e_q Af_1 : : : Af_s . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . A^{p−1}e_1 : : : A^{p−1}e_q A^{p−2}f_1 : : : A^{p−2}f_s : : : h_1 : : : h_r

(12)

œÅËÔÏÒÙ ÎÉÖÎÅÊ ÓÔÒÏÞËÉ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÂÁÚÉÓ Œ ÐÏÄÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÅ N^{(1)}_0 . œÅËÔÏÒÙ ÄŒÕÈ ÎÉÖÎÉÈ ÓÔÒÏÞÅË ÏÂÒÁÚÕ- ÀÔ ÂÁÚÉÓ Œ N^{(2)}_0 , ÔÁË ËÁË ÜÔÏ ÅÓÔØ ÂÁÚÉÓ N^{(2)}_0 ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØ- ÎÏ N^{(1)}_0 Œ ÓÏÅÄÉÎÅÎÉÉ Ó ÂÁÚÉÓÏÍ N^{(1)}_0 . œÅËÔÏÒÙ ÔÒÅÈ ÎÉÖ- ÎÉÈ ÓÔÒÏÞÅË ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÂÁÚÉÓ Œ N^{(3)}_0 É Ô. Ä. îÁËÏÎÅÃ ŒÓÅ ŒÅËÔÏÒÙ ÔÁÂÌÉÃÙ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÂÁÚÉÓ Œ N^{(p)}_0 , Ô. Å. ŒÏ ŒÓÅÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ R.

ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ Œ ÜÔÏÍ ÂÁÚÉÓÅ ÍÁÔÒÉÃÁ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ- ŒÁÎÉÑ A ÉÍÅÅÔ ÖÏÒÄÁÎÏŒÕ ÎÏÒÍÁÌØÎÕÀ ÆÏÒÍÕ. äÅÊ- ÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÊ ÓÔÏÌÂÅÃ ÔÁÂÌÉ- ÃÙ (12), ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÄÌÑ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÓÔÉ ÐÅÒŒÙÊ.

ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÄÌÑ ÕÄÏÂÓÔŒÁ A^{p−1}e_1 ÞÅÒÅÚ e_1, A^{p−2}e_1 | ÞÅÒÅÚ e_2 É Ô. Ä. É ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÄÅÊÓÔŒÉÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁ- ÎÉÑ A ÎÁ ËÁÖÄÙÊ ÉÚ ÜÔÉÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ. ôÁË ËÁË e_1 | ÓÏÂ- ÓÔŒÅÎÎÙÊ ŒÅËÔÏÒ, ÏÔŒÅÞÁÀÝÉÊ ÎÕÌÅŒÏÍÕ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÍÕ ÚÎÁÞÅÎÉÀ, ÔÏ

Ae_1 = 0:

222 ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÊ ŒÉÄ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ [ÇÌ. iii

äÁÌØÛÅ, ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ,

Ae_2 = AA^{p−2}e_1 = A^{p−1}e_1 = e_1

É ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ Ae_3 = e_2; . . . . . . . Ae_p = e_{p−1}:

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ A ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ ŒÅË- ÔÏÒÙ ÐÅÒŒÏÇÏ ÓÔÏÌÂÃÁ ÓÎÏŒÁ Œ ÓÅÂÑ, Ô. Å. ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÏ R_1, ÎÁÔÑÎÕÔÏÅ ÎÁ ÜÔÉ ŒÅËÔÏÒÙ, ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÏ ÏÔÎÏ- ÓÉÔÅÌØÎÏ A. íÁÔÒÉÃÁ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ A Œ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÅ R_1 Œ ÂÁÚÉÓÅ e_1; : : : ; e_p ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ

0 1 0 : : : 0 0 0 0 1 : : : 0 0 : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 0 0 0 : : : 0 1 0 0 0 : : : 0 0

; (13)

Ô. Å. ÜÔÏ ÅÓÔØ ÖÏÒÄÁÎÏŒÁ ËÌÅÔËÁ, ÏÔŒÅÞÁÀÝÁÑ ÓÏÂÓÔŒÅÎ- ÎÏÍÕ ÚÎÁÞÅÎÉÀ ˘ = 0. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏÅ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÏÅ ÐÏÄ- ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÏÔŒÅÞÁÅÔ ËÁÖÄÏÍÕ ÉÚ ÓÔÏÌÂÃÏŒ ÔÁÂÌÉ- ÃÙ (12), É ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ËÁÖÄÏÇÏ ÔÁËÏÇÏ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÁ ÒÁŒÎÁ ÞÉÓÌÕ ŒÅËÔÏÒÏŒ Œ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÍ ÓÔÏÌÂÃÅ. ôÁË ËÁË ÍÁÔÒÉÃÁ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ A Œ ÂÁÚÉÓÅ, ÓÏÓÔÏÑÝÅÍ ÉÚ ŒÅËÔÏÒÏŒ ËÁËÏÇÏ-ÌÉÂÏ ÓÔÏÌÂÃÁ ÔÁÂÌÉÃÙ (12), ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ (13), ÔÏ ÍÁÔÒÉÃÁ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ ŒÏ ŒÓÅÍ ÐÒÏÓÔ- ÒÁÎÓÔŒÅ R Œ ÂÁÚÉÓÅ, ÓÏÓÔÏÑÝÅÍ ÉÚ ŒÓÅÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ ÔÁÂÌÉ- ÃÙ (12), ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÖÏÒÄÁÎÏŒÙÈ ËÌÅÔÏË, ÞÉÓÌÏ ËÏÔÏ- ÒÙÈ ÒÁŒÎÏ ÞÉÓÌÕ ÓÔÏÌÂÃÏŒ Œ ÜÔÏÊ ÔÁÂÌÉÃÅ, Á ÒÁÚÍÅÒ ËÁ- ÖÄÏÊ ËÌÅÔËÉ ÒÁŒÅÎ ÞÉÓÌÕ ŒÅËÔÏÒÏŒ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÇÏ ÓÔÏÌÂÃÁ.

§ 20] ÄÒÕÇÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÔÅÏÒÅÍÙ Ï ÐÒÉŒÅÄÅÎÉÉ 223

åÓÌÉ ŒÍÅÓÔÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ A ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÐÒÅ- ÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ A + ˘_1E, ÔÏ, ÔÁË ËÁË ÍÁÔÒÉÃÁ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ- ŒÁÎÉÑ ˘_1E ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÁ, ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ ÔÏÔ ÖÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÄÌÑ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ R, ÉÍÅÀÝÅÇÏ ÔÏÌØ- ËÏ ÏÄÎÏ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ, ÒÁŒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÍÕ ÞÉÓÌÕ ˘_1. óÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÅ ÖÏÒÄÁÎÏŒÙ ËÌÅÔËÉ ÍÁÔÒÉ- ÃÙ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ A + ˘_1E ÂÕÄÕÔ ÉÍÅÔØ ŒÉÄ:

˘_1 1 0 : : : 0 0 ˘_1 1 : : : 0 : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 0 0 0 : : : ˘_1

: (14)

œÓÐÏÍÉÎÁÑ ÔÅÐÅÒØ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ ÐÒÅÏÂÒÁ- ÚÏŒÁÎÉÑ A ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÒÁÚÌÏÖÉÔØ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ R Œ ÓÕÍ- ÍÕ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÙÈ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ, Œ ËÁÖÄÏÍ ÉÚ ËÏÔÏ- ÒÙÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ A ÉÍÅÅÔ ÔÏÌØËÏ ÏÄÎÏ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ (ÓÍ. ÆÏÒÍÕÌÕ (11)), ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÏÔÓÀÄÁ ÐÏÌ- ÎÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÔÅÏÒÅÍÙ § 18.

§ 20. äÒÕÇÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÔÅÏÒÅÍÙ Ï ÐÒÉŒÅÄÅÎÉÉ Ë ÎÏÒÍÁÌØÎÏÊ ÆÏÒÍÅ

üÔÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ŒÅÓÔÉ ÐÏ ÉÎÄÕËÃÉÉ, ÉÍÅÎÎÏ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁ- ÎÉÑ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ n ÉÚÍÅÒÅÎÉÊ ÔÁËÏÊ ÂÁÚÉÓ ÓÕÝÅÓÔŒÕ- ÅÔ, É ÄÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÎÁÊÔÉ ÎÕÖÎÙÊ ÂÁÚÉÓ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ n + 1 ÉÚÍÅÒÅÎÉÊ. äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÔÅ- ÏÒÅÍÙ ÎÁÍ ÐÏÎÁÄÏÂÉÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ

ì Å Í Í Á. õ ŒÓÑËÏÇÏ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ A Œ n-ÍÅÒÎÏÍ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ R ÓÕÝÅÓÔŒÕ- ÅÔ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÏ (n − 1)-ÍÅÒÎÏÅ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÏ R^′.

224 ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÊ ŒÉÄ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ [ÇÌ. iii

ä Ï Ë Á Ú Á Ô Å Ì Ø Ó Ô Œ Ï. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁ- ÎÉÅ A^∗; Õ ÎÅÇÏ, ËÁË É Õ ŒÓÑËÏÇÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ, ÅÓÔØ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÊ ŒÅËÔÏÒ e

A^∗e = ˘e:

ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ (n−1)-ÍÅÒÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ R^′, ÓÏ- ÓÔÏÑÝÅÅ ÉÚ ŒÅËÔÏÒÏŒ x, ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÈ^∗) e, Ô. Å. ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ (x; e) = 0, ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÏ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ A. äÅÊ- ÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÐÕÓÔØ x ∈ R^′, Ô. Å. (x; e) = 0. ôÏÇÄÁ

(Ax; e) = (x; A^∗e) = (x; ˘e) = 0

É, ÚÎÁÞÉÔ, Ax ÔÁËÖÅ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ R^′. éÎŒÁÒÉÁÎÔÎÏÓÔØ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ R^′ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ A ÄÏËÁÚÁÎÁ.

äÏËÁÖÅÍ ÔÅÐÅÒØ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒÁÎÎÕÀ ŒÙÛÅ ÏÓÎÏŒÎÕÀ ÔÅÏÒÅÍÕ ÜÔÏÇÏ ÐÁÒÁÇÒÁÆÁ.

ðÕÓÔØ A | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÅ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ Œ (n+1)-ÍÅÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ R. óÏÇÌÁÓÎÏ ÌÅÍÍÅ, Œ R ÓÕ- ÝÅÓÔŒÕÅÔ n-ÍÅÒÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ R^′, ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÏÅ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ A. ôÁË ËÁË Œ n-ÍÅÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÍÙ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÅÍ ÔÅÏÒÅÍÕ ÄÏËÁÚÁÎÎÏÊ, ÔÏ Œ R^′ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÂÁÚÉÓ, Œ ËÏÔÏÒÏÍ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ ÉÍÅÅÔ ÎÏÒ- ÍÁÌØÎÕÀ ÆÏÒÍÕ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÜÔÏÔ ÂÁÚÉÓ Œ R^′ ÞÅÒÅÚ

e_1; e_2; : : : ; e_p; f_1; f_2; : : : ; f_q; : : : ; h_1; h_2; : : : ; h_s;

ÇÄÅ p + q + : : : + s = n. œ ÜÔÏÍ ÂÁÚÉÓÅ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁ-

∗) íÙ ÚÄÅÓØ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÍ ÎÁÌÉÞÉÅ Œ R ÓËÁÌÑÒÎÏÇÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅ- ÎÉÑ, Ô. Å. ÓÞÉÔÁÅÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ R ÅŒËÌÉÄÏŒÙÍ. îÅÚÎÁÞÉÔÅÌØÎÙÍ ÉÚÍÅÎÅÎÉÅÍ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÍÏÖÎÏ ÏÓŒÏÂÏÄÉÔØÓÑ ÏÔ ÜÔÏÇÏ ÐÒÅÄÐÏ- ÌÏÖÅÎÉÑ É ÎÁ ÐÒÏÔÑÖÅÎÉÉ ŒÓÅÊ ÇÌÁŒÙ ÓÞÉÔÁÔØ R ÁÆÆÉÎÎÙÍ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ.

§ 20] ÄÒÕÇÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÔÅÏÒÅÍÙ Ï ÐÒÉŒÅÄÅÎÉÉ 225

ÚÏŒÁÎÉÅ Œ n-ÍÅÒÎÏÍ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ R^′ ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ

Ae_1 = ˘_1e_1; Ae_2 = e_1 +˘_1e_2; . . . . . . . . . . . . Ae_p =e_{p−1} +˘_1e_p; Af_1 = ˘_2f_1; Af_2 = f_1 +˘_2f_2; . . . . . . . . . . . . Af_q =f_{q−1} +˘_2f_q; ... Ah_1 = ˘_kh_1; Ah_2 = h_1 +˘_kh_2; . . . . . . . . . . . . Ah_s =h_{s−1} +˘_kh_s:

äÏÐÏÌÎÉÍ ÜÔÏÔ ÂÁÚÉÓ ËÁËÉÍ-ÎÉÂÕÄØ ŒÅËÔÏÒÏÍ e, ËÏÔÏ- ÒÙÊ ŒÍÅÓÔÅ Ó e_1; e_2; : : : ; e_p; f_1; f_2; : : : ; f_q; : : : ; h_1; h_2; : : : : : : ; h_s ÓÏÓÔÁŒÌÑÅÔ ÂÁÚÉÓ Œ R.

ðÒÉÍÅÎÉÍ Ë e ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ A É ÒÁÚÌÏÖÉÍ ÐÏÌÕ- ÞÅÎÎÙÊ ŒÅËÔÏÒ Ae ÐÏ ŒÅËÔÏÒÁÍ ÂÁÚÉÓÁ:

Ae = ff_1e_1 + : : : + ff_pe_p + fi_1f_1 + : : : + fi_qf_q + : : : : : : + ffi_1h_1 + : : : + ffi_sh_s + øe^∗):

íÙ ÍÏÖÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ø = 0. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÅÓÌÉ Œ ÎÅ- ËÏÔÏÒÏÍ ÂÁÚÉÓÅ A ÉÍÅÅÔ ÎÏÒÍÁÌØÎÕÀ ÆÏÒÍÕ, ÔÏ A − øE

∗) ìÉÎÅÊÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ A ÉÍÅÅÔ Œ (n + 1)-ÍÅÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ R ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ˘1; ˘2; : : : ; ˘_k É ø . äÅÊÓÔŒÉ- ÔÅÌØÎÏ, ÎÁÐÉÛÅÍ ÍÁÔÒÉÃÕ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ A Œ ÂÁÚÉÓÅ e1; e2; : : : : : : ; ep; f1; f2; : : : ; fq ; : : : ; h1; h2; : : : ; hs; e. ïÎÁ ÂÕÄÅÔ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÏÊ ÍÁÔÒÉÃÅÊ, Œ ËÏÔÏÒÏÊ ÐÏ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ ÓÔÏÑÔ ÞÉÓÌÁ ˘1; ˘2; : : : ; ˘_k É ø .

ôÁË ËÁË ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÍÉ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÏÊ ÍÁÔÒÉÃÙ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÞÉÓÌÁ, ÓÔÏÑÝÉÅ ÐÏ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ (ÓÍ., ÎÁÐÒÉÍÅÒ, § 10, Ð. 4), ÔÏ ˘1; ˘2; : : : ; ˘_k É ø ÂÕÄÕÔ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÍÉ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ A Œ (n + 1)- ÍÅÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÐÒÉ ÐÅÒÅÈÏÄÅ ÏÔ ÉÎŒÁÒÉ- ÁÎÔÎÏÇÏ n-ÍÅÒÎÏÇÏ Ë (n + 1)-ÍÅÒÎÏÍÕ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÕ ÄÏÂÁŒÉÌÏÓØ ÏÄÎÏ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ: ø .

226 ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÊ ŒÉÄ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ [ÇÌ. iii

ÔÁËÖÅ ÉÍÅÅÔ Œ ÜÔÏÍ ÂÁÚÉÓÅ ÎÏÒÍÁÌØÎÕÀ ÆÏÒÍÕ. ðÏÜÔÏ- ÍÕ, ÅÓÌÉ ø ≠ 0, ÔÏ ÍÏÖÎÏ ŒÍÅÓÔÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ A ÒÁÓ- ÓÍÏÔÒÅÔØ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ A−øE, ÐÒÉÞÅÍ A É A−øE, ÓÏ- ÇÌÁÓÎÏ ÓÄÅÌÁÎÎÏÍÕ ÚÁÍÅÞÁÎÉÀ, ÉÍÅÀÔ ÎÏÒÍÁÌØÎÕÀ ÆÏÒ- ÍÕ Œ ÏÄÎÏÍ É ÔÏÍ ÖÅ ÂÁÚÉÓÅ.

íÙ ÐÏÌÁÇÁÅÍ, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÞÔÏ

Ae = ff_1e_1 + : : : + ff_pe_p + fi_1f_1 + : : : : : : + fi_qf_q + : : : + ffi_1h_1 + : : : + ffi_sh_s: (1)

ôÅÐÅÒØ ÐÏÓÔÁÒÁÅÍÓÑ ÚÁÍÅÎÉÔØ ŒÅËÔÏÒ e ŒÅËÔÏÒÏÍ e^′ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÐÏÓÌÅ ÜÔÏÊ ÚÁÍÅÎÙ ŒÅËÔÏÒ Ae^′ ÓÔÁÌ ŒÏÚÍÏÖÎÏ ÐÒÏÝÅ. âÕÄÅÍ ÉÓËÁÔØ ŒÅËÔÏÒ e^′ Œ ŒÉÄÅ

e^′ = e − κ_1e_1 − : : : − κ_pe_p − ¯_1f_1 − : : : : : : − ¯_qf_q − : : : − !_1h_1 − : : : − !_sh_s: (2)

íÙ ÉÍÅÅÍ

Ae^′ = Ae − A(κ_1e_1 + : : : + κ_pe_p) −

− A(¯_1f_1 + : : : + ¯_qf_q) − : : : − A(!_1h_1 + : : : + !_sh_s);

ÉÌÉ, ÐÏÌØÚÕÑÓØ ÆÏÒÍÕÌÏÊ (1),

Ae^′ = ff_1e_1 + : : : + ff_pe_p + fi_1f_1 + : : : + fi_qf_q + : : :

: : : + ffi_1h_1 + : : : + ffi_sh_s − A(κ_1e_1 + : : : + κ_pe_p) − − A(¯_1f_1 + : : : + ¯_qf_q) − : : : − A(!_1h_1 + : : : + !_sh_s): (3)

ëÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ κ_1; : : : ; κ_p; ¯_1; : : : ; ¯_q; : : : ; !_1; : : : ; !_s ÍÙ ÍÏÖÅÍ ŒÙÂÒÁÔØ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏ. ðÏÄÂÅÒÅÍ ÉÈ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ Œ ÐÒÁŒÏÊ ÞÁÓÔÉ ÆÏÒÍÕÌÙ (3) ÏÓÔÁÌÏÓØ ËÁË ÍÏÖÎÏ ÍÅÎØÛÅ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ.

íÙ ÚÎÁÅÍ, ÞÔÏ ËÁÖÄÏÊ ÇÒÕÐÐÅ ÂÁÚÉÓÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ n-ÍÅÒÎÏÇÏ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ R^′, Œ ËÏÔÏÒÏÍ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ- ŒÁÎÉÅ A ÉÍÅÅÔ ÎÏÒÍÁÌØÎÕÀ ÆÏÒÍÕ, ÏÔŒÅÞÁÅÔ ÓŒÏÅ ÓÏÂ- ÓÔŒÅÎÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ˘_1; ˘_2 É Ô. Ä. íÙ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÔÄÅÌØ- ÎÏ ÄŒÁ ÓÌÕÞÁÑ, Á ÉÍÅÎÎÏ ÒÁÚÂÅÒÅÍ ÓÎÁÞÁÌÁ ÓÌÕÞÁÊ, ËÏÇÄÁ

§ 20] ÄÒÕÇÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÔÅÏÒÅÍÙ Ï ÐÒÉŒÅÄÅÎÉÉ 227

ÎÉ ÏÄÎÏ ÉÚ ÜÔÉÈ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÎÅ ÒÁŒÎÏ ÎÕÌÀ, Á ÚÁÔÅÍ ÓÌÕÞÁÊ, ËÏÇÄÁ ÜÔÏ ÎÅ ÔÁË.

òÁÚÂÅÒÅÍ ÐÅÒŒÙÊ ÓÌÕÞÁÊ, ËÏÇÄÁ ˘_1 ≠ 0, ˘_2 ≠ 0, : : : , ˘_k ≠ 0. œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÍÙ ÐÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ŒÅËÔÏÒ e^′ ÍÏÖÎÏ ŒÙÂÒÁÔØ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ Ae^′ = 0, Ô. Å. ÐÏÄÏÂÒÁÔØ κ_1; : : : ; !_s ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ŒÓÅ ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ Œ ÐÒÁŒÏÊ ÞÁÓÔÉ (3) ÓÏËÒÁÔÉ- ÌÉÓØ. ôÁË ËÁË ŒÅËÔÏÒÙ ËÁÖÄÏÊ ÇÒÕÐÐÙ ÐÅÒÅÈÏÄÑÔ ÐÒÉ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÉ Œ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÀ ŒÅËÔÏÒÏŒ ÔÏÊ ÖÅ ÇÒÕÐ- ÐÙ, ÔÏ ŒÅËÔÏÒÙ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÇÒÕÐÐ ÍÏÖÎÏ ÕÎÉÞÔÏÖÁÔØ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÏ ÄÒÕÇ ÏÔ ÄÒÕÇÁ. ðÏËÁÖÅÍ, ËÁË ÐÏÄÏÂÒÁÔØ ËÏ- ÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ κ_1; κ_2; : : : ; κ_p, ÞÔÏÂÙ Œ ÐÒÁŒÏÊ ÞÁÓÔÉ (3) ÓÏËÒÁÔÉÌÉÓØ ŒÅËÔÏÒÙ e_1; e_2; : : : ; e_p. þÌÅÎÙ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÅ ÜÔÉ ŒÅËÔÏÒÙ, ÉÍÅÀÔ ŒÉÄ

ff_1e_1 + : : : + ff_pe_p − A(κ_1e_1 + : : : + κ_pe_p) =

= ff_1e_1 + : : : + ff_pe_p − κ_1˘_1e_1 −

− κ_2(e_1 + ˘_1e_2) − : : : − κ_p(e_{p−1} + ˘_1e_p) = = (ff_1 − κ_1˘_1 − κ_2)e_1 + (ff_2 − κ_2˘_1 − κ_3)e_2 + : : :

: : : + (ff_{p−1} − κ_{p−1}˘_1 − κ_p)e_{p−1} + (ff_p − κ_p˘_1)e_p:

ðÒÉÒÁŒÎÉŒÁÑ ÎÕÌÀ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ ÐÒÉ e_p, ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÍ κ_p, ÞÔÏ ŒÏÚÍÏÖÎÏ, ÔÁË ËÁË ˘_1 ≠ 0, ÚÁÔÅÍ, ÐÒÉÒÁŒÎÉŒÁÑ ÎÕ- ÌÀ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ ÐÒÉ e_{p−1}, ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÍ κ_{p−1} É ÔÁË ÄÁÌÅÅ ÄÏ κ_1. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÙ ÕÎÉÞÔÏÖÉÌÉ Œ (3) ÞÌÅÎÙ Ó e_1; e_2; : : : ; e_p. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ŒÙÞÉÓÌÑÅÍ ÄÒÕÇÉÅ ÇÒÕÐÐÙ ËÏ- ÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏŒ.

íÙ ÐÏÌÕÞÉÌÉ, ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ŒÅËÔÏÒ e^′, ÄÌÑ ËÏÔÏ- ÒÏÇÏ Ae^′ = 0:

äÏÂÁŒÌÑÑ ÜÔÏÔ ŒÅËÔÏÒ Ë ÉÍÅÀÝÅÍÕÓÑ ÂÁÚÉÓÕ, ÐÏÌÕ- ÞÁÅÍ ÂÁÚÉÓ e^′; e_1; e_2; : : : ; e_p; f_1; f_2; : : : ; f_q; : : : ; h_1; h_2; : : : ; h_s Œ (n + 1)-ÍÅÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ, Œ ËÏÔÏÒÏÍ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ- ŒÁÎÉÅ ÉÍÅÅÔ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÊ ŒÉÄ. œÅËÔÏÒ e^′ ÏÂÒÁÚÕÅÔ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÏÔÄÅÌØÎÕÀ ÇÒÕÐÐÕ Ó ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÍ ÚÎÁÞÅÎÉÅÍ,

228 ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÊ ŒÉÄ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ [ÇÌ. iii

ÒÁŒÎÙÍ ÎÕÌÀ (ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, Ó ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÍ ÚÎÁÞÅÎÉ- ÅÍ ø, ÅÓÌÉ ÂÙ ÍÙ ÎÅ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÌÉ ŒÍÅÓÔÏ A ÐÒÅÏÂÒÁ- ÚÏŒÁÎÉÅ A − øE).

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅÐÅÒØ ŒÔÏÒÏÊ ÓÌÕÞÁÊ, Á ÉÍÅÎÎÏ ÐÕÓÔØ ÎÅËÏÔÏÒÙÍ ÇÒÕÐÐÁÍ ŒÅËÔÏÒÏŒ ÂÁÚÉÓÁ Œ n-ÍÅÒÎÏÍ ÐÒÏÓ- ÔÒÁÎÓÔŒÅ R^′ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÔ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÐÒÅ- ÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ A, ÒÁŒÎÙÅ ÎÕÌÀ. ôÏÇÄÁ Œ ÐÒÁŒÏÊ ÞÁÓÔÉ ÆÏÒÍÕÌÙ (3) Õ ÎÁÓ ÂÕÄÕÔ ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ ÄŒÕÈ ÓÏÒÔÏŒ | ÓÏÏÔ- ŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÅ ÇÒÕÐÐÁÍ Ó ÏÔÌÉÞÎÙÍÉ ÏÔ ÎÕÌÑ ÓÏÂÓÔŒÅÎ- ÎÙÍÉ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ É ÇÒÕÐÐÁÍ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÒÁŒÎÏ ÎÕÌÀ. ó ÇÒÕÐÐÁÍÉ, Õ ËÏÔÏÒÙÈ ÓÏÂÓÔŒÅÎ- ÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÏÔÌÉÞÎÙ ÏÔ ÎÕÌÑ, ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÐÏÓÔÕÐÉÔØ ÔÁË ÖÅ, ËÁË É Œ ÐÅÒŒÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, Ô. Å. ÐÏÄÂÏÒÏÍ ËÏÜÆÆÉ- ÃÉÅÎÔÏŒ ÕÎÉÞÔÏÖÉÔØ ŒÅËÔÏÒÙ Œ ÐÒÁŒÏÊ ÞÁÓÔÉ (3). äÏÐÕ- ÓÔÉÍ, ÞÔÏ ÐÏÓÌÅ ÜÔÏÊ ÏÐÅÒÁÃÉÉ Õ ÎÁÓ ÏÓÔÁÎÕÔÓÑ, ÎÁÐÒÉ- ÍÅÒ, ÔÒÉ ÇÒÕÐÐÙ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ e_1; e_2; : : : ; e_p; f_1; f_2; : : : ; f_q; g_1; g_2; : : : ; g_r Ó ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÍ ÚÎÁÞÅÎÉÅÍ, ÒÁŒÎÙÍ ÎÕÌÀ, Ô. Å. ÞÔÏ ˘_1 = ˘_2 = ˘_3 = 0. ôÏÇÄÁ

Ae^′ = ff_1e_1 + : : : + ff_pe_p + fi_1f_1 + : : : + fi_qf_q + : : : + fl_1g_1 + : : :

: : : + fl_rg_r − A(κ_1e_1 + : : : + κ_pe_p) − − A(¯_1f_1 + : : : + ¯_qf_q) − A(˚_1g_1 + : : : + ˚_rg_r): (4)

ôÁË ËÁË ˘_1 = ˘_2 = ˘_3 = 0, ÔÏ

Ae_1 = 0; Ae_2 = e_1; : : : ; Ae_p= e_{p−1}; Af_1 = 0; Af_2 = f_1; : : : ; Af_q= f_{q−1}; Ag_1 = 0; Ag_2 = g_1; : : : ; Ag_r = g_{r−1}:

ðÏÜÔÏÍÕ ÌÉÎÅÊÎÁÑ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÑ ŒÅËÔÏÒÏŒ e_1; e_2; : : : ; e_p, ŒÈÏÄÑÝÁÑ Œ ÐÒÁŒÕÀ ÞÁÓÔØ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ (4), ÂÕÄÅÔ ÉÍÅÔØ ŒÉÄ ff_1e_1 + : : : + ff_pe_p − κ_2e_1 − : : : − κ_pe_{p−1}:

ðÏÌÁÇÁÑ κ_2 = ff_1, : : : , κ_p = ff_{p−1}, ÍÙ ÕÎÉÞÔÏÖÉÍ ÚÄÅÓØ ŒÓÅ ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ ËÒÏÍÅ ÏÄÎÏÇÏ, ÒÁŒÎÏÇÏ ff_pe_p. ðÒÏÄÅÌÁŒ ÔÕ ÖÅ ÏÐÅÒÁÃÉÀ Œ ÇÒÕÐÐÁÈ f_1; : : : ; f_q É g_1; : : : ; g_r, ÍÙ ÐÏÌÕ-

§ 20] ÄÒÕÇÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÔÅÏÒÅÍÙ Ï ÐÒÉŒÅÄÅÎÉÉ 229

ÞÉÍ ŒÅËÔÏÒ e^′, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ

Ae^′ = ff_pe_p + fi_qf_q + fl_rg_r:

óÌÕÞÁÊÎÏ ÍÏÖÅÔ ÏËÁÚÁÔØÓÑ, ÞÔÏ ff_p = fi_q = fl_r = 0; ÔÏÇÄÁ ÍÙ ÐÒÉÈÏÄÉÍ Ë ŒÅËÔÏÒÕ e^′, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ

Ae^′ = 0;

É ÔÏÇÄÁ, ËÁË É Œ ÐÅÒŒÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ÎÁÛÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ ÕÖÅ Œ ÂÁÚÉÓÅ e^′; e_1; e_2; : : : ; e_p; f_1; f_2; : : : ; f_q; : : : ; h_1; h_2; : : : : : : ; h_s ÉÍÅÅÔ ÎÏÒÍÁÌØÎÕÀ ÆÏÒÍÕ. œÅËÔÏÒ e^′ Œ ÜÔÏÍ ÓÌÕ- ÞÁÅ ÏÂÒÁÚÕÅÔ ÎÏŒÕÀ ËÌÅÔËÕ Ó ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÍ ÚÎÁÞÅÎÉÅÍ, ÒÁŒÎÙÍ ÎÕÌÀ.

ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÉÎ ÉÚ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏŒ ff_p; fi_q; fl_r ÏÔÌÉÞÅÎ ÏÔ ÎÕÌÑ. œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, Œ ÏÔÌÉÞÉÅ ÏÔ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÎÙÈ ÒÁÎÅÅ, ÎÁÍ ÐÒÉÄÅÔÓÑ ÄÌÑ ÐÒÉŒÅÄÅÎÉÑ Ë ÎÏÒÍÁÌØÎÏÊ ÆÏÒÍÅ ÔÁËÖÅ ÉÚÍÅÎÉÔØ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÉÚ ŒÅË- ÔÏÒÏŒ ÂÁÚÉÓÁ, ÕÖÅ ÉÍÅÀÝÅÇÏÓÑ Œ R^′. òÁÓÐÏÌÏÖÉÍ ÞÉÓÌÁ p; q; r ÐÏ ÉÈ ŒÅÌÉÞÉÎÅ. ðÕÓÔØ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, p ¿ q ¿ r. ôÏÇÄÁ ÓÔÒÏÉÍ ÎÏŒÕÀ ÇÒÕÐÐÕ, ÎÁÞÉÎÁÑ Ó e^′, ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁ- ÚÏÍ. ðÏÌÁÇÁÅÍ e^′_{p+1} = e^′, e^′_p = Ae^′_{p+1}, e^′_{p−1} = Ae^′_p, : : : , e^′_1 = Ae^′_2. íÙ ÉÍÅÅÍ, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ,

e^′_{p+1} = e^′;

e^′_p = Ae^′_{p+1} = ff_pe_p + fi_qf_q + fl_rg_r;

e^′_{p−1} = Ae^′_p = ff_pe_{p−1} + fi_qf_{q−1} + fl_rg_{r−1}; . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

e^′_{p−r+1} = Ae^′_{p−r+2} = ff_pe_{p−r+1} + fi_qf_{q−r+1} + fl_rg_1;

e^′_{p−r} = Ae^′_{p−r+1} = ff_pe_{p−r} + fi_qf_{q−r}; . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

e^′_1 = Ae^′_2 = ff_pe_1:

úÁÍÅÎÉÍ ÔÅÐÅÒØ ŒÅËÔÏÒÙ e^′; e_1; e_2; : : : ; e_p ÂÁÚÉÓÁ ŒÅËÔÏ- ÒÁÍÉ e^′_1; e^′_2; : : : ; e^′_p; e^′_{p+1};

230 ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÊ ŒÉÄ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ [ÇÌ. iii

Á ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÏÓÔÁŒÉÍ ÂÅÚ ÉÚÍÅÎÅÎÉÑ. íÙ ÐÏÌÕÞÉÍ ÔÏÇÄÁ ÎÏÒÍÁÌØÎÕÀ ÆÏÒÍÕ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ, ÐÒÉÞÅÍ ÒÁÚÍÅÒÙ ÐÅÒŒÏÊ ËÌÅÔËÉ ÕŒÅÌÉÞÉÌÉÓØ ÎÁ ÅÄÉÎÉÃÕ. ôÅÏÒÅÍÁ ÐÏÌ- ÎÏÓÔØÀ ÄÏËÁÚÁÎÁ.

íÙ ŒÉÄÉÍ, ÞÔÏ Œ ÐÒÏÃÅÓÓÅ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÊ ÆÏÒÍÙ ÎÕÖÎÏ ÂÙÌÏ ÒÁÚÌÉÞÁÔØ ÄŒÁ ÓÌÕÞÁÑ.

1. óÌÕÞÁÊ, ËÏÇÄÁ ÄÏÂÁŒÌÅÎÎÏÅ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ø (ÍÙ ÅÇÏ ÐÏÌÁÇÁÌÉ ÒÁŒÎÙÍ ÎÕÌÀ) ÎÅ ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ ÎÉ Ó ÏÄ- ÎÉÍ ÉÚ ÐÒÅÖÎÉÈ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ˘_1; : : : ; ˘_k. œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÄÏÂÁŒÌÑÌÁÓØ ÏÔÄÅÌØÎÁÑ ËÌÅÔËÁ ÐÅÒŒÏÇÏ ÐÏ- ÒÑÄËÁ.

2. óÌÕÞÁÊ, ËÏÇÄÁ ÄÏÂÁŒÌÅÎÎÏÅ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÓÏŒÐÁÄÁÌÏ Ó ÏÄÎÉÍ ÉÚ ÕÖÅ ÉÍÅŒÛÉÈÓÑ. œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ŒÏÏÂÝÅ ÇÏŒÏÒÑ, ÒÁÚÍÅÒ ÏÄÎÏÊ ÉÚ ÉÍÅŒÛÉÈÓÑ ËÌÅÔÏË ÕŒÅ- ÌÉÞÉŒÁÌÓÑ ÎÁ 1. åÓÌÉ ÖÅ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ff; fi; fl ÒÁŒÎÙ ÎÕÌÀ, ÔÏ, ËÁË É Œ ÐÅÒŒÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ÄÏÂÁŒÌÑÌÁÓØ ÎÏŒÁÑ ËÌÅÔËÁ.

§ 21. éÎŒÁÒÉÁÎÔÎÙÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ

œ ÜÔÏÍ ÐÁÒÁÇÒÁÆÅ ÍÙ ÕËÁÖÅÍ ÓÐÏÓÏÂ, ÄÁÀÝÉÊ ŒÏÚ- ÍÏÖÎÏÓÔØ ÎÁÈÏÄÉÔØ ÖÏÒÄÁÎÏŒÕ ÎÏÒÍÁÌØÎÕÀ ÆÏÒÍÕ ÌÉ- ÎÅÊÎÏÇÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ. éÚ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏŒ ÜÔÏÇÏ ÐÁÒÁ- ÇÒÁÆÁ ÂÕÄÅÍ ÔÁËÖÅ ŒÙÔÅËÁÔØ ÄÏ ÓÉÈ ÐÏÒ ÅÝÅ ÎÅ ÄÏËÁ- ÚÁÎÎÁÑ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÓÔØ ÜÔÏÊ ÆÏÒÍÙ.

ï Ð Ò Å Ä Å Ì Å Î É Å. íÁÔÒÉÃÙ A É A_1 = C^{−1}AC, ÇÄÅ C | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÁÑ ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÁÑ ÍÁÔÒÉÃÁ, ÎÁÚÙ- ŒÁÀÔÓÑ ÐÏÄÏÂÎÙÍÉ.

åÓÌÉ ÍÁÔÒÉÃÁ A_1 ÐÏÄÏÂÎÁ ÍÁÔÒÉÃÅ A_2, ÔÏ É ÏÂÒÁÔÎÏ, A_2 ÐÏÄÏÂÎÁ A_1. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÐÕÓÔØ

A_1 = C^{−1}A_2C:

ôÏÇÄÁ ÏÔÓÀÄÁ

A_2 = CA_1C^{−1};

§ 21] ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÙÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ 231

Ô. Å. ÅÓÌÉ ÐÏÌÏÖÉÔØ C^{−1} = C_1, ÉÍÅÅÍ:

A_2 = C^{−1}_1 A_1C_1

É, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, A_2 ÐÏÄÏÂÎÁ A_1.

ìÅÇËÏ ÔÁËÖÅ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÄŒÅ ÍÁÔÒÉÃÙ A_1 É A_2 ÐÏÄÏÂÎÙ ÏÄÎÏÊ É ÔÏÊ ÖÅ ÍÁÔÒÉÃÅ A, ÔÏ ÏÎÉ ÐÏÄÏÂÎÙ ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÊ. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÐÕÓÔØ

A = C^{−1}_1 A_1C_1; A = C^{−1}_2 A_2C_2:

ôÏÇÄÁ C^{−1}_1 A_1C_1 = C^{−1}_2 A_2C_2, Ô. Å.

A_1 = C_1C^{−1}_2 A_2C_2C^{−1}_1 ;

É ÅÓÌÉ ÐÏÌÏÖÉÔØ C_2C^{−1}_1 = C, ÔÏ ÐÏÌÕÞÉÍ:

A_1 = C^{−1}A_2C;

Ô. Å. A_1 É A_2 ÐÏÄÏÂÎÙ.

ðÕÓÔØ A | ÍÁÔÒÉÃÁ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ A Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÂÁÚÉÓÅ. ðÒÉ ÐÅÒÅÈÏÄÅ Ë ÄÒÕÇÏÍÕ ÂÁÚÉÓÕ ÍÁÔÒÉÃÁ A ÚÁÍÅ- ÎÑÅÔÓÑ ÐÏÄÏÂÎÏÊ ÅÊ ÍÁÔÒÉÃÅÊ C^{−1}AC, ÇÄÅ C | ÍÁÔÒÉ- ÃÁ ÐÅÒÅÈÏÄÁ ÏÔ ÐÅÒŒÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ ËÏ ŒÔÏÒÏÍÕ (§ 9). ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÐÏÄÏÂÎÙÅ ÍÁÔÒÉÃÙ | ÜÔÏ ÍÁÔÒÉÃÙ ÏÄÎÏÇÏ É ÔÏÇÏ ÖÅ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ Œ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÂÁÚÉ- ÓÁÈ.

îÁÛÁ ÚÁÄÁÞÁ | ÐÏ ÍÁÔÒÉÃÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ ÐÏÓÔÒÏ- ÉÔØ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÙ ÓÁÍÏÇÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ, Ô. Å. ŒÙÒÁÖÅ- ÎÉÑ, ÚÁŒÉÓÑÝÉÅ ÌÉÛØ ÏÔ ÓÁÍÏÇÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ A. äÒÕ- ÇÉÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ÎÁÍ ÎÕÖÎÏ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÆÕÎËÃÉÉ ÏÔ ÜÌÅ- ÍÅÎÔÏŒ ÍÁÔÒÉÃÙ, ÓÏŒÐÁÄÁÀÝÉÅ ÄÌÑ ÐÏÄÏÂÎÙÈ ÍÁÔÒÉÃ.

ïÄÉÎ ÔÁËÏÊ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔ ÕÓÔÁÎÏŒÌÅÎ ÕÖÅ Œ § 10. éÍÅÎ- ÎÏ, ÔÁÍ ÂÙÌÏ ÄÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÉÊ ÍÎÏÇÏ- ÞÌÅÎ ÍÁÔÒÉÃÙ A, Ô. Å. ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ÍÁÔÒÉÃÙ A − ˘E:

D_n(˘) = |A − ˘E|

ÎÅ ÍÅÎÑÅÔÓÑ ÐÒÉ ÚÁÍÅÎÅ ÍÁÔÒÉÃÙ A ÐÏÄÏÂÎÏÊ ÍÁ- ÔÒÉÃÅÊ. íÙ ÐÏÓÔÒÏÉÍ ÚÄÅÓØ ÒÑÄ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÏŒ, ÓÒÅÄÉ

232 ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÊ ŒÉÄ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ [ÇÌ. iii

ËÏÔÏÒÙÈ ÂÕÄÅÔ ÓÏÄÅÒÖÁÔØÓÑ É ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÉÊ ÍÎÏ- ÇÏÞÌÅÎ; ÏÎÉ ÂÕÄÕÔ ÐÏÌÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÏÊ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÏŒ, Œ ÔÏÍ ÓÍÙÓÌÅ, ÞÔÏ ÉÚ ÉÈ ÓÏŒÐÁÄÅÎÉÑ ÄÌÑ ÄŒÕÈ ÍÁÔÒÉÃ ÓÌÅÄÕÅÔ ÐÏÄÏÂÉÅ ÜÔÉÈ ÍÁÔÒÉÃ.

ðÕÓÔØ A | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÁÑ ÍÁÔÒÉÃÁ n-ÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ. íÉ- ÎÏÒÙ k-ÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ ÍÁÔÒÉÃÙ A − ˘E ÓÕÔØ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ÏÔ ˘. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ D_k(˘) ÉÈ ÎÁÉÂÏÌØ- ÛÉÊ ÏÂÝÉÊ ÄÅÌÉÔÅÌØ^∗). œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, D_n(˘) | ÏÐÒÅÄÅ- ÌÉÔÅÌØ ÍÁÔÒÉÃÙ A − ˘E, Ô. Å. ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÉÊ ÍÎÏ- ÇÏÞÌÅÎ ÍÁÔÒÉÃÙ A. œ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÍÙ ÐÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ŒÓÅ D_k(˘) ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÁÍÉ.

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ D_n(˘) ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ D_{n−1}(˘). äÅÊÓÔŒÉ- ÔÅÌØÎÏ, ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ D_{n−1}(˘) ŒÓÅ ÍÉÎÏÒÙ (n − 1)-ÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ ÄÅÌÑÔÓÑ ÎÁ D_{n−1}(˘). òÁÚÌÁÇÁÑ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ÎÁ ÓÕÍÍÕ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÊ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ËÁËÏÊ-ÎÉÂÕÄØ ÓÔÒÏ- ËÉ ÎÁ ÉÈ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÅ ÄÏÐÏÌÎÅÎÉÑ, ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ É ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ D_n(˘) ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ D_{n−1}(˘). áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, D_{n−1}(˘) ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ D_{n−2}(˘) É Ô. Ä.

õ Ð Ò Á Ö Î Å Î É Å. îÁÊÔÉ D_k(˘) (k = 1; 2; 3) ÄÌÑ ÍÁÔÒÉÃÙ

˘0 1 0 0 ˘0 1 0 0 ˘0 :

ïÔŒÅÔ. D3(˘) = (˘ − ˘0)^3, D2(˘) = D1(˘) = 1.

ì Å Í Í Á 1. åÓÌÉ C | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÁÑ ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎ- ÎÁÑ ÍÁÔÒÉÃÁ, ÔÏ ÏÂÝÉÅ ÎÁÉÂÏÌØÛÉÅ ÄÅÌÉÔÅÌÉ ÍÉÎÏ- ÒÏŒ k-ÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ ÍÁÔÒÉÃ A − ˘E É C(A − ˘E) ÓÏŒÐÁ- ÄÁÀÔ. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ É ÄÌÑ (A − ˘E)C.

∗) îÁÉÂÏÌØÛÉÊ ÏÂÝÉÊ ÄÅÌÉÔÅÌØ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÞÉ- ÓÌÏŒÏÇÏ ÍÎÏÖÉÔÅÌÑ. íÙ ŒÙÂÉÒÁÅÍ D_k (˘) ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÓÔÁÒÛÉÊ ËÏ- ÜÆÆÉÃÉÅÎÔ ÂÙÌ ÒÁŒÅÎ 1. œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÅÓÌÉ ÍÉÎÏÒÙ k-ÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ ŒÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔÙ, ÔÏ D_k(˘) = 1.

§ 21] ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÙÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ 233

ä Ï Ë Á Ú Á Ô Å Ì Ø Ó Ô Œ Ï. óÔÒÏËÉ ÍÁÔÒÉÃÙ C(A−˘E) ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÙÍÉ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÑÍÉ ÓÔÒÏË ÍÁÔÒÉÃÙ A − ˘E Ó ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ, ÑŒÌÑÀÝÉÍÉÓÑ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ÍÁÔÒÉÃÙ C, Ô. Å. ÎÅ ÚÁŒÉÓÑÝÉÍÉ ÏÔ ˘. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ a_{ik} ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÍÁÔÒÉÃÙ A − ˘E É ÞÅÒÅÚ a^′_{ik} ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÍÁÔÒÉÃÙ C(A − ˘E). ôÏÇÄÁ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ,

a^′_{1k} = n∑ j=1 c_{1j} a_{jk};

Ô. Å. ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÐÅÒŒÏÊ ÓÔÒÏËÉ ÍÁÔÒÉÃÙ C(A − ˘E) ÑŒÌÑ- ÀÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÙÍÉ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÑÍÉ ÓÔÒÏË ÍÁÔÒÉÃÙ A−˘E Ó ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ c_{1j} . áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÐÏËÁÚÙŒÁÅÍ ÜÔÏ É ÄÌÑ ÄÒÕÇÉÈ ÓÔÒÏË.

ðÏÜÔÏÍÕ ÍÉÎÏÒ ÍÁÔÒÉÃÙ C(A − ˘E) ÒÁÚÌÁÇÁÅÔÓÑ ÎÁ ÓÕÍÍÕ ÍÉÎÏÒÏŒ ÍÁÔÒÉÃÙ A − ˘E Ó ÎÅËÏÔÏÒÙÍÉ ÞÉ- ÓÌÅÎÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ŒÓÑËÉÊ ÄÅ- ÌÉÔÅÌØ ÍÉÎÏÒÏŒ k-ÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ ÍÁÔÒÉÃÙ A − ˘E ÂÕÄÅÔ ÔÁËÖÅ ÄÅÌÉÔÅÌÅÍ ÍÉÎÏÒÏŒ ÔÏÇÏ ÖÅ ÐÏÒÑÄËÁ ÍÁÔÒÉÃÙ C(A − ˘E). ôÁË ËÁË ÏÔ ÍÁÔÒÉÃÙ C(A − ˘E) ÍÙ ÍÏ- ÖÅÍ ÐÅÒÅÊÔÉ Ë ÍÁÔÒÉÃÅ A − ˘E ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ ÎÁ C^{−1}, ÔÏ É ÏÂÒÁÔÎÏ, ËÁÖÄÙÊ ÄÅÌÉÔÅÌØ ÍÉÎÏÒÏŒ k-ÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ ÍÁÔÒÉÃÙ C(A − ˘E) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÄÅÌÉÔÅÌÅÍ ÍÉÎÏÒÏŒ k-ÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ ÍÁÔÒÉÃÙ A − ˘E. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, Õ A − ˘E É C(A − ˘E) ÏÂÝÉÅ ÄÅÌÉÔÅÌÉ ÍÉÎÏÒÏŒ k-ÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ ÓÏ- ŒÐÁÄÁÀÔ.

ì Å Í Í Á 2. õ ÐÏÄÏÂÎÙÈ ÍÁÔÒÉÃ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ D_k(˘) ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ.

ä Ï Ë Á Ú Á Ô Å Ì Ø Ó Ô Œ Ï. ðÕÓÔØ A É A^′ = C^{−1}AC | ÄŒÅ ÐÏÄÏÂÎÙÅ ÍÁÔÒÉÃÙ. óÏÇÌÁÓÎÏ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÌÅÍÍÅ, ÏÂÝÉÅ ÎÁÉÂÏÌØÛÉÅ ÄÅÌÉÔÅÌÉ ÍÉÎÏÒÏŒ k-ÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ Õ A − ˘E É (A − ˘E)C ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ. ðÏ ÔÏÊ ÖÅ ÌÅÍÍÅ ÓÏ- ŒÐÁÄÁÀÔ ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÊ ÏÂÝÉÅ ÎÁÉÂÏÌØÛÉÅ ÄÅÌÉÔÅÌÉ ÍÉ- ÎÏÒÏŒ k-ÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ Õ C^{−1}(A − ˘E) É C^{−1}(A − ˘E)C = = A^′ − ˘E. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, D_k(˘) ÄÌÑ A É A^′ ÒÁŒÎÙ ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÊ.

234 ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÊ ŒÉÄ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ [ÇÌ. iii

ôÁË ËÁË ÐÒÉ ÐÅÒÅÈÏÄÅ ÏÔ ÏÄÎÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ Ë ÄÒÕÇÏÍÕ ÍÁ- ÔÒÉÃÁ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ ÚÁÍÅÎÑÅÔÓÑ ÐÏÄÏÂÎÏÊ, ÔÏ ÉÚ ÌÅÍÍÙ 2 ŒÙÔÅËÁÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ

ô Å Ï Ò Å Í Á 1. ðÕÓÔØ A | ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁ- ÎÉÅ. ôÏÇÄÁ ÎÁÉÂÏÌØÛÉÊ ÏÂÝÉÊ ÄÅÌÉÔÅÌØ D_k(˘) ÍÉÎÏ- ÒÏŒ k-ÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ ÍÁÔÒÉÃÙ A − ˘E, ÇÄÅ A | ÍÁÔÒÉÃÁ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ A Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÂÁÚÉÓÅ, ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ŒÙÂÏÒÁ ÂÁÚÉÓÁ.

ðÅÒÅÊÄÅÍ Ë ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÀ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ D_k(˘) ÄÌÑ ÄÁÎ- ÎÏÇÏ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ A. œ ÓÉÌÕ ÔÅÏÒÅÍÙ 1, ÐÒÉ ÉÈ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÉ ÍÏÖÎÏ ÐÏÌØÚÏŒÁÔØÓÑ ÍÁÔÒÉÃÅÊ ÌÉ- ÎÅÊÎÏÇÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ Œ ÌÀÂÏÍ ÂÁÚÉÓÅ. œÙÂÅÒÅÍ ÂÁ- ÚÉÓ, Œ ËÏÔÏÒÏÍ ÍÁÔÒÉÃÁ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ ÉÍÅ- ÅÔ ÖÏÒÄÁÎÏŒÕ ÎÏÒÍÁÌØÎÕÀ ÆÏÒÍÕ. îÁÍ ÎÕÖÎÏ, ÓÌÅÄÏŒÁ- ÔÅÌØÎÏ, ŒÙÞÉÓÌÉÔØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ D_k(˘) ÄÌÑ ÍÁÔÒÉÃÙ A, ÉÍÅÀÝÅÊ ÎÏÒÍÁÌØÎÕÀ ÆÏÒÍÕ.

îÁÊÄÅÍ ÓÎÁÞÁÌÁ ŒÓÅ D_k(˘) ÄÌÑ ÍÁÔÒÉÃÙ n-ÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ ŒÉÄÁ ˘_0 1 0 : : : 0 0 ˘_0 1 : : : 0 : : : : : : : : : : : : : 0 0 0 : : : 1 0 0 0 : : : ˘_0

; (1)

Ô. Å. ÄÌÑ ÏÄÎÏÊ ĂËÌÅÔËÉĄ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÊ ÆÏÒÍÙ. íÙ ÉÍÅÅÍ D_n(˘) = (˘ − ˘_0)^n. åÓÌÉ Œ ÍÁÔÒÉÃÅ (1) ÚÁÞÅÒËÎÕÔØ ÐÅÒ- ŒÙÊ ÓÔÏÌÂÅÃ É ÐÏÓÌÅÄÎÀÀ ÓÔÒÏËÕ, ÔÏ ÐÏÌÕÞÉÍ ÍÁÔÒÉ- ÃÕ A_1, Œ ËÏÔÏÒÏÊ ÐÏ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ ÓÔÏÑÔ ÅÄÉÎÉÃÙ, Á ÎÁÄ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÀ ÎÕÌÉ. ðÏÜÔÏÍÕ D_{n−1}(˘) = 1. œÙÞÅÒËÉŒÁÑ ÄÁÌÅÅ Œ ÍÁÔÒÉÃÅ A_1 ÓÔÒÏËÉ É ÓÔÏÌÂÃÙ Ó ÏÄÉÎÁËÏŒÙÍÉ ÎÏÍÅÒÁÍÉ, ÍÙ ÓÍÏÖÅÍ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ É D_{n−2}(˘) = : : : : : : = D_1(˘) = 1. ïËÏÎÞÁÔÅÌØÎÏ ÍÙ ÉÍÅÅÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÏÔÄÅÌØÎÏÊ ËÌÅÔËÉ [ÍÁÔÒÉÃÙ (1)] ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ D_k(˘) ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ:

(˘ − ˘_0)^n; 1; 1; : : : ; 1:

§ 21] ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÙÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ 235

äÁÌÅÅ, ÚÁÍÅÔÉÍ: ÐÕÓÔØ ÍÁÔÒÉÃÁ B ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ ( B_1 0 0 B_2 ) ; ÇÄÅ B_1 É B_2 | ËÁËÉÅ-ÌÉÂÏ ÍÁÔÒÉÃÙ ÐÏÒÑÄËÏŒ n_1 É n_2. ôÏÇÄÁ ÏÔÌÉÞÎÙÅ ÏÔ ÎÕÌÑ ÍÉÎÏÒÙ m-ÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ ÍÁÔÒÉ- ÃÙ B ÉÍÅÀÔ ŒÉÄ

´_m = ´^{(1)}_{m1} ´^{(2)}_{m2} ; m_1 + m_2 = m;

ÇÄÅ ´^{(1)}_{m1} | ÍÉÎÏÒÙ m_1-ÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ ÍÁÔÒÉÃÙ B_1, Á ´^{(2)}_{m2} | ÍÉÎÏÒÙ m_2-ÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ ÍÁÔÒÉÃÙ B_2^∗). äÅÊÓÔŒÉ- ÔÅÌØÎÏ, ÅÓÌÉ ŒÙÄÅÌÉÔØ ÔÅ ÉÚ ÐÅÒŒÙÈ n_1 ÓÔÒÏË, ËÏÔÏ- ÒÙÅ ŒÈÏÄÑÔ Œ ÓÏÓÔÁŒ ÄÁÎÎÏÇÏ ÍÉÎÏÒÁ, É ÒÁÚÌÏÖÉÔØ ÐÏ ÎÉÍ ÍÉÎÏÒ (ŒÏÓÐÏÌØÚÏŒÁŒÛÉÓØ ÔÅÏÒÅÍÏÊ ìÁÐÌÁÓÁ), ÔÏ ÜÔÏÔ ÍÉÎÏÒ ÂÕÄÅÔ ÌÉÂÏ ÒÁŒÅÎ ÎÕÌÀ, ÌÉÂÏ ÉÍÅÔØ ŒÉÄ ´^{(1)}_{m1} ´^{(2)}_{m−m1} .

îÁÊÄÅÍ ÔÅÐÅÒØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ D_k(˘) ÄÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÊ ÍÁÔÒÉÃÙ A, ÉÍÅÀÝÅÊ ÖÏÒÄÁÎÏŒÕ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÀ ÆÏÒÍÕ. íÙ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ Œ ÍÁÔÒÉÃÅ A ÉÍÅÅÔÓÑ p ËÌÅÔÏË, ÏÔŒÅÞÁÀÝÉÈ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÍÕ ÚÎÁÞÅÎÉÀ ˘_1, q ËÌÅÔÏË, ÏÔ- ŒÅÞÁÀÝÉÈ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÍÕ ÚÎÁÞÅÎÉÀ ˘_2, É Ô. Ä. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÐÏÒÑÄËÉ ËÌÅÔÏË, ÏÔŒÅÞÁÀÝÉÈ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÍÕ ÚÎÁÞÅÎÉÀ ˘_1, ÞÅÒÅÚ n_1; n_2; : : : ; n_p (n_1 ⩾ n_2 ⩾ n_3 ⩾ : : : ⩾ n_p).

íÁÔÒÉÃÁ B = A − ˘E ÒÁÓÐÁÄÁÅÔÓÑ ÎÁ ÏÔÄÅÌØÎÙÅ ËÌÅÔËÉ B_i, ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, B_1 ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ

B_1 =

˘_1 − ˘ 1 0 : : : 0 0 ˘_1 − ˘ 1 : : : 0 : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :

0 0 0 : : : 1 0 0 0 : : : ˘_1 −˘ :

∗) ïÔÌÉÞÎÙÊ ÏÔ ÎÕÌÑ ÍÉÎÏÒ ´_k k-ÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ ÍÁÔÒÉÃÙ B ÍÏÖÅÔ, ËÏÎÅÞÎÏ, ÉÍÅÔØ ŒÉÄ ´^{(1)}_k , Ô. Å. ÂÙÔØ ÓÏÓÔÁŒÌÅÎ ÉÚ ÜÌÅ- ÍÅÎÔÏŒ B1. œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÍÙ ÅÇÏ ÚÁÐÉÛÅÍ ÆÏÒÍÁÌØÎÏ Œ ŒÉÄÅ ´_k = ´^{(1)}_k ´^{(2)}_0 , ÇÄÅ ÐÏÌÏÖÅÎÏ ´^{(2)}_0 = 1.

236 ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÊ ŒÉÄ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ [ÇÌ. iii

œÙÞÉÓÌÉÍ ÓÎÁÞÁÌÁ D_n(˘), Ô. Å. ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ÍÁÔÒÉÃÙ B. ïÎ ÒÁŒÅÎ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÀ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÅÊ ÍÁÔÒÉÃ B_1, Ô. Å.

D_n(˘) = (˘ − ˘_1)^{n1+n2+:::+np} (˘ − ˘_2)^{m1+m2+:::+mq} : : :

ðÅÒÅÊÄÅÍ ÔÅÐÅÒØ Ë ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÀ D_{n−1}(˘). ôÁË ËÁË D_{n−1}(˘) ÅÓÔØ ÄÅÌÉÔÅÌØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ D_n(˘), ÔÏ D_{n−1}(˘) ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ ˘ − ˘_1, ˘ − ˘_2, : : : . œÙÞÉÓÌÉÍ, Œ ËÁËÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ Œ D_{n−1}(˘) ŒÈÏÄÉÔ ˘ − ˘_1. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÊ ÏÔÌÉÞÎÙÊ ÏÔ ÎÕÌÑ ÍÉÎÏÒ (n − 1)-ÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ ÍÁÔÒÉÃÙ B = A − ˘E ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ

´_{n−1} = ´^{(1)}_{t1} ´^{(2)}_{t2} : : : ´^{(k)}_{tk} ;

ÇÄÅ t_1+t_2+: : :+t_k = n−1, ´^{(i)}_{ti} ÍÉÎÏÒÙ ÐÏÒÑÄËÁ t_i ÍÁÔÒÉ- ÃÙ B_i. ôÁË ËÁË ÓÕÍÍÁ ÐÏÒÑÄËÏŒ ÍÉÎÏÒÏŒ ´^{(1)}_{ti} , : : : ÒÁŒÎÁ n − 1, ÔÏ ÏÄÉÎ É ÔÏÌØËÏ ÏÄÉÎ ÉÚ ÜÔÉÈ ÍÉÎÏÒÏŒ ÉÍÅÅÔ ÐÏÒÑÄÏË ÎÁ ÅÄÉÎÉÃÕ ÎÉÖÅ, ÞÅÍ ÐÏÒÑÄÏË ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀ- ÝÅÊ ÍÁÔÒÉÃÙ B_i, Ô. Å. ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÊ ËÌÅÔËÉ ÍÁÔÒÉÃÙ B ŒÙÞÅÒËÉŒÁÎÉÅÍ ÏÄÎÏÊ ÓÔÒÏËÉ É ÏÄ- ÎÏÇÏ ÓÔÏÌÂÃÁ. íÙ ŒÉÄÅÌÉ, ÞÔÏ Œ ÏÔÄÅÌØÎÏÊ ËÌÅÔËÅ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ŒÙÞÅÒËÉŒÁÎÉÅÍ ÏÄÎÏÊ ÓÔÒÏËÉ É ÏÄÎÏÇÏ ÓÔÏÌÂÃÁ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÍÉÎÏÒ, ÒÁŒÎÙÊ ÅÄÉÎÉÃÅ (ÓÍ. ÓÔÒ. 234). ðÏÜÔÏ- ÍÕ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÐÏÄÏÂÒÁÔØ ´_{n−1} ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ËÁËÏÊ-ÎÉÂÕÄØ ÏÄÉÎ ÉÚ ÍÉÎÏÒÏŒ ´^{(i)}_{ti} ÓÔÁÌ ÒÁŒÎÙÍ ÅÄÉÎÉÃÅ, ÎÅ ÍÅÎÑÑ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ, ÒÁŒÎÙÈ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÑÍ ÓÏÏÔŒÅÔ- ÓÔŒÕÀÝÉÈ ËÌÅÔÏË. ïÔÓÀÄÁ ÑÓÎÏ, ÞÔÏ, ÄÌÑ ÔÏÇÏ ÞÔÏÂÙ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÍÉÎÏÒ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÊ ˘ − ˘_1 Œ ŒÏÚÍÏÖÎÏ ÂÏÌÅÅ ÎÉÚËÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ŒÙÞÅÒËÎÕÔØ ÓÔÒÏËÕ É ÓÔÏÌ- ÂÅÃ Œ ËÌÅÔËÅ, ÏÔŒÅÞÁÀÝÅÊ ˘_1 É ÉÍÅÀÝÅÊ ÎÁÉÂÏÌØÛÉÊ ÐÏÒÑÄÏË, Á ÉÍÅÎÎÏ ÐÏÒÑÄÏË n_1. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÎÁÉÂÏÌØ- ÛÉÊ ÏÂÝÉÊ ÄÅÌÉÔÅÌØ D_{n−1}(˘) ÍÉÎÏÒÏŒ (n − 1)-ÇÏ ÐÏÒÑÄ- ËÁ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ˘ − ˘_1 Œ ÓÔÅÐÅÎÉ n_2 + n_3 + : : : + n_p.

áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÓÒÅÄÉ ÍÉÎÏÒÏŒ (n − 2)-ÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ ÎÁÉ- ÎÉÚÛÕÀ ÓÔÅÐÅÎØ ˘ − ˘_1 ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÍÉÎÏÒ ´_{n−2}, ÐÏÌÕ-

§ 21] ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÙÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ 237

ÞÅÎÎÙÊ ŒÙÞÅÒËÉŒÁÎÉÅÍ ÐÏ ÓÔÒÏËÅ É ÓÔÏÌÂÃÕ ÉÚ ËÌÅÔÏË, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÈ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÍÕ ÚÎÁÞÅÎÉÀ ˘_1 É ÉÍÅÀ- ÝÉÈ ÐÏÒÑÄËÉ n_1 É n_2. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, D_{n−2}(˘) ÓÏÄÅÒ- ÖÉÔ ˘ − ˘_1 Œ ÓÔÅÐÅÎÉ n_3 + n_4 + : : : + n_p É Ô. Ä. îÁËÏÎÅÃ, D_{n−p}(˘); D_{n−p−1}(˘); : : : ; D_1(˘) ŒÏŒÓÅ ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ˘−˘_1.

óÏŒÅÒÛÅÎÎÏ ÔÁË ÖÅ ÍÙ ŒÙÑÓÎÑÅÍ, Œ ËÁËÉÈ ÓÔÅÐÅÎÑÈ Œ D_k(˘) ŒÈÏÄÑÔ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ ˘ − ˘_2, ˘ − ˘_3, : : :

éÔÁË, ÍÙ ÄÏËÁÚÁÌÉ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ: ðÕÓÔØ ÍÁÔÒÉÃÁ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ A ÉÍÅÅÔ ÖÏÒÄÁÎÏ- ŒÕ ÎÏÒÍÁÌØÎÕÀ ÆÏÒÍÕ, Œ ËÏÔÏÒÏÊ ÉÍÅÅÔÓÑ p ËÌÅÔÏË ÐÏÒÑÄËÏŒ n_1; n_2; : : : ; n_p (n_1 ⩾ n_2 ⩾ : : : ⩾ n_p), ÏÔŒÅÞÁ- ÀÝÉÈ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÍÕ ÚÎÁÞÅÎÉÀ ˘_1, q ËÌÅÔÏË ÐÏÒÑÄËÏŒ m_1; m_2; : : : ; m_q (m_1 ⩾ m_2 ⩾ : : : ⩾ m_q), ÏÔŒÅÞÁÀÝÉÈ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÍÕ ÚÎÁÞÅÎÉÀ ˘_2, É Ô. Ä.; ÔÏÇÄÁ

D_n(˘)=(˘−˘_1)^{n1+n2+n3+:::+np} (˘−˘_2)^{m1+m2+m3+:::+mq}: : : ;

D_{n−1}(˘)=(˘−˘_1)^{n2+n3+:::+np} (˘−˘_2)^{m2+m3+:::+mq} : : : ;

D_{n−2}(˘)=(˘−˘_1)^{n3+:::+np} (˘−˘_2)^{m3 +:::+mq} : : : ; . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

ðÒÉ ÜÔÏÍ, ÎÁÞÉÎÁÑ Ó D_{n−p}(˘) ÍÎÏÖÉÔÅÌØ (˘ − ˘_1)^{:::} ÚÁÍÅÎÑÅÔÓÑ ÅÄÉÎÉÃÅÊ, ÎÁÞÉÎÁÑ Ó D_{n−q}(˘), ÍÎÏÖÉÔÅÌØ (˘ − ˘_2)^{:::} ÚÁÍÅÎÑÅÔÓÑ ÅÄÉÎÉÃÅÊ É Ô. Ä.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ŒÁÖÎÙÊ ÐÒÉÍÅÒ. ðÕÓÔØ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÍÕ ÚÎÁÞÅÎÉÀ ˘_1 ÏÔŒÅÞÁÅÔ ÌÉÛØ ÏÄÎÁ ËÌÅÔËÁ, ÐÏÒÑÄÏË ËÏÔÏ- ÒÏÊ ÒÁŒÅÎ n_1, ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÍÕ ÚÎÁÞÅÎÉÀ ˘_2 | ÔÏÌØËÏ ÏÄ- ÎÁ ËÌÅÔËÁ ÐÏÒÑÄËÁ m_1, ˘_3 | ÏÄÎÁ ËÌÅÔËÁ ÐÏÒÑÄËÁ k_1 É Ô. Ä. (Ô. Å. ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ, ÏÔŒÅÞÁÀÝÉÅ ÒÁÚÌÉÞ- ÎÙÍ ËÌÅÔËÁÍ, ÒÁÚÌÉÞÎÙ). ôÏÇÄÁ D_i(˘) ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ

D_n(˘) = (˘ − ˘_1)^{n1} (˘ − ˘_2)^{m1} (˘ − ˘_3)^{k1} : : : ; D_{n−1}(˘) = 1; D_{n−2}(˘) = 1; . . . . . . . . .

238 ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÊ ŒÉÄ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ [ÇÌ. iii

õËÁÚÁÎÎÙÊ ŒÙÛÅ ÏÂÝÉÊ ŒÉÄ ÄÌÑ D_k(˘) ÐÏËÁÚÙŒÁÅÔ, ÞÔÏ ŒÍÅÓÔÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ D_k(˘) ÕÄÏÂÎÅÅ ŒŒÅÓÔÉ ÉÈ ÏÔÎÏ- ÛÅÎÉÑ E_k(˘) =

D_k(˘) D_{k−1}(˘) :

íÎÏÇÏÞÌÅÎÙ E_k(˘) ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÙÍÉ ÍÎÏ- ÖÉÔÅÌÑÍÉ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÅÓÌÉ ÍÁÔÒÉÃÁ A ÉÍÅÅÔ ÖÏÒÄÁÎÏŒÕ ÎÏÒÍÁÌØÎÕÀ ÆÏÒÍÕ, Œ ËÏÔÏÒÏÊ ÉÍÅÅÔÓÑ p ĂËÌÅÔÏËĄ ÐÏÒÑÄËÏŒ n_1; n_2; : : : ; n_p (n_1 ⩾ n_2 ⩾ : : : ⩾ n_p), ÏÔŒÅÞÁÀÝÉÈ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÍÕ ÚÎÁÞÅÎÉÀ ˘_1, q ĂËÌÅÔÏËĄ ÐÏÒÑÄËÏŒ m_1; m_2; : : : ; m_q (m_1 ⩾ m_2 ⩾ : : : ⩾ m_q), ÏÔŒÅ- ÞÁÀÝÉÈ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÍÕ ÚÎÁÞÅÎÉÀ ˘_2 É Ô. Ä., ÔÏ ÉÎŒÁÒÉ- ÁÎÔÎÙÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ E_k(˘) ÉÍÅÀÔ ŒÉÄ

E_n(˘) = (˘ − ˘_1)^{n1} (˘ − ˘_2)^{m1} : : : ; E_{n−1}(˘) = (˘ − ˘_1)^{n2} (˘ − ˘_2)^{m2} : : : ; E_{n−2}(˘) = (˘ − ˘_1)^{n3} (˘ − ˘_2)^{m3} : : : ; . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

íÙ ŒÉÄÉÍ, ÞÔÏ ÚÁÄÁÎÉÅ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÉÎŒÁ- ÒÉÁÎÔÎÙÈ ÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ E_n(˘); E_{n−1}(˘); : : : ÐÏÌÎÏÓÔØÀ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ÖÏÒÄÁÎÏŒÕ ÎÏÒÍÁÌØÎÕÀ ÆÏÒÍÕ ÍÁÔÒÉÃÙ A; ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ˘_i ÐÏÌÕÞÁÀÔÓÑ ËÁË ËÏÒÎÉ ÕÒÁŒ- ÎÅÎÉÑ E_n(˘) = 0. òÁÚÍÅÒÙ ÖÅ n_1; n_2; : : : ; n_p ËÌÅÔÏË, ÏÔ- ŒÅÞÁÀÝÉÈ ÄÁÎÎÏÍÕ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÍÕ ÚÎÁÞÅÎÉÀ ˘_1, ÒÁŒÎÙ ÓÔÅÐÅÎÑÍ, Ó ËÏÔÏÒÙÍÉ ÄŒÕÞÌÅÎ ˘ − ˘_1 ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ ÓÏÏÔ- ŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ Œ E_n(˘); E_{n−1}(˘); : : :

íÙ ÔÅÐÅÒØ Œ ÓÏÓÔÏÑÎÉÉ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒÁÔØ ÎÅÏÂÈÏÄÉ- ÍÙÅ É ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÙÅ ÕÓÌÏŒÉÑ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÑ ÂÁÚÉÓÁ, Œ ËÏ- ÔÏÒÏÍ ÍÁÔÒÉÃÁ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ ÄÉÁÇÏÎÁÌØ- ÎÁ. äÌÑ ÔÏÇÏ ÞÔÏÂÙ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÌ ÂÁÚÉÓ, Œ ËÏÔÏÒÏÍ ÍÁ- ÔÒÉÃÁ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÁ, ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ É ÄÏ- ÓÔÁÔÏÞÎÏ, ÞÔÏÂÙ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÙÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ ÜÔÏÊ ÍÁ- ÔÒÉÃÙ ÉÍÅÌÉ ÌÉÛØ ÐÒÏÓÔÙÅ ËÏÒÎÉ.

§ 21] ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÙÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ 239

äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÍÙ ŒÉÄÅÌÉ, ÞÔÏ ËÒÁÔÎÏÓÔÉ ËÏÒÎÅÊ ˘_1; ˘_2; : : : ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÙÈ ÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔ ÐÏ- ÒÑÄËÉ ËÌÅÔÏË Œ ÖÏÒÄÁÎÏŒÏÊ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÊ ÆÏÒÍÅ. ðÒÏ- ÓÔÏÔÁ ËÏÒÎÅÊ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÙÈ ÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÔÁ- ËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÞÔÏ ÜÔÉ ËÌÅÔËÉ ÐÅÒŒÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ, Ô. Å. ÞÔÏ ÖÏÒÄÁÎÏŒÁ ÎÏÒÍÁÌØÎÁÑ ÆÏÒÍÁ ÍÁÔÒÉÃÙ ÓŒÏÄÉÔÓÑ Ë ÄÉÁ- ÇÏÎÁÌØÎÏÊ.

ô Å Ï Ò Å Í Á 2. äÌÑ ÔÏÇÏ ÞÔÏÂÙ ÄŒÅ ÍÁÔÒÉÃÙ ÂÙÌÉ ÐÏÄÏÂÎÙ, ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ É ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ, ÞÔÏÂÙ ÉÈ ÉÎŒÁÒÉ- ÁÎÔÎÙÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ ÓÏŒÐÁÄÁÌÉ.

ä Ï Ë Á Ú Á Ô Å Ì Ø Ó Ô Œ Ï. íÙ ÄÏËÁÚÁÌÉ (ÌÅÍÍÁ 2), ÞÔÏ Õ ÐÏÄÏÂÎÙÈ ÍÁÔÒÉÃ ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ D_k(˘). óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ É ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÙÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ E_k(˘), ÑŒÌÑÀÝÉÅÓÑ ÉÈ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍÉ.

ïÂÒÁÔÎÏ, ÐÕÓÔØ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÙÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ ÍÁÔÒÉÃ A É B ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ. íÙ ÚÎÁÅÍ, ÞÔÏ ËÁÖÄÁÑ ÍÁÔÒÉÃÁ ÐÏÄÏÂ- ÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÍÁÔÒÉÃÅ, ÉÍÅÀÝÅÊ ÖÏÒÄÁÎÏŒÕ ÎÏÒÍÁÌØ- ÎÕÀ ÆÏÒÍÕ. ôÁË ËÁË ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÙÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ Õ A É B ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ, ÔÏ ÉÈ ÎÏÒÍÁÌØÎÙÅ ÖÏÒÄÁÎÏŒÙ ÆÏÒÍÙ ÔÏÖÅ ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÁÔÒÉÃÙ A É B ÐÏÄÏÂÎÙ ÏÄÎÏÊ É ÔÏÊ ÖÅ ÍÁÔÒÉÃÅ É, ÚÎÁÞÉÔ, A ÐÏÄÏÂÎÁ B.

ô Å Ï Ò Å Í Á 3. îÏÒÍÁÌØÎÁÑ ÆÏÒÍÁ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÐÒÅ- ÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÓÁÍÉÍ ÌÉÎÅÊÎÙÍ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅÍ.

ä Ï Ë Á Ú Á Ô Å Ì Ø Ó Ô Œ Ï. íÁÔÒÉÃÙ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ A Œ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÂÁÚÉÓÁÈ ÐÏÄÏÂÎÙ. ôÁË ËÁË ÐÏÄÏÂÎÙÅ ÍÁÔÒÉÃÙ ÉÍÅÀÔ ÏÄÉÎÁËÏŒÙÅ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÙÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ, Á ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÙÍÉ ÍÎÏÖÉÔÅÌÑÍÉ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑ- ÅÔÓÑ ÎÏÒÍÁÌØÎÁÑ ÆÏÒÍÁ, ÔÏ ÎÏÒÍÁÌØÎÁÑ ÆÏÒÍÁ ÄÁÎÎÏ- ÇÏ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ, É ÔÅÏÒÅÍÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ.

íÙ Œ ÓÏÓÔÏÑÎÉÉ ÔÅÐÅÒØ ÎÁÊÔÉ ÖÏÒÄÁÎÏŒÕ ÎÏÒÍÁÌØ- ÎÕÀ ÆÏÒÍÕ ÍÁÔÒÉÃÙ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ŒÚÑÔØ ÍÁÔÒÉÃÕ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÐÒÅÏÂÒÁ- ÚÏŒÁÎÉÑ Œ ËÁËÏÍ-ÎÉÂÕÄØ ÂÁÚÉÓÅ É ÎÁÊÔÉ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÙÅ

240 ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÊ ŒÉÄ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ [ÇÌ. iii

ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ ÍÁÔÒÉÃÙ A. òÁÚÌÏÖÉŒ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÙÅ ÍÎÏ- ÖÉÔÅÌÉ Œ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ŒÉÄÁ (˘ − ˘_1)^n(˘ − ˘_2)^m : : : , ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÚÎÁÔØ ËÁË ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ, ÔÁË É ÏÔŒÅÞÁÀ- ÝÉÅ ÉÍ ÐÏÒÑÄËÉ ËÌÅÔÏË.

§ 22. ˘-ÍÁÔÒÉÃÙ

1. ˘-ÍÁÔÒÉÃÅÊ (ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÊ ÍÁÔÒÉÃÅÊ) ÎÁÚÙŒÁ- ÅÔÓÑ ÍÁÔÒÉÃÁ, ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ËÏÔÏÒÏÊ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅ- ÎÙ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÂÕËŒÙ ˘. óÔÅÐÅÎØÀ ˘-ÍÁ- ÔÒÉÃÙ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÎÁÉŒÙÓÛÁÑ ÉÚ ÓÔÅÐÅÎÅÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ, ŒÈÏÄÑÝÉÈ Œ ÓÏÓÔÁŒ ÍÁÔÒÉÃÙ. ñÓÎÏ, ÞÔÏ ˘-ÍÁÔÒÉÃÁ ÓÔÅ- ÐÅÎÉ n ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÁ Œ ŒÉÄÅ

A_0˘^n + A_1˘^{n−1} + : : : + A_n;

ÇÄÅ A_k | ÍÁÔÒÉÃÙ, ÕÖÅ ÎÅ ÚÁŒÉÓÑÝÉÅ ÏÔ ˘^∗). þÁÓÔÎÙÊ ÓÌÕÞÁÊ ˘-ÍÁÔÒÉÃ ÎÁÍ ÕÖÅ ŒÓÔÒÅÞÁÌÓÑ ÎÅÏÄÎÏËÒÁÔÎÏ, Á ÉÍÅÎÎÏ ÍÁÔÒÉÃÙ ŒÉÄÁ A−˘E. òÅÚÕÌØÔÁÔÙ, ËÏÔÏÒÙÅ ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ Œ ÜÔÏÍ ÐÁÒÁÇÒÁÆÅ, ÄÌÑ ÓÌÕÞÁÑ ˘-ÍÁÔÒÉÃ ŒÉÄÁ A − ˘E ÓÏÄÅÒÖÁÔ ËÁË ÞÁÓÔÎÙÊ ÓÌÕÞÁÊ ÍÎÏÇÉÅ ÉÚ ÒÅ- ÚÕÌØÔÁÔÏŒ, ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÈ Œ ÐÒÅÄÙÄÕÝÉÈ ÐÁÒÁÇÒÁÆÁÈ ÜÔÏÊ ÇÌÁŒÙ.

˘-ÍÁÔÒÉÃÙ ŒÓÔÒÅÞÁÀÔÓÑ ŒÏ ŒÓÅÈ ŒÏÐÒÏÓÁÈ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ. ôÁË, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÒÅÛÅÎÉÅ ÓÉÓÔÅÍÙ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉ- ÁÌØÎÙÈ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ ÐÅÒŒÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ Ó ÐÏÓÔÏÑÎÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎ- ÔÁÍÉ dy_i dx = n∑ k=1 a_{ik}y_k (i = 1; 2; : : : ; n) (1)

ÉÝÅÔÓÑ ÏÂÙÞÎÏ Œ ŒÉÄÅ y_k = c_k e^{˘x}; (2)

ÇÄÅ ˘ É c_k | ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÐÏÓÔÏÑÎÎÙÅ. äÌÑ ÉÈ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÐÏÄÓÔÁ- ŒÉÍ ÆÕÎËÃÉÉ (2) Œ ÓÉÓÔÅÍÕ É ÓÏËÒÁÔÉÍ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ ÎÁ e^{˘x}. íÙ

∗) œ ÜÔÏÍ ÐÁÒÁÇÒÁÆÅ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÍÁÔÒÉÃÙ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÓŒÅÔÌÙÍÉ ÂÕËŒÁÍÉ.

§ 22] ˘-ÍÁÔÒÉÃÙ 241

ÐÏÌÕÞÉÍ ÓÉÓÔÅÍÕ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ

˘ci = n∑ k=1 a_{ik}c_k ;

ÍÁÔÒÉÃÁ ËÏÔÏÒÏÊ ÅÓÔØ A − ˘E, ÇÄÅ A | ÍÁÔÒÉÃÁ ÉÚ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎ- ÔÏŒ ÓÉÓÔÅÍÙ (1). ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÉÚÕÞÅÎÉÅ ÓÉÓÔÅÍÙ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉ- ÁÌØÎÙÈ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ (1) ÔÅÓÎÏ ÓŒÑÚÁÎÏ Ó ˘-ÍÁÔÒÉÃÅÊ ÐÅÒŒÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ˘: A − ˘E.

áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÉÓÓÌÅÄÏŒÁÎÉÅ ÓÉÓÔÅÍÙ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ ÐÏÒÑÄËÁ ŒÙÛÅ ÐÅÒŒÏÇÏ ÐÒÉŒÏÄÉÔ Ë ÉÓÓÌÅÄÏŒÁÎÉÀ ˘-ÍÁÔÒÉÃ ŒÙÓÛÉÈ ÓÔÅÐÅÎÅÊ. îÁ- ÐÒÉÍÅÒ, ÉÓÓÌÅÄÏŒÁÎÉÅ ÓÉÓÔÅÍÙ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ n∑ k=1 a_{ik} d^2y^k dx^2 + n∑ k=1 b_{ik} dy^kdx + n∑ k=1 c_{ik} y_k = 0

ÐÒÉŒÏÄÉÔ Ë ÉÓÓÌÅÄÏŒÁÎÉÀ ˘-ÍÁÔÒÉÃÙ A˘^2 +B˘+C, ÇÄÅ A = ‖a_{ik} ‖, B = ‖b_{ik}‖, C = ‖c_{ik} ‖.

íÙ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÅÊÞÁÓ ŒÏÐÒÏÓ Ï ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÏÍ ŒÉÄÅ ˘-ÍÁÔÒÉÃ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÔÁË ÎÁÚÙŒÁÅÍÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ.

üÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÍÉ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑÍÉ ˘-ÍÁÔÒÉÃ ÎÁÚÙ- ŒÁÀÔÓÑ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÔÉÐÏŒ.

1^∘ ðÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÁ ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÊ ÄŒÕÈ ËÁËÉÈ-ÌÉÂÏ ÓÔÒÏË ÉÌÉ ÓÔÏÌÂÃÏŒ ÍÁÔÒÉÃÙ.

2^∘ ðÒÉÂÁŒÌÅÎÉÅ Ë ÓÔÒÏËÅ ËÁËÏÊ-ÌÉÂÏ ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÒÏËÉ, ÕÍÎÏÖÅÎÎÏÊ ÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ’(˘), É, ÁÎÁÌÏÇÉÞ- ÎÏ, ÐÒÉÂÁŒÌÅÎÉÅ Ë ÓÔÏÌÂÃÕ ÄÒÕÇÏÇÏ ÓÔÏÌÂÃÁ, ÕÍÎÏÖÅÎ- ÎÏÇÏ ÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ.

3^∘ õÍÎÏÖÅÎÉÅ ÓÔÒÏËÉ ÉÌÉ ÓÔÏÌÂÃÁ ÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÞÉ- ÓÌÏ, ÏÔÌÉÞÎÏÅ ÏÔ ÎÕÌÑ.

ï Ð Ò Å Ä Å Ì Å Î É Å. äŒÅ ˘-ÍÁÔÒÉÃÙ ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙÍÉ, ÅÓÌÉ ÏÄÎÁ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÐÏÌÕÞÅÎÁ ÉÚ ÄÒÕÇÏÊ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØÀ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒ- ÎÙÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ.

ïÂÒÁÔÎÏÅ Ë ËÁÖÄÏÍÕ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÏÍÕ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁ- ÎÉÀ ÅÓÔØ ÓÎÏŒÁ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ. üÔÏ ÌÅÇ- ËÏ ÐÒÏŒÅÒÑÅÔÓÑ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÉÚ ÔÒÅÈ ÔÉÐÏŒ ÜÌÅÍÅÎ- ÔÁÒÎÙÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ. ôÁË, ÅÓÌÉ ˘-ÍÁÔÒÉÃÁ B(˘)

242 ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÊ ŒÉÄ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ [ÇÌ. iii

ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ ˘-ÍÁÔÒÉÃÙ A(˘) ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÏÊ ÓÔÒÏË, ÔÏ ÏÂÒÁÔÎÏÊ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÏÊ ÓÔÒÏË ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÉÚ B(˘) ÐÏÌÕ- ÞÉÔØ A(˘). åÓÌÉ B(˘) ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ A(˘) ÐÒÉÂÁŒÌÅÎÉÅÍ Ë k-Ê ÓÔÒÏËÅ i-Ê, ÕÍÎÏÖÅÎÎÏÊ ÎÁ ’(˘), ÔÏ, ÏÂÒÁÔÎÏ, A(˘) ÍÏÖÎÏ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÉÚ B(˘) ÐÒÉÂÁŒÌÅÎÉÅÍ Ë k-Ê ÓÔÒÏËÅ i-Ê, ÕÍÎÏÖÅÎÎÏÊ ÎÁ −’(˘).

éÚ ÓÄÅÌÁÎÎÏÇÏ ÚÁÍÅÞÁÎÉÑ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ˘-ÍÁÔÒÉ- ÃÁ K(˘) ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÁ L(˘), ÔÏ É ÏÂÒÁÔÎÏ, L(˘) ÜËŒÉ- ŒÁÌÅÎÔÎÁ K(˘). œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÐÕÓÔØ ÉÚ K(˘) ÐÒÉÍÅÎÅ- ÎÉÅÍ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÈ ÐÒÅ- ÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ L(˘). ôÏÇÄÁ, ÐÒÉÍÅÎÑÑ Ë L(˘) Œ ÏÂÒÁÔÎÏÍ ÐÏÒÑÄËÅ ÏÂÒÁÔÎÙÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ, ÍÙ ÐÒÉ- ÄÅÍ Ë K(˘).

åÓÌÉ ÄŒÅ ˘-ÍÁÔÒÉÃÙ K_1(˘) É K_2(˘) ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙ ÎÅ- ËÏÔÏÒÏÊ ÍÁÔÒÉÃÅ K(˘), ÔÏ ÏÎÉ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙ ÍÅÖÄÕ ÓÏ- ÂÏÊ. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÅÓÌÉ ÓÎÁÞÁÌÁ ÐÒÏŒÅÓÔÉ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁ- ÔÅÌØÎÏÓÔØ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ, ÐÅÒÅŒÏÄÑÝÉÈ K_1(˘) Œ K(˘), Á ÚÁÔÅÍ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ, ÐÅÒÅŒÏÄÑÝÉÅ K(˘) Œ K_2(˘), ÔÏ ÍÙ ÐÅÒÅŒÅÄÅÍ K_1(˘) Œ K_2(˘), Ô. Å. K_1(˘) ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÁ K_2(˘).

ïÓÎÏŒÎÏÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ Ð. 1 ÜÔÏÇÏ ÐÁÒÁÇÒÁÆÁ ÓÏÓÔÏÉÔ Œ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÅ ÔÅÏÒÅÍÙ Ï ÔÏÍ, ÞÔÏ ŒÓÑËÕÀ ˘-ÍÁÔÒÉÃÕ ÍÏÖÎÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÍÉ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑÍÉ ÐÒÉŒÅÓÔÉ Ë ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÏÍÕ ŒÉÄÕ. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÕ ÜÔÏÇÏ ÐÒÅÄÌÏÖÅ- ÎÉÑ ÐÒÅÄÐÏÛÌÅÍ ÌÅÍÍÕ:

ì Å Í Í Á 1. åÓÌÉ ÜÌÅÍÅÎÔ a_{11}(˘) Œ ˘-ÍÁÔÒÉÃÅ A(˘) ÎÅ ÒÁŒÅÎ ÎÕÌÀ É ÅÓÌÉ ÎÅ ŒÓÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ a_{ik}(˘) ÍÁÔÒÉ- ÃÙ A(˘) ÄÅÌÑÔÓÑ ÎÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ a_{11}(˘), ÔÏ ÍÏÖÎÏ ÐÏ- ÄÏÂÒÁÔØ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÕÀ A(˘) ˘-ÍÁÔÒÉÃÕ B(˘), ÄÌÑ ËÏ- ÔÏÒÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ b_{11}(˘) ÔÁËÖÅ ÎÅ ÒÁŒÅÎ ÎÕÌÀ É ÉÍÅÅÔ ÓÔÅÐÅÎØ ÂÏÌÅÅ ÎÉÚËÕÀ, ÞÅÍ a_{11}(˘).

ä Ï Ë Á Ú Á Ô Å Ì Ø Ó Ô Œ Ï. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ ÓÎÁÞÁÌÁ, ÞÔÏ ÎÅ ÄÅÌÑÝÉÊÓÑ ÎÁ a_{11}(˘) ÜÌÅÍÅÎÔ ÍÁÔÒÉÃÙ A(˘) ÎÁÈÏÄÉÔ- ÓÑ Œ ÐÅÒŒÏÊ ÓÔÒÏËÅ. ðÕÓÔØ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, a_{1k}(˘) ÎÅ ÄÅÌÉÔÓÑ

§ 22] ˘-ÍÁÔÒÉÃÙ 243

ÎÁ a_{11}(˘). ôÏÇÄÁ a_{1k}(˘) ÍÏÖÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÔØ Œ ŒÉÄÅ

a_{1k}(˘) = a_{11}(˘)’(˘) + b(˘);

ÇÄÅ ’(˘) | ÞÁÓÔÎÏÅ, b(˘) ≠ 0 | ÏÓÔÁÔÏË ÏÔ ÄÅÌÅÎÉÑ a_{1k}(˘) ÎÁ a_{11}(˘) É, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÓÔÅÐÅÎØ b(˘) ÎÉÖÅ, ÞÅÍ ÓÔÅÐÅÎØ a_{11}(˘). œÙÞÔÅÍ ÉÚ k-ÇÏ ÓÔÏÌÂÃÁ ÐÅÒŒÙÊ, ÕÍÎÏ- ÖÅÎÎÙÊ ÎÁ ’(˘). ðÏÌÕÞÉÍ ÍÁÔÒÉÃÕ, ÇÄÅ ŒÍÅÓÔÏ a_{1k}(˘) ÓÔÏÉÔ ÔÅÐÅÒØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ b(˘), ÉÍÅÀÝÉÊ ÂÏÌÅÅ ÎÉÚËÕÀ ÓÔÅÐÅÎØ, ÞÅÍ a_{11}(˘). ðÅÒÅÓÔÁŒÌÑÑ ÔÅÐÅÒØ k-Ê ÓÔÏÌÂÅÃ Ó ÐÅÒŒÙÍ, ÍÙ ÐÅÒÅŒÅÄÅÍ b(˘) Œ ÌÅŒÙÊ ŒÅÒÈÎÉÊ ÕÇÏÌ.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅÐÅÒØ ÓÌÕÞÁÊ, ËÏÇÄÁ ŒÓÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÐÅÒ- ŒÏÊ ÓÔÒÏËÉ É ÐÅÒŒÏÇÏ ÓÔÏÌÂÃÁ ÄÅÌÑÔÓÑ ÎÁ a_{11}(˘), Á ÎÅËÏ- ÔÏÒÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ a_{ik}(˘) ÎÅ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ a_{11}(˘). üÔÏÔ ÓÌÕÞÁÊ ÍÙ ÓŒÅÄÅÍ Ë ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÍÕ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ: a_{i1}(˘) ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ a_{11}(˘), Ô. Å. ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ a_{i1}(˘) = ’(˘)a_{11}(˘). œÙÞÔÅÍ ÉÚ i-Ê ÓÔÒÏËÉ ÐÅÒŒÕÀ, ÕÍÎÏÖÅÎÎÕÀ ÎÁ ’(˘). ôÏÇÄÁ a_{i1}(˘) ÚÁÍÅÎÉÔÓÑ ÎÕÌÅÍ, ÜÌÅÍÅÎÔ a_{ik}(˘) ÚÁÍÅÎÉÔ- ÓÑ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ a^′_{ik}(˘) = a_{ik}(˘) − ’(˘)a_{1k}(˘), ËÏÔÏÒÙÊ ÐÏ-ÐÒÅÖÎÅÍÕ ÎÅ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ a_{11}(˘) (ÔÁË ËÁË a_{1k}(˘) ÐÏ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÀ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ a_{11}(˘)). ðÒÉÂÁŒÉÍ ÔÅÐÅÒØ i-À ÓÔÒÏËÕ Ë ÐÅÒŒÏÊ. ôÁË ËÁË ÎÁ ÐÅÒŒÏÍ ÍÅÓÔÅ Œ i-Ê ÓÔÒÏËÅ ÔÅÐÅÒØ ÓÔÏÉÔ ÎÕÌØ, ÔÏ a_{11}(˘) ÎÅ ÉÚÍÅÎÉÔÓÑ, Á ÎÁ k-Í ÍÅÓÔÅ Œ ÐÅÒŒÏÊ ÓÔÒÏËÅ ÔÅÐÅÒØ ÂÕÄÅÔ ÓÔÏÑÔØ a_{1k}(˘) + a^′_{ik}(˘) = a_{1k}(˘)(1 − ’(˘)) + a_{ik}(˘) É, ÓÌÅÄÏŒÁ- ÔÅÌØÎÏ, Œ ÐÅÒŒÏÊ ÓÔÒÏËÅ ÉÍÅÅÔÓÑ ÜÌÅÍÅÎÔ, ÎÅ ÄÅÌÑÝÉÊÓÑ ÎÁ a_{11}(˘). íÙ ÓŒÅÌÉ ÜÔÏÔ ÓÌÕÞÁÊ Ë ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÎÏÍÕ ŒÙ- ÛÅ É, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÌÅÍÍÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ.

œ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÐÏÌØÚÏŒÁÔØÓÑ ÔÁËÖÅ ÓÌÅ- ÄÕÀÝÉÍ ÚÁÍÅÞÁÎÉÅÍ: ÅÓÌÉ ŒÓÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ˘-ÍÁÔÒÉÃÙ B(˘) ÄÅÌÑÔÓÑ ÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ E(˘), ÔÏ ÐÏ- ÓÌÅ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ ÎÁÄ ÍÁÔÒÉÃÅÊ B(˘) ÍÙ ÓÎÏŒÁ ÐÏÌÕÞÉÍ ÍÁÔÒÉÃÕ, ÜÌÅÍÅÎÔÙ ËÏÔÏÒÏÊ ÄÅÌÑÔÓÑ ÎÁ E(˘).

ðÅÒÅÊÄÅÍ ÔÅÐÅÒØ Ë ÐÒÉŒÅÄÅÎÉÀ ˘-ÍÁÔÒÉÃÙ Ë ÄÉÁÇÏ- ÎÁÌØÎÏÍÕ ŒÉÄÕ.

244 ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÊ ŒÉÄ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ [ÇÌ. iii

íÙ ÍÏÖÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ a_{11}(˘) ≠ 0, ÔÁË ËÁË, ÅÓÌÉ Œ ÍÁÔÒÉÃÅ ÅÓÔØ ÈÏÔØ ÏÄÉÎ ÜÌÅÍÅÎÔ, ÏÔÌÉÞÎÙÊ ÏÔ ÎÕÌÑ, ÔÏ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÁÍÉ ÓÔÒÏË É ÓÔÏÌÂÃÏŒ ÅÇÏ ÍÏÖÎÏ ÐÅÒÅŒÅÓÔÉ ÎÁ ÜÔÏ ÍÅÓÔÏ. åÓÌÉ ÎÅ ŒÓÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÍÁÔÒÉÃÙ ÄÅÌÑÔÓÑ ÎÁ a_{11}(˘), ÔÏ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÓÐÏÓÏÂÏÍ, ÕËÁÚÁÎÎÏÍ Œ ÌÅÍÍÅ, ÚÁÍÅÎÉÔØ ÍÁÔÒÉÃÕ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÊ, Œ ËÏÔÏÒÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ, ÓÔÏÑÝÉÊ Œ ÌÅŒÏÍ ŒÅÒÈÎÅÍ ÕÇÌÕ, ÉÍÅÅÔ ÂÏÌÅÅ ÎÉÚËÕÀ ÓÔÅ- ÐÅÎØ É ÐÏ-ÐÒÅÖÎÅÍÕ ÏÔÌÉÞÅÎ ÏÔ ÎÕÌÑ. åÓÌÉ ÎÅ ŒÓÅ ÜÌÅ- ÍÅÎÔÙ ÄÅÌÑÔÓÑ ÎÁ ÎÅÇÏ, ÔÏ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÏÐÑÔØ ÐÏÎÉÚÉÔØ ÓÔÅÐÅÎØ ÜÔÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ É Ô. Ä. ðÒÏÃÅÓÓ ÚÁËÏÎÞÉÔÓÑ, ËÏ- ÇÄÁ ÍÙ ÐÒÉÄÅÍ Ë ÍÁÔÒÉÃÅ B(˘), Œ ËÏÔÏÒÏÊ ŒÓÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÄÅÌÑÔÓÑ ÎÁ b_{11}(˘).

ôÁË ËÁË ÜÌÅÍÅÎÔÙ b_{12}(˘); : : : ; b_{1n}(˘) ÐÅÒŒÏÊ ÓÔÒÏËÉ ÄÅ- ÌÑÔÓÑ ÎÁ b_{11}(˘), ÔÏ, ŒÙÞÉÔÁÑ ÉÚ ŒÔÏÒÏÇÏ, ÔÒÅÔØÅÇÏ É Ô. Ä. ÓÔÏÌÂÃÁ ÐÅÒŒÙÊ, ÕÍÎÏÖÅÎÎÙÊ ÎÁ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ ÐÏÄÏ- ÂÒÁÎÎÙÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ÏÔ ˘, ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÏÂÒÁÔÉÔØ Œ ÎÕÌØ 2-Ê, 3-Ê, : : : , n-Ê ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÐÅÒŒÏÊ ÓÔÒÏËÉ. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÏÂÒÁÔÉÍ Œ ÎÕÌØ ŒÓÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ, ÎÁÞÉÎÁÑ ÓÏ ŒÔÏÒÏÇÏ, Œ ÐÅÒŒÏÍ ÓÔÏÌÂÃÅ. ôÁË ËÁË Œ ÍÁÔÒÉÃÅ B(˘) ŒÓÅ ÜÌÅÍÅÎ- ÔÙ ÄÅÌÉÌÉÓØ ÎÁ b_{11}(˘), ÔÏ Œ ÐÏÌÕÞÅÎÎÏÊ ÍÁÔÒÉÃÅ ŒÓÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÔÁËÖÅ ÄÅÌÑÔÓÑ ÎÁ b_{11}(˘). òÁÚÄÅÌÉÍ ŒÓÅ ÜÌÅ- ÍÅÎÔÙ ÐÅÒŒÏÊ ÓÔÒÏËÉ ÎÁ ÓÔÁÒÛÉÊ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ ÍÎÏÇÏ- ÞÌÅÎÁ b_{11}(˘). îÁ ÐÅÒŒÏÍ ÍÅÓÔÅ ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÓÏ ÓÔÁÒÛÉÍ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏÍ 1, ËÏÔÏÒÙÊ ÍÙ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅ- ÒÅÚ E_1(˘), Á ÎÁ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÍÅÓÔÁÈ ÂÕÄÕÔ ÐÏ-ÐÒÅÖÎÅÍÕ ÎÕÌÉ.

íÙ ÐÒÉÛÌÉ, ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, Ë ÍÁÔÒÉÃÅ ÓÌÅÄÕÀÝÅÇÏ ŒÉÄÁ:

E_1(˘) 0 0 : : : 0 0 c_{22}(˘) c_{23}(˘) : : : c_{2n}(˘) 0 c_{32}(˘) c_{33}(˘) : : : c_{3n}(˘) : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :

0 c_{n2}(˘) c_{n3}(˘) : : : c_{nn}(˘)

; (3)

ŒÓÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ËÏÔÏÒÏÊ ÄÅÌÑÔÓÑ ÎÁ E_1(˘).

§ 22] ˘-ÍÁÔÒÉÃÙ 245

íÙ ÍÏÖÅÍ ÔÅÐÅÒØ ÐÏŒÔÏÒÉÔØ Ó ÍÁÔÒÉÃÅÊ (n − 1)-ÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ ‖c_{ik}(˘)‖ ÔÅ ÖÅ ÏÐÅÒÁÃÉÉ, ÞÔÏ Ó ÍÁÔÒÉÃÅÊ n-ÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ŒÓÑËÏÅ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ- ŒÁÎÉÅ ÍÁÔÒÉÃÙ ‖c_{ik}‖ ÅÓÔØ Œ ÔÏ ÖÅ ŒÒÅÍÑ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ ÍÁÔÒÉÃÙ (3), ÔÁË ËÁË Œ ÐÅÒŒÏÊ ÓÔÒÏËÅ É ÓÔÏÌÂÃÅ ŒÓÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ, ËÒÏÍÅ E_1(˘), ÒÁŒÎÙ ÎÕÌÀ.

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÙ ÏÂÒÁÔÉÍ Œ ÎÕÌØ ŒÓÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ŒÔÏÒÏÊ ÓÔÒÏËÉ É ŒÔÏÒÏÇÏ ÓÔÏÌÂÃÁ, ËÒÏÍÅ ÄÉÁÇÏÎÁÌØ- ÎÏÇÏ. ðÏÌÕÞÅÎÎÙÊ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ (ÓÔÁÒÛÉÊ ËÏ- ÜÆÆÉÃÉÅÎÔ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÔÁËÖÅ ÓÞÉÔÁÅÍ ÒÁŒÎÙÍ ÅÄÉÎÉÃÅ) ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ E_2(˘). œÓÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ c_{ik}(˘) ÄÅÌÑÔÓÑ ÎÁ E_1(˘). ðÏÜÔÏÍÕ ŒÓÅ ÄÁÌØÎÅÊÛÉÅ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ ŒÓÅÇÄÁ ÐÒÉŒÏÄÑÔ ÎÁÓ Ë ÜÌÅÍÅÎÔÁÍ, ÄÅÌÑÝÉÍÓÑ ÎÁ E_1(˘). œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, E_2(˘) ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ E_1(˘).

íÙ ÐÒÉÛÌÉ, ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, Ë ÍÁÔÒÉÃÅ, Õ ËÏÔÏÒÏÊ Œ ÐÅÒŒÙÈ ÄŒÕÈ ÓÔÒÏËÁÈ É ÓÔÏÌÂÃÁÈ ŒÓÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ, ËÒÏ- ÍÅ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÈ, ÒÁŒÎÙ ÎÕÌÀ, Á ÐÏ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ ÓÔÏÑÔ E_1(˘) É E_2(˘), ÐÒÉÞÅÍ E_2(˘) ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ E_1(˘). íÙ ÓÍÏ- ÖÅÍ ÐÒÏÄÏÌÖÁÔØ ÜÔÏÔ ÐÒÏÃÅÓÓ ÄÁÌÅÅ, ÐÏËÁ ÎÅ ÐÒÉŒÅÄÅÍ ŒÓÀ ÍÁÔÒÉÃÕ Ë ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÏÍÕ ŒÉÄÕ. íÏÖÅÔ, ËÏÎÅÞÎÏ, ÏËÁÚÁÔØÓÑ, ÞÔÏ ÍÙ ÚÁËÏÎÞÉÍ ÐÒÏÃÅÓÓ ÒÁÎØÛÅ, ÐÒÉÄÑ Ë ÍÁÔÒÉÃÅ, ÓÏÓÔÏÑÝÅÊ ÓÐÌÏÛØ ÉÚ ÎÕÌÅÊ.

éÔÁË, ÄÏËÁÚÁÎÁ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ô Å Ï Ò Å Í Á 1. œÓÑËÁÑ ˘-ÍÁÔÒÉÃÁ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÍÉ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑÍÉ ÐÒÉŒÅÄÅÎÁ Ë ŒÉÄÕ

E_1(˘) 0 0 : : : 0 0 E_2(˘) 0 : : : 0 0 0 E_3(˘) : : : 0 : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :

0 0 0 : : : E_n(˘)

; (4)

ÇÄÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ E_k(˘), ÓÔÏÑÝÉÅ ÐÏ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ, ÉÍÅ- ÀÔ ÓÔÁÒÛÉÅ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ, ÒÁŒÎÙÅ ÅÄÉÎÉÃÅ, ÍÎÏÇÏ- ÞÌÅÎ E_2(˘) ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ E_1(˘), E_3(˘) ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ E_2(˘),

246 ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÊ ŒÉÄ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ [ÇÌ. iii

E_4(˘) ÎÁ E_3(˘) É Ô. Ä. üÔÏÔ ŒÉÄ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÎÏÒÍÁÌØ- ÎÏÊ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÏÊ ÆÏÒÍÏÊ ˘-ÍÁÔÒÉÃÙ.

ëÏÎÅÞÎÏ, ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÞÉÓÌÏ ÐÏÓÌÅÄÎÉÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ E_k(˘) Œ ÍÁÔÒÉÃÅ (4) ÍÏÖÅÔ ÏËÁÚÁÔØÓÑ ÒÁŒÎÙÍ ÎÕÌÀ:

E_{r+1}(˘) = E_{r+2}(˘) = : : : = 0:

ú Á Í Å Þ Á Î É Å. íÙ ÐÒÉŒÅÌÉ ÍÁÔÒÉÃÕ A(˘) Ë ÎÏÒ- ÍÁÌØÎÏÍÕ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÏÍÕ ŒÉÄÕ, Œ ËÏÔÏÒÏÍ ËÁÖÄÙÊ ÄÉÁ- ÇÏÎÁÌØÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ ÐÒÅÄÛÅÓÔŒÕÀÝÉÊ. åÓÌÉ ÐÏÓÔÁŒÉÔØ ÓÅÂÅ ÃÅÌØÀ ÐÒÉŒÅÄÅÎÉÅ ÍÁÔÒÉÃÙ Ë ËÁËÏÍÕ- ÎÉÂÕÄØ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÏÍÕ ŒÉÄÕ, ÏÔÂÒÏÓÉŒ ÔÒÅÂÏŒÁÎÉÅ ÄÅ- ÌÉÍÏÓÔÉ, ÔÏ ÚÁÄÁÞÁ ÒÅÛÁÅÔÓÑ ÐÒÏÝÅ.

äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÄÌÑ ÔÏÇÏ ÞÔÏÂÙ ÏÂÒÁÔÉÔØ Œ ÎÕÌØ ŒÓÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÐÅÒŒÏÊ ÓÔÒÏËÉ É ÐÅÒŒÏÇÏ ÓÔÏÌÂÃÁ ËÒÏ- ÍÅ a_{11}(˘), ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ, ÞÔÏÂÙ ÜÔÉ ÜÌÅÍÅÎÔÙ (Á ÎÅ ŒÓÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÍÁÔÒÉÃÙ) ÄÅÌÉÌÉÓØ ÎÁ a_{11}(˘). ëÁË ŒÉÄÎÏ ÉÚ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÌÅÍÍÙ, ÄÌÑ ÔÏÇÏ ÞÔÏÂÙ ÜÔÏÇÏ ÄÏÓÔÉÇ- ÎÕÔØ, ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÇÏÒÁÚÄÏ ÍÅÎØÛÅÅ ÞÉÓÌÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ, ÞÅÍ ÄÌÑ ÐÒÉŒÅÄÅÎÉÑ Ë ÎÏÒÍÁÌØÎÏÊ ÄÉÁ- ÇÏÎÁÌØÎÏÊ ÆÏÒÍÅ. ïÂÒÁÔÉŒ Œ ÎÕÌØ ŒÓÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÐÅÒŒÏÊ ÓÔÒÏËÉ É ÐÅÒŒÏÇÏ ÓÔÏÌÂÃÁ, ËÒÏÍÅ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÏÇÏ, ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÐÒÏÄÅÌÁÔØ ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ Ó ÏÓÔÁŒÛÅÊÓÑ ÍÁÔÒÉÃÅÊ (n − 1)-ÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ É Ô. Ä., ÐÏËÁ ÍÁÔÒÉÃÁ ÎÅ ÂÕÄÅÔ ÐÒÉŒÅ- ÄÅÎÁ Ë ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÏÍÕ ŒÉÄÕ. üÔÉÍ ÐÕÔÅÍ ÍÏÖÎÏ ÐÒÉŒÅ- ÓÔÉ ÍÁÔÒÉÃÕ Ë ÒÁÚÌÉÞÎÙÍ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÍ ÆÏÒÍÁÍ, Ô. Å. ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÁÑ ÆÏÒÍÁ ÎÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ. œ ÓÌÅ- ÄÕÀÝÅÍ ÐÕÎËÔÅ ÜÔÏÇÏ ÐÁÒÁÇÒÁÆÁ ÍÙ ÐÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÎÏÒ- ÍÁÌØÎÁÑ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÁÑ ÆÏÒÍÁ ÄÁÎÎÏÊ ˘-ÍÁÔÒÉÃÙ ÏÐÒÅ- ÄÅÌÑÅÔÓÑ ÕÖÅ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ.

õ Ð Ò Á Ö Î Å Î É Å. ðÒÉŒÅÓÔÉ ˘-ÍÁÔÒÉÃÕ ( ˘ − ˘1 0 0 ˘ − ˘2 ) ; ˘1 ≠ ˘2;

Ë ÎÏÒÍÁÌØÎÏÊ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÏÊ ÆÏÒÍÅ.

§ 22] ˘-ÍÁÔÒÉÃÙ 247

ïÔŒÅÔ. ( 1 0 0 (˘ − ˘1)(˘ − ˘2) ) : 2. œ ÜÔÏÍ ÐÕÎËÔÅ ÍÙ ÄÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÎÏÒÍÁÌØÎÁÑ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÁÑ ÆÏÒÍÁ ÄÁÎÎÏÊ ÍÁÔÒÉÃÙ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ÏÄÎÏ- ÚÎÁÞÎÏ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÍÙ ÐÏÓÔÒÏÉÍ ÓÉÓÔÅÍÕ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ, ÓŒÑÚÁÎÎÙÈ Ó ÄÁÎÎÏÊ ˘-ÍÁÔÒÉÃÅÊ, ËÏÔÏÒÙÅ ÎÅ ÍÅÎÑÀÔÓÑ ÐÒÉ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑÈ É ËÏÔÏÒÙÍÉ, ËÁË ÍÙ ÕŒÉÄÉÍ, ÎÏÒÍÁÌØÎÁÑ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÁÑ ÆÏÒÍÁ ˘-ÍÁÔÒÉ- ÃÙ ŒÐÏÌÎÅ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ.

ðÕÓÔØ ÄÁÎÁ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÁÑ ˘-ÍÁÔÒÉÃÁ. îÁÉÂÏÌØÛÉÊ ÏÂÝÉÊ ÄÅÌÉÔÅÌØ ŒÓÅÈ ÍÉÎÏÒÏŒ k-ÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ ÄÁÎÎÏÊ ˘-ÍÁÔÒÉÃÙ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ D_k(˘). ôÁË ËÁË ÎÁÉÂÏÌØÛÉÊ ÏÂÝÉÊ ÄÅÌÉÔÅÌØ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÐÏÓÔÏÑÎÎÏÇÏ ÍÎÏÖÉÔÅÌÑ, ÔÏ ÂÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÓÔÁÒÛÉÊ ËÏÜÆÆÉÃÉ- ÅÎÔ Õ D_k(˘) ÒÁŒÅÎ ÅÄÉÎÉÃÅ. œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÅÓÌÉ ÏÂÝÉÊ ÎÁÉÂÏÌØÛÉÊ ÄÅÌÉÔÅÌØ ÍÉÎÏÒÏŒ k-ÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ ÒÁŒÅÎ ÐÏ- ÓÔÏÑÎÎÏÊ, ÔÏ ÍÙ ÐÏÌÁÇÁÅÍ D_k(˘) = 1.

äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ ÎÅ ÍÅ- ÎÑÀÔ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ D_k(˘), Ô. Å. ÞÔÏ Õ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙÈ ˘-ÍÁÔÒÉÃ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ D_k(˘) ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ.

äÌÑ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ ŒÉÄÁ 1^∘, ÐÅÒÅÓÔÁ- ŒÌÑÀÝÉÈ ÓÔÒÏËÉ ÉÌÉ ÓÔÏÌÂÃÙ, ÜÔÏ ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ÔÁË ËÁË ÐÒÉ ÎÉÈ ËÁÖÄÙÊ ÍÉÎÏÒ k-ÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ ÌÉÂÏ ŒÏŒÓÅ ÎÅ ÍÅ- ÎÑÅÔÓÑ, ÌÉÂÏ ÍÅÎÑÅÔ ÚÎÁË, ÌÉÂÏ ÚÁÍÅÎÑÅÔÓÑ ÄÒÕÇÉÍ ÍÉ- ÎÏÒÏÍ k-ÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ, ÞÔÏ, ËÏÎÅÞÎÏ, ÎÅ ÍÅÎÑÅÔ ÏÂÝÅÇÏ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÇÏ ÄÅÌÉÔÅÌÑ ŒÓÅÈ ÔÁËÉÈ ÍÉÎÏÒÏŒ. áÎÁÌÏÇÉÞ- ÎÏ, ÎÅ ÍÅÎÑÀÔ D_k(˘) ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ ŒÉ- ÄÁ 3^∘, ÔÁË ËÁË ÐÒÉ ÜÔÉÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑÈ ÍÉÎÏÒÙ ÓÁÍÏÅ ÂÏÌØÛÅÅ ÕÍÎÏÖÁÀÔÓÑ ÎÁ ÐÏÓÔÏÑÎÎÏÅ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅ- ÐÅÒØ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ ŒÉÄÁ 2^∘, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÐÒÉÂÁŒÉÍ Ë i-ÍÕ ÓÔÏÌÂÃÕ j-Ê, ÕÍÎÏÖÅÎÎÙÊ ÎÁ ’(˘). ðÒÉ ÜÔÏÍ ÍÉÎÏÒ k-ÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ ŒÏŒÓÅ ÎÅ ÉÚÍÅÎÉÔÓÑ, ÅÓÌÉ ÏÎ ÓÏÄÅÒÖÉÔ É i-Ê É j-Ê ÓÔÏÌÂÃÙ ÌÉÂÏ ÅÓÌÉ ÏÎ ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÎÉ ÏÄÎÏÇÏ ÉÚ ÎÉÈ.

248 ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÊ ŒÉÄ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ [ÇÌ. iii

œ ÓÌÕÞÁÅ ÖÅ, ÅÓÌÉ ÍÉÎÏÒ ÓÏÄÅÒÖÉÔ i-Ê ÓÔÏÌÂÅÃ É ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ j-ÇÏ ÓÔÏÌÂÃÁ, ÔÏ ÅÇÏ ÍÏÖÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÔØ ËÁË ËÏÍÂÉÎÁÃÉÀ ÄŒÕÈ ÍÉÎÏÒÏŒ, ËÏÔÏÒÙÅ ÉÍÅÌÉÓØ Õ ÉÓÈÏÄÎÏÊ ÍÁÔÒÉÃÙ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÎÁÉÂÏÌØÛÉÊ ÏÂÝÉÊ ÄÅÌÉÔÅÌØ ÍÉÎÏÒÏŒ k-ÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ É Œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÎÅ ÉÚÍÅÎÉÔÓÑ.

åÓÌÉ ŒÓÅ ÍÉÎÏÒÙ ÐÏÒÑÄËÁ k, Á ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, É ÂÏÌÅÅ ŒÙÓÏËÉÈ ÐÏÒÑÄËÏŒ, ÍÁÔÒÉÃÙ A(˘) ÒÁŒÎÙ ÎÕÌÀ, ÔÏ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ D_k(˘) ≡ D_{k+1}(˘) ≡ : : : ≡ D_n(˘) = 0. úÁ- ÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÉÚ ÓÏŒÐÁÄÅÎÉÑ Õ ŒÓÅÈ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙÈ ÍÁÔÒÉÃ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ D_k(˘) ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙÅ ÍÁÔÒÉ- ÃÙ ÉÍÅÀÔ ÏÄÉÎ É ÔÏÔ ÖÅ ÒÁÎÇ.

îÁÊÄÅÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ D_k(˘) ÄÌÑ ÍÁÔÒÉÃÙ, ÐÒÉŒÅÄÅÎ- ÎÏÊ Ë ÎÏÒÍÁÌØÎÏÊ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÏÊ ÆÏÒÍÅ: E_1(˘) 0 : : : 0 0 E_2(˘) : : : 0 : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :

0 0 : : : E_n(˘)

: (5)

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ Õ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÏÊ ÍÁÔÒÉÃÙ ÏÔÌÉÞÎÙ ÏÔ ÎÕ- ÌÑ ÔÏÌØËÏ ÇÌÁŒÎÙÅ ÍÉÎÏÒÙ, Ô. Å. ÍÉÎÏÒÙ, Œ ËÏÔÏÒÙÅ ŒÈÏ- ÄÑÔ ÓÔÒÏËÉ É ÓÔÏÌÂÃÙ Ó ÏÄÉÎÁËÏŒÙÍÉ ÎÏÍÅÒÁÍÉ. üÔÉ ÍÉÎÏÒÙ ÉÍÅÀÔ ŒÉÄ E_{i1} (˘)E_{i2} (˘) : : : E_{ik} (˘).

ôÁË ËÁË E_2(˘) ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ E_1(˘), E_3(˘) ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ E_2(˘) É Ô. Ä., ÔÏ ÎÁÉÂÏÌØÛÉÊ ÏÂÝÉÊ ÄÅÌÉÔÅÌØ ÍÉ- ÎÏÒÏŒ ÐÅÒŒÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ D_1(˘) ÒÁŒÅÎ E_1(˘). ôÁË ËÁË ŒÓÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ E_k(˘) ÄÅÌÑÔÓÑ ÎÁ E_1(˘), Á ŒÓÅ ÍÎÏ- ÇÏÞÌÅÎÙ, ËÒÏÍÅ E_1(˘), ÄÅÌÑÔÓÑ ÎÁ E_2(˘), ÔÏ ÐÒÏÉÚŒÅ- ÄÅÎÉÅ E_i(˘)E_j (˘) (i ¡ j) ŒÓÅÇÄÁ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ ÍÉÎÏÒ E_1(˘)E_2(˘). ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, D_2(˘) = E_1(˘)E_2(˘). ôÁË ËÁË, ËÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ŒÓÅ E_k(˘), ËÒÏÍÅ E_1(˘) É E_2(˘), ÄÅ- ÌÑÔÓÑ ÎÁ E_3(˘), ÔÏ E_i(˘)E_j (˘)E_k(˘) (i ¡ j ¡ k) ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ ÍÉÎÏÒ E_1(˘)E_2(˘)E_3(˘) É, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, D_3(˘) = = E_1(˘)E_2(˘)E_3(˘).

ôÁËÉÍ ÖÅ ÏÂÒÁÚÏÍ ÄÌÑ ÍÁÔÒÉÃÙ (4)

D_k(˘) = E_1(˘)E_2(˘) : : : E_k(˘) (k = 1; 2; : : : ; n): (6)

§ 22] ˘-ÍÁÔÒÉÃÙ 249

ïÞÅŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ, ÎÁÞÉÎÁÑ Ó ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ r, E_{r+1}(˘) = = E_{r+2}(˘) = : : : = E_n(˘) = 0, ÔÏ D_{r+1}(˘) = D_{r+2}(˘) = = : : : = D_n(˘) = 0.

ïÔÓÀÄÁ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÄÌÑ ˘-ÍÁÔÒÉÃÙ, ÉÍÅÀÝÅÊ ÎÏÒÍÁÌØÎÕÀ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÕÀ ÆÏÒÍÕ (5), ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ E_k(˘) ŒÙÞÉÓÌÑÀÔÓÑ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÁÍ

E_k(˘) =

D_k(˘) D_{k−1}(˘) :

ðÒÉ ÜÔÏÍ, ÅÓÌÉ D_{r+1}(˘) = : : : = D_n(˘) = 0, ÔÏ ÎÁÄÏ ÐÏÌÏÖÉÔØ E_{r+1}(˘) = : : : = E_n(˘) = 0.

íÎÏÇÏÞÌÅÎÙ E_k(˘) ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÙÍÉ ÍÎÏÖÉÔÅÌÑÍÉ. œ § 20 ÍÙ ÕÖÅ ÏÐÒÅÄÅÌÉÌÉ ÉÈ ÄÌÑ ÍÁ- ÔÒÉÃ ŒÉÄÁ A − ˘E.

ô Å Ï Ò Å Í Á 2. îÏÒÍÁÌØÎÁÑ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÁÑ ÆÏÒÍÁ ÄÁÎÎÏÊ ˘-ÍÁÔÒÉÃÙ A(˘) ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÐÏ ÎÅÊ ÏÄÎÏ- ÚÎÁÞÎÏ. åÓÌÉ D_k(˘) (k = 2; 3; : : : ; r) | ÎÁÉÂÏÌØÛÉÊ ÏÂÝÉÊ ÄÅÌÉÔÅÌØ ÍÉÎÏÒÏŒ k-ÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ ÍÁÔÒÉÃÙ A(˘), Á D_{r+1}(˘) = : : : = D_n(˘) = 0, ÔÏ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÊ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÏÊ ÆÏÒÍÙ (5) ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÁÍ

E_k(˘) =

D_k(˘) D_{k−1}(˘) (k = 1; 2; : : : ; r); Á E_{r+1}(˘) = E_{r+2}(˘) = : : : = E_n(˘) = 0:

ä Ï Ë Á Ú Á Ô Å Ì Ø Ó Ô Œ Ï. íÙ ÐÏËÁÚÁÌÉ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÜÌÅ- ÍÅÎÔÁÒÎÙÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ D_k(˘) ÎÅ ÍÅ- ÎÑÀÔÓÑ. ðÏÜÔÏÍÕ, ÅÓÌÉ ÍÁÔÒÉÃÁ A(˘) ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÁ ÄÉÁ- ÇÏÎÁÌØÎÏÊ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÊ ÍÁÔÒÉÃÅ (5), ÔÏ D_k(˘) Õ ÎÉÈ ÓÏ- ŒÐÁÄÁÀÔ. ôÁË ËÁË ÄÌÑ ÍÁÔÒÉÃÙ (5) ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÌÉ, ÞÔÏ

D_k(˘) = E_1(˘) : : : E_k(˘) (k = 1; 2; : : : ; r; r ⩽ n)

É ÞÔÏ D_{r+1}(˘) = D_{r+2}(˘) = : : : = D_n(˘) = 0, ÔÏ ÔÅÏÒÅÍÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ.

250 ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÊ ŒÉÄ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ [ÇÌ. iii

ó Ì Å Ä Ó Ô Œ É Å. äÌÑ ÔÏÇÏ ÞÔÏÂÙ ÄŒÅ ˘-ÍÁÔÒÉÃÙ A(˘) É B(˘) ÂÙÌÉ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙ, ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ É ÄÏÓÔÁ- ÔÏÞÎÏ, ÞÔÏÂÙ ÄÌÑ ÎÉÈ ÓÏŒÐÁÄÁÌÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ D_1(˘); D_2(˘); : : : ; D_n(˘).

äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÅÓÌÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ D_k(˘) Õ A(˘) É B(˘) ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ, ÔÏ ÜÔÉ ÍÁÔÒÉÃÙ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙ ÏÄÎÏÊ É ÔÏÊ ÖÅ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÊ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÏÊ ˘-ÍÁÔÒÉÃÅ É, ÓÌÅÄÏ- ŒÁÔÅÌØÎÏ, ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙ ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÊ.

3. îÁÚÏŒÅÍ ˘-ÍÁÔÒÉÃÕ P (˘) ÏÂÒÁÔÉÍÏÊ, ÅÓÌÉ ÍÁÔÒÉ- ÃÁ [P (˘)]^{−1} ÔÁËÖÅ ÅÓÔØ ˘-ÍÁÔÒÉÃÁ. åÓÌÉ Det P (˘) ÒÁŒÅÎ ÐÏÓÔÏÑÎÎÏÊ, ÏÔÌÉÞÎÏÊ ÏÔ ÎÕÌÑ, ÔÏ P (˘) ÏÂÒÁÔÉÍÁ. äÅÊ- ÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÏÂÒÁÔÎÏÊ ÍÁÔÒÉÃÙ ÒÁŒÎÙ ÍÉÎÏ- ÒÁÍ (n − 1)-ÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ, ÄÅÌÅÎÎÙÍ ÎÁ Det P (˘), Ô. Å. Œ ÎÁÛÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ÏÎÉ ÂÕÄÕÔ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁÍÉ ÏÔ ˘ É, ÚÎÁÞÉÔ [P (˘)]^{−1}, ÂÕÄÅÔ ˘-ÍÁÔÒÉÃÅÊ.

ïÂÒÁÔÎÏ, ÅÓÌÉ P (˘) ÏÂÒÁÔÉÍÁ, ÔÏ Det P (˘) = const ≠ ≠ 0. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÐÕÓÔØ [P (˘)]^{−1} = P_1(˘). ôÏ- ÇÄÁ Det P (˘) Det P_1(˘) = 1, Á ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÄŒÕÈ ÍÎÏ- ÇÏÞÌÅÎÏŒ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏ ÒÁŒÎÏ ÅÄÉÎÉÃÅ ÌÉÛØ Œ ÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ÅÓÌÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ÓÕÔØ ÏÔÌÉÞ- ÎÙÅ ÏÔ ÎÕÌÑ ÐÏÓÔÏÑÎÎÙÅ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÙ ÐÏËÁÚÁ- ÌÉ, ÞÔÏ ˘-ÍÁÔÒÉÃÁ ÏÂÒÁÔÉÍÁ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÅÅ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ÅÓÔØ ÐÏÓÔÏÑÎÎÁÑ, ÏÔÌÉÞÎÁÑ ÏÔ ÎÕÌÑ.

œÓÅ ÏÂÒÁÔÉÍÙÅ ÍÁÔÒÉÃÙ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙ ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÍÁÔÒÉÃÅ. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ÏÂÒÁÔÉÍÏÊ ÍÁ- ÔÒÉÃÙ ÒÁŒÅÎ ÐÏÓÔÏÑÎÎÏÊ, ÏÔÌÉÞÎÏÊ ÏÔ ÎÕÌÑ, É ÚÎÁÞÉÔ, D_n(˘) = 1. ôÁË ËÁË D_n(˘) ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ D_k(˘), ÔÏ É D_k(˘) = 1 (k = 1; 2; : : : ; n). ðÏÜÔÏÍÕ ŒÓÅ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÙÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ E_k(˘) ÏÂÒÁÔÉÍÏÊ ÍÁÔÒÉÃÙ ÒÁŒÎÙ 1, É ÎÏÒ- ÍÁÌØÎÁÑ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÁÑ ÆÏÒÍÁ ÄÌÑ ÎÉÈ ÂÕÄÅÔ ÓÏŒÐÁÄÁÔØ Ó ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÍÁÔÒÉÃÅÊ.

ô Å Ï Ò Å Í Á 3. äÌÑ ÔÏÇÏ ÞÔÏÂÙ ˘-ÍÁÔÒÉÃÙ A(˘) É B(˘) ÂÙÌÉ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙ ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÊ, ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ

§ 22] ˘-ÍÁÔÒÉÃÙ 251

É ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ, ÞÔÏÂÙ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÌÉ ÏÂÒÁÔÉÍÙÅ ˘-ÍÁ- ÔÒÉÃÙ P (˘) É Q(˘) ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ

A(˘) = P (˘)B(˘)Q(˘): (7)

ä Ï Ë Á Ú Á Ô Å Ì Ø Ó Ô Œ Ï. äÏËÁÖÅÍ ÓÎÁÞÁÌÁ, ÞÔÏ ÅÓ- ÌÉ ÍÁÔÒÉÃÙ A(˘) É B(˘) ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙ, ÔÏ ÍÏÖÎÏ ÐÏ- ÄÏÂÒÁÔØ ÏÂÒÁÔÉÍÙÅ ÍÁÔÒÉÃÙ P (˘) É Q(˘) ÔÁË, ÞÔÏ- ÂÙ ŒÙÐÏÌÎÑÌÏÓØ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ (7). äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ËÁÖÄÏÅ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ ˘-ÍÁÔÒÉÃÙ A(˘) ÍÏÖÎÏ ÏÓÕÝÅÓÔŒÉÔØ, ÕÍÎÏÖÁÑ A(˘) ÓÌÅŒÁ ÉÌÉ ÓÐÒÁŒÁ ÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÕÀ ÏÂÒÁÔÉÍÕÀ ˘-ÍÁÔÒÉÃÕ | ÍÁÔÒÉÃÕ ÜÔÏÇÏ ÜÌÅ- ÍÅÎÔÁÒÎÏÇÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ.

ðÏËÁÖÅÍ ÜÔÏ ÄÌÑ ŒÓÅÈ ÔÒÅÈ ÔÉÐÏŒ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÈ ÐÒÅ- ÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ. ðÕÓÔØ ÄÁÎÁ ˘-ÍÁÔÒÉÃÁ

A(˘) = a_{11}(˘) a_{12}(˘) : : : a_{1n}(˘) a_{21}(˘) a_{22}(˘) : : : a_{2n}(˘) : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : a_{n1}(˘) a_{n2}(˘) : : : a_{nn}(˘) :

þÔÏÂÙ ÐÏÍÅÎÑÔØ ÍÅÓÔÁÍÉ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÐÅÒŒÙÊ É ŒÔÏÒÏÊ ÓÔÏÌÂÃÙ (ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ ÓÔÒÏËÉ) ÜÔÏÊ ÍÁÔÒÉÃÙ, ÎÁÄÏ ÕÍÎÏÖÉÔØ A(˘) ÓÐÒÁŒÁ (ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ ÓÌÅŒÁ) ÎÁ ÍÁ- ÔÒÉÃÕ

0 1 0 : : : 0 1 0 0 : : : 0 0 0 1 : : : 0 : : : : : : : : : : 0 0 0 : : : 1

; (8)

ÐÏÌÕÞÅÎÎÕÀ ÉÚ ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÏÊ ÔÅÈ ÖÅ ÓÔÏÌÂ- ÃÏŒ (ÉÌÉ, ÞÔÏ ŒÓÅ ÒÁŒÎÏ, ÓÔÒÏË).

þÔÏÂÙ ÕÍÎÏÖÉÔØ ŒÔÏÒÏÊ ÓÔÏÌÂÅÃ (ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ ÓÔÒÏËÕ) ÍÁÔÒÉÃÙ A(˘) ÎÁ ÞÉÓÌÏ ff, ÎÕÖÎÏ ÕÍÎÏÖÉÔØ

252 ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÊ ŒÉÄ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ [ÇÌ. iii

A(˘) ÓÐÒÁŒÁ (ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ ÓÌÅŒÁ) ÎÁ ÍÁÔÒÉÃÕ

1 0 0 : : : 0 0 ff 0 : : : 0 0 0 1 : : : 0 : : : : : : : : : : 0 0 0 : : : 1

; (9)

ÐÏÌÕÞÅÎÎÕÀ ÉÚ ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÔÁËÖÅ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ ÎÁ ff ŒÔÏ- ÒÏÇÏ ÓÔÏÌÂÃÁ (ÉÌÉ, ÞÔÏ ŒÓÅ ÒÁŒÎÏ, ŒÔÏÒÏÊ ÓÔÒÏËÉ).

îÁËÏÎÅÃ, ÞÔÏÂÙ ÐÒÉÂÁŒÉÔØ Ë ÐÅÒŒÏÍÕ ÓÔÏÌÂÃÕ A(˘) ŒÔÏÒÏÊ, ÕÍÎÏÖÅÎÎÙÊ ÎÁ ’(˘), ÎÁÄÏ ÕÍÎÏÖÉÔØ A(˘) ÓÐÒÁ- ŒÁ ÎÁ ÍÁÔÒÉÃÕ

1 0 0 : : : 0 ’(˘) 1 0 : : : 0 0 0 1 : : : 0 : : : : : : : : : : : : :

0 0 0 : : : 1

; (10)

ÐÏÌÕÞÅÎÎÕÀ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÔÏÊ ÖÅ ÏÐÅÒÁÃÉÉ ÉÚ ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ, Á ÞÔÏÂÙ ÐÒÉÂÁŒÉÔØ Ë ÐÅÒŒÏÊ ÓÔÒÏËÅ ŒÔÏÒÕÀ, ÕÍÎÏÖÅÎ- ÎÕÀ ÎÁ ’(˘), ÎÕÖÎÏ ÕÍÎÏÖÉÔØ A(˘) ÓÌÅŒÁ ÎÁ ÍÁÔÒÉÃÕ

1 ’(˘) 0 : : : 0 0 1 0 : : : 0 0 0 1 : : : 0 : : : : : : : : : : : : : 0 0 0 : : : 1

; (11)

ËÏÔÏÒÁÑ ÔÁËÖÅ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÓÏ- ÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÏÇÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ.

íÙ ŒÉÄÉÍ, ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÞÔÏ ÍÁÔÒÉÃÙ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÈ ÐÒÅ- ÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ | ÜÔÏ ÍÁÔÒÉÃÙ, ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÅ ÏÄÎÉÍ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÍ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅÍ ÉÚ E, ÐÒÉÞÅÍ, ÞÔÏÂÙ ÐÒÏÉÚŒÅÓÔÉ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ ÎÁÄ ÓÔÏÌÂÃÁÍÉ, A(˘) ÎÁÄÏ ÕÍÎÏÖÁÔØ ÎÁ ÍÁÔÒÉÃÕ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ ÓÐÒÁŒÁ, Á ÞÔÏÂÙ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÔØ ÓÔÒÏËÉ, A(˘) ÎÁÄÏ ÕÍÎÏÖÁÔØ ÎÁ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÕÀ ÍÁÔÒÉÃÕ ÓÌÅŒÁ.

§ 22] ˘-ÍÁÔÒÉÃÙ 253

íÏÖÎÏ ÓÏÓÞÉÔÁÔØ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ËÁÖÄÏÊ ÉÚ ÐÒÉŒÅÄÅÎ- ÎÙÈ ÍÁÔÒÉÃ (8){(11) É, ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÏÎ ÒÁŒÅÎ ÏÔÌÉÞÎÏÊ ÏÔ ÎÕÌÑ ÐÏÓÔÏÑÎÎÏÊ; ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ŒÓÅ ÜÔÉ ÍÁÔÒÉÃÙ ÏÂÒÁÔÉÍÙ. ôÁË ËÁË ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ÐÒÏ- ÉÚŒÅÄÅÎÉÑ ÍÁÔÒÉÃ ÒÁŒÅÎ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÀ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÅÊ, ÔÏ É ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÍÁÔÒÉÃ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁ- ÎÉÊ ÅÓÔØ ÏÂÒÁÔÉÍÁÑ ÍÁÔÒÉÃÁ.

ôÁË ËÁË ÍÙ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÉÌÉ, ÞÔÏ A(˘) É B(˘) ÜËŒÉ- ŒÁÌÅÎÔÎÙ, ÔÏ A(˘) ÍÏÖÎÏ ÐÏÌÕÞÉÔØ, ÐÒÉÍÅÎÑÑ Ë B(˘) ÎÅËÏÔÏÒÕÀ ÃÅÐÏÞËÕ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁ- ÎÉÊ. ëÁÖÄÏÅ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ ÍÏÖÎÏ ÏÓÕ- ÝÅÓÔŒÉÔØ, ÕÍÎÏÖÁÑ B(˘) ÎÁ ÏÂÒÁÔÉÍÕÀ ˘-ÍÁÔÒÉÃÕ; ÓÌÅ- ÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ŒÅÓØ ÐÅÒÅÈÏÄ ÏÔ B(˘) Ë A(˘) ÍÏÖÎÏ ÐÏÌÕ- ÞÉÔØ, ÕÍÎÏÖÁÑ B(˘) ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ ÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÕÀ ÓÏ- ŒÏËÕÐÎÏÓÔØ ÏÂÒÁÔÉÍÙÈ ˘-ÍÁÔÒÉÃ ÓÌÅŒÁ É ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÕÀ ÓÏŒÏËÕÐÎÏÓÔØ ÓÐÒÁŒÁ. ôÁË ËÁË ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÏÂÒÁÔÉÍÙÈ ÍÁÔÒÉÃ ÔÁËÖÅ ÅÓÔØ ÏÂÒÁÔÉÍÁÑ ÍÁÔÒÉÃÁ, ÔÏ ÐÅÒŒÁÑ ÞÁÓÔØ ÔÅÏÒÅÍÙ ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ ÄÏËÁÚÁÎÁ.

ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ŒÓÑËÁÑ ÏÂÒÁÔÉÍÁÑ ÍÁÔÒÉÃÁ ÅÓÔØ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÍÁÔÒÉÃ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ŒÓÑËÁÑ ÏÂÒÁÔÉÍÁÑ ÍÁÔÒÉÃÁ Q(˘) ÜËŒÉ- ŒÁÌÅÎÔÎÁ ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÍÁÔÒÉÃÅ É ÐÏÜÔÏÍÕ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÁ Œ ŒÉÄÅ

Q(˘) = P_1(˘)EP_2(˘);

ÇÄÅ P_1(˘) É P_2(˘) | ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ ÍÁÔÒÉÃ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒ- ÎÙÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ. îÏ ÜÔÏ ÚÎÁÞÉÔ, ÞÔÏ É ÓÁÍÁ Q(˘) = = P_1(˘)P_2(˘) ÅÓÔØ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÍÁÔÒÉÃ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ.

üÔÉÍ ÚÁÍÅÞÁÎÉÅÍ ÍÏÖÎÏ ŒÏÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØÓÑ ÄÌÑ ÄÏËÁ- ÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ŒÔÏÒÏÊ ÐÏÌÏŒÉÎÙ ÔÅÏÒÅÍÙ. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÐÕÓÔØ ÄÁÎÏ, ÞÔÏ

A(˘) = P (˘)B(˘)Q(˘);

ÇÄÅ P (˘) É Q(˘) ÏÂÒÁÔÉÍÙ. îÏ, ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÔÏÌØËÏ ÞÔÏ

254 ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÊ ŒÉÄ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ [ÇÌ. iii

ÓÄÅÌÁÎÎÏÍÕ ÚÁÍÅÞÁÎÉÀ, ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÓÌÅŒÁ ÎÁ P (˘) É ÓÐÒÁŒÁ ÎÁ Q(˘) ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÓÏŒÏËÕÐÎÏ- ÓÔÉ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ, ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÎÙÈ ÎÁÄ B(˘). ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, A(˘) ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÁ B(˘), ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏŒÁÌÏÓØ ÄÏËÁÚÁÔØ.

4.^∗) œ ÜÔÏÍ ÐÕÎËÔÅ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÚÁÎÉÍÁÔØÓÑ ˘-ÍÁÔÒÉ- ÃÁÍÉ ŒÉÄÁ A−˘E, ÇÄÅ A | ÐÏÓÔÏÑÎÎÁÑ ÍÁÔÒÉÃÁ. ïÓÎÏŒ- ÎÏÊ ŒÏÐÒÏÓ, ËÏÔÏÒÙÊ ÂÕÄÅÔ ÒÅÛÅÎ, ÜÔÏ ŒÏÐÒÏÓ ÏÂ ÜËŒÉŒÁ- ÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ˘-ÍÁÔÒÉÃ ÐÅÒŒÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ A−˘E É B−˘E^{∗∗}).

ìÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÍÁÔÒÉÃÙ A É B ÐÏÄÏÂÎÙ, Ô. Å. ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÁÑ ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÁÑ ÐÏÓÔÏÑÎÎÁÑ ÍÁ- ÔÒÉÃÁ C, ÞÔÏ B = C^{−1}AC, ÔÏ ˘-ÍÁÔÒÉÃÙ A−˘E É B−˘E ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙ. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÅÓÌÉ

B = C^{−1}AC; ÔÏ B − ˘E = C^{−1}(A − ˘E)C:

ôÁË ËÁË ÐÏÓÔÏÑÎÎÁÑ ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÁÑ ÍÁÔÒÉÃÁ ÅÓÔØ ÞÁÓÔÎÙÊ ÓÌÕÞÁÊ ÏÂÒÁÔÉÍÏÊ ˘-ÍÁÔÒÉÃÙ, ÔÏ, ÐÏ ÔÅÏ- ÒÅÍÅ 3, ÉÚ ÜÔÏÇÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ÓÌÅÄÕÅÔ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔØ A − ˘E É B − ˘E.

íÙ ÐÏËÁÖÅÍ ÐÏÚÄÎÅÅ É ÏÂÒÁÔÎÏÅ, ÞÔÏ ÉÚ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔ- ÎÏÓÔÉ ˘-ÍÁÔÒÉÃ A−˘E É B−˘E ÓÌÅÄÕÅÔ ÐÏÄÏÂÉÅ ÍÁÔÒÉÃ A É B. ïÔÓÀÄÁ ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ, Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÎÏŒÏÅ ÄÏËÁ- ÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ŒÓÑËÁÑ ÍÁÔÒÉÃÁ ÐÏÄÏÂÎÁ ÍÁÔÒÉÃÅ, ÉÍÅÀÝÅÊ ÎÏÒÍÁÌØÎÕÀ ÖÏÒÄÁÎÏŒÕ ÆÏÒÍÕ.

∗) üÔÏÔ ÐÕÎËÔ ÍÏÖÎÏ ÐÒÏÐÕÓÔÉÔØ, ÔÁË ËÁË ÏÎ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÄÒÕ- ÇÏÅ, ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÏÅ ÏÔ §§ 19 É 20 ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ŒÓÑËÕÀ ÍÁÔÒÉÃÕ ÍÏÖÎÏ ÐÒÉŒÅÓÔÉ Ë ÖÏÒÄÁÎÏŒÏÊ ÆÏÒÍÅ.

∗∗) ðÒÏÉÚŒÏÌØÎÁÑ ˘-ÍÁÔÒÉÃÁ ÐÅÒŒÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ A0 + ˘A1, Õ ËÏ- ÔÏÒÏÊ Det A1 ≠ 0, ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÍÁÔÒÉÃÅ ŒÉÄÁ A − ˘E. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, Œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ A0 + ˘A1 = −A1(−A^{−1}_1 A0 − ˘E) É, ÏÂÏÚÎÁÞÁÑ −A^{−1}_1 A0 ÞÅÒÅÚ A, ÉÍÅÅÍ A0 + ˘A1 = −A1(A − ˘E), ÏÔËÕÄÁ ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ 3 ÓÌÅÄÕÅÔ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔØ ÍÁÔÒÉÃ A − ˘E É A0 + ˘A1.

§ 22] ˘-ÍÁÔÒÉÃÙ 255

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÕ ÐÒÅÄÐÏÛÌÅÍ ÌÅÍÍÕ: ì Å Í Í Á 2. ðÒÏÉÚŒÏÌØÎÕÀ ˘-ÍÁÔÒÉÃÕ

P (˘) = P_0˘^n + P_1˘^{n−1} + : : : + P_n ÍÏÖÎÏ ÒÁÚÄÅÌÉÔØ ÓÌÅŒÁ ÎÁ ÍÁÔÒÉÃÕ ŒÉÄÁ A − ˘E (ÇÄÅ A | ÌÀÂÁÑ ÐÏÓÔÏÑÎÎÁÑ ÍÁÔÒÉÃÁ), Ô. Å. ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ ÔÁËÉÅ ÍÁÔÒÉÃÙ S(˘) É R (R ÐÏÓÔÏÑÎÎÁ), ÞÔÏ, P (˘) = (A − ˘E)S(˘) + R:

ðÒÏÃÅÓÓ ÄÅÌÅÎÉÑ, Ó ÐÏÍÏÝØÀ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÄÏËÁÚÙŒÁÅÔ- ÓÑ ÌÅÍÍÁ, ÏÔÌÉÞÁÅÔÓÑ ÏÔ ÏÂÙÞÎÏÇÏ ÄÅÌÅÎÉÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ÔÏÌØËÏ ÔÅÍ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÕÍÎÏÖÅÎÉÉ ÎÅÌØÚÑ ÉÚÍÅÎÑÔØ ÐÏÒÑ- ÄÏË ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ.

ðÕÓÔØ

P (˘) = P_0˘^n + P_1˘^{n−1} + : : : + P_n; ÇÄÅ P_k | ÐÏÓÔÏÑÎÎÙÅ ÍÁÔÒÉÃÙ.

ìÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ˘-ÍÁÔÒÉÃÁ P (˘) + (A − ˘E)P_0˘^{n−1} ÂÕÄÅÔ ÉÍÅÔØ ÓÔÅÐÅÎØ ÎÅ ŒÙÛÅ n − 1.

åÓÌÉ P (˘) + (A − ˘E)P_0˘^{n−1} = P^′_0˘^{n−1} + P^′_1˘^{n−2} + : : : + P^′_{n−1}; ÔÏ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ

P (˘) + (A − ˘E)P_0˘^{n−1} + (A − ˘E)P^′_0˘^{n−2} ÅÓÔØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÓÔÅÐÅÎÉ ÎÅ ŒÙÛÅ n − 2. ðÒÏÄÏÌÖÁÑ ÜÔÏÔ ÐÒÏÃÅÓÓ, ÍÙ ÐÒÉÄÅÍ Ë ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÕ

P (˘) + (A − ˘E)(P_0˘^{n−1} + P^′_0˘^{n−2} + : : : ) ÓÔÅÐÅÎÉ ÎÅ ŒÙÛÅ ÎÕÌÅŒÏÊ, Ô. Å. ÎÅ ÚÁŒÉÓÑÝÅÍÕ ÏÔ ˘. ïÂÏ- ÚÎÁÞÉŒ ÐÏÌÕÞÅÎÎÕÀ ÐÏÓÔÏÑÎÎÕÀ ÍÁÔÒÉÃÕ ÞÅÒÅÚ R, ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ

P (˘) = (A − ˘E)[−P_0˘^{n−1} − P^′_0˘^{n−2} − : : : ] + R:

256 ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÊ ŒÉÄ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ [ÇÌ. iii

åÓÌÉ ÔÅÐÅÒØ ÏÂÏÚÎÁÞÉÔØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ Œ ËŒÁÄÒÁÔÎÙÈ ÓËÏÂ- ËÁÈ ÞÅÒÅÚ S(˘), ÔÏ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÉÍÅÔØ

P (˘) = (A − ˘E)S(˘) + R;

Ô. Å. ÌÅÍÍÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ.

áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÄÏËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ŒÏÚÍÏÖÎÏÓÔØ ÄÅÌÅÎÉÑ ÓÐÒÁŒÁ, Ô. Å. ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÅ ÍÁÔÒÉÃ S_1(˘) É R_1 ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ P (˘) = S_1(˘)(A − ˘E) + R_1:

úÁÍÅÔÉÍ ËÓÔÁÔÉ, ÞÔÏ ÚÄÅÓØ, ËÁË É Œ ÏÂÙÞÎÏÊ ÔÅÏÒÅÍÅ âÅÚÕ, ÍÏÖÎÏ ÕÔŒÅÒÖÄÁÔØ, ÞÔÏ

R = R1 = P (A):

ô Å Ï Ò Å Í Á 4. äÌÑ ÔÏÇÏ ÞÔÏÂÙ ˘-ÍÁÔÒÉÃÙ A−˘E É B −˘E ÂÙÌÉ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙ, ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ É ÄÏÓÔÁÔÏÞ- ÎÏ, ÞÔÏÂÙ ÍÁÔÒÉÃÙ A É B ÂÙÌÉ ÐÏÄÏÂÎÙ.

ä Ï Ë Á Ú Á Ô Å Ì Ø Ó Ô Œ Ï. äÏÓÔÁÔÏÞÎÏÓÔØ ÂÙÌÁ ÄÏËÁ- ÚÁÎÁ Œ ÎÁÞÁÌÅ ÜÔÏÇÏ ÐÕÎËÔÁ. äÏËÁÖÅÍ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏÓÔØ. îÁÍ ÎÁÄÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ˘-ÍÁÔÒÉÃÙ A−˘E É B−˘E ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙ, ÔÏ ÍÁÔÒÉÃÙ A É B ÐÏÄÏÂÎÙ. ðÏ ÔÅÏÒÅ- ÍÅ 3 ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÔÁËÉÅ ÏÂÒÁÔÉÍÙÅ ˘-ÍÁÔÒÉÃÙ P (˘) É Q(˘), ÞÔÏ

B − ˘E = P (˘)(A − ˘E)Q(˘): (12)

ðÏËÁÖÅÍ ÓÎÁÞÁÌÁ, ÞÔÏ Œ ÒÁŒÅÎÓÔŒÅ (12) P (˘) É Q(˘) ÍÏÖÎÏ ÚÁÍÅÎÉÔØ ÐÏÓÔÏÑÎÎÙÍÉ ÍÁÔÒÉÃÁÍÉ.

ó ÜÔÏÊ ÃÅÌØÀ ÒÁÚÄÅÌÉÍ P (˘) ÎÁ B −˘E ÓÌÅŒÁ, Q(˘) | ÓÐÒÁŒÁ. íÙ ÐÏÌÕÞÉÍ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ

P (˘) = (B − ˘E)P_1(˘) + P_0; Q(˘) = Q_1(˘)(B − ˘E) + Q_0;

(13)

ÇÄÅ P_0 É Q_0 | ÐÏÓÔÏÑÎÎÙÅ ÍÁÔÒÉÃÙ.

ðÏÄÓÔÁŒÉÍ Œ ÆÏÒÍÕÌÕ (12) ŒÙÒÁÖÅÎÉÅ ÄÌÑ P (˘) É ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÍ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ. íÙ ÐÏÌÕÞÉÍ:

B − ˘E = (B − ˘E)P_1(˘)(A − ˘E)Q(˘) + P_0(A − ˘E)Q(˘):

§ 22] ˘-ÍÁÔÒÉÃÙ 257

œÏ ŒÔÏÒÏÅ ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ ÐÏÄÓÔÁŒÉÍ ŒÙÒÁÖÅÎÉÅ ÄÌÑ Q(˘), ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÍ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ É ÐÅÒÅÎÅÓÅÍ ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ P_0(A − ˘E)Q_0 Œ ÌÅŒÕÀ ÞÁÓÔØ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ. íÙ ÐÏÌÕÞÉÍ: B − ˘E − P_0(A − ˘E)Q_0 = K(˘); (14) ÇÄÅ K(˘) = (B − ˘E)P_1(˘)(A − ˘E)Q(˘) + + P_0(A − ˘E)Q(˘)(B − ˘E): (15) éÚ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ (13) ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ P_0 = P (˘) − (B − ˘E)P_1(˘). úÁÍÅÎÉŒ ÜÔÉÍ ŒÙÒÁÖÅÎÉÅÍ P_0 ŒÏ ŒÔÏÒÏÍ ÓÌÁ- ÇÁÅÍÏÍ, ÐÏÌÕÞÉÍ:

K(˘) = (B − ˘E)P_1(˘)(A − ˘E)Q(˘) + + P (˘)(A − ˘E)Q_1(˘)(B − ˘E) − − (B − ˘E)P_1(˘)(A − ˘E)Q_1(˘)(B − ˘E): (16) îÏ ÉÚ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ (12) ÍÙ ÉÍÅÅÍ (A − ˘E)Q(˘) = P^{−1}(˘)(B − ˘E); P (˘)(A − ˘E) = (B − ˘E)Q^{−1}(˘):

ðÏÌØÚÕÑÓØ ÜÔÉÍÉ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁÍÉ, ÍÙ ÍÏÖÅÍ ŒŒÅÓÔÉ ÍÎÏ- ÖÉÔÅÌØ B −˘E Œ ËÏÎÅÃ ÐÅÒŒÏÇÏ É ÎÁÞÁÌÏ ŒÔÏÒÏÇÏ ÓÌÁÇÁ- ÅÍÏÇÏ Œ ŒÙÒÁÖÅÎÉÉ ÄÌÑ K(˘), ÐÏÓÌÅ ÞÅÇÏ ÐÏÌÕÞÉÍ ÏËÏÎ- ÞÁÔÅÌØÎÏ K(˘) = (B − ˘E)[P_1(˘)P^{−1}(˘) + Q^{−1}(˘)Q_1(˘) − − P_1(˘)(A − ˘E)Q_1(˘)](B − ˘E):

äÏËÁÖÅÍ ÔÅÐÅÒØ, ÞÔÏ K(˘) = 0. œÙÒÁÖÅÎÉÅ Œ ËŒÁÄÒÁÔ- ÎÙÈ ÓËÏÂËÁÈ, Œ ÓÉÌÕ ÏÂÒÁÔÉÍÏÓÔÉ P (˘) É Q(˘), ÅÓÔØ ÍÎÏ- ÇÏÞÌÅÎ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ˘. äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÏÎ ÒÁŒÅÎ ÎÕÌÀ. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÜÔÏÔ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÏÔÌÉÞÅÎ ÏÔ ÎÕÌÑ É ÉÍÅÅÔ ÓÔÅÐÅÎØ m. îÅÔÒÕÄÎÏ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ ÔÏÇÄÁ, ÞÔÏ K(˘) ÉÍÅÅÔ ÓÔÅÐÅÎØ m + 2 É ÔÁË ËÁË m ⩾ 0, ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÍÎÏÇÏ- ÞÌÅÎÏÍ ÎÅ ÎÉÖÅ ŒÔÏÒÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ. îÏ ÉÚ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ (14)

258 ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÊ ŒÉÄ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ [ÇÌ. iii

ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ K(˘) ÎÅ ŒÙÛÅ ÐÅÒŒÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ. óÌÅÄÏŒÁ- ÔÅÌØÎÏ, ŒÙÒÁÖÅÎÉÅ Œ ËŒÁÄÒÁÔÎÙÈ ÓËÏÂËÁÈ, Á ÚÎÁÞÉÔ, É K(˘) = 0.

íÙ ÐÏÌÕÞÉÌÉ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÞÔÏ

B − ˘E = P_0(A − ˘E)Q_0; (17)

ÇÄÅ P_0 É Q_0 | ÐÏÓÔÏÑÎÎÙÅ ÍÁÔÒÉÃÙ, Ô. Å. Œ ÒÁŒÅÎÓÔŒÅ (12) ÍÏÖÎÏ ÍÁÔÒÉÃÙ P (˘); Q(˘) ÚÁÍÅÎÉÔØ ÐÏÓÔÏÑÎÎÙÍÉ ÍÁÔÒÉÃÁÍÉ.

óÒÁŒÎÉŒÁÑ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÐÒÉ ÐÅÒŒÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ ˘ Œ ÏÂÅÉÈ ÞÁÓÔÑÈ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ (17), ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ

P_0Q_0 = E;

ÏÔËÕÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÏÓÔØ ËÁÖÄÏÊ ÉÚ ÍÁÔÒÉÃ P_0 É Q_0 É ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ P_0 = Q^{−1}_0 :

óÒÁŒÎÅÎÉÅ ÓŒÏÂÏÄÎÙÈ ÞÌÅÎÏŒ ÄÁÅÔ

B = P_0AQ_0 = Q^{−1}_0 AQ_0;

Ô. Å. B É A ÐÏÄÏÂÎÙ. ôÅÏÒÅÍÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ.

ôÁË ËÁË ÕÓÌÏŒÉÅÍ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ A − ˘E É B − ˘E ÓÌÕÖÉÔ ÓÏŒÐÁÄÅÎÉÅ ÉÈ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÙÈ ÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ, ÔÏ ÉÚ ÄÏËÁÚÁÎÎÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ, ÄÌÑ ÔÏÇÏ ÞÔÏÂÙ ÍÁÔÒÉÃÙ A É B ÂÙÌÉ ÐÏÄÏÂÎÙ, ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ É ÄÏÓÔÁ- ÔÏÞÎÏ, ÞÔÏÂÙ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÙÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ Õ A − ˘E É B − ˘E ÓÏŒÐÁÄÁÌÉ ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÊ. ðÏËÁÖÅÍ ÔÅÐÅÒØ, ÞÔÏ ŒÓÑËÁÑ ÍÁÔÒÉÃÁ A ÐÏÄÏÂÎÁ ÍÁÔÒÉÃÅ, ÉÍÅÀÝÅÊ ÖÏÒÄÁ- ÎÏŒÕ ÎÏÒÍÁÌØÎÕÀ ÆÏÒÍÕ.

äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÁÔÒÉÃÕ A − ˘E É ÎÁÊÄÅÍ ÅÅ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÙÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ. ðÏ ÜÔÉÍ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÙÍ ÍÎÏ- ÖÉÔÅÌÑÍ ÐÏÓÔÒÏÉÍ, ËÁË ÂÙÌÏ ÕËÁÚÁÎÏ Œ § 21, ÍÁÔÒÉÃÕ B, ÉÍÅÀÝÕÀ ÖÏÒÄÁÎÏŒÕ ÎÏÒÍÁÌØÎÕÀ ÆÏÒÍÕ. ôÏÇÄÁ B −˘E ÉÍÅÅÔ ÔÅ ÖÅ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÙÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ, ÞÔÏ É A − ˘E, É, ÚÎÁÞÉÔ, B ÐÏÄÏÂÎÁ A.

§ 22] ˘-ÍÁÔÒÉÃÙ 259

ëÁË ÂÙÌÏ ÕËÁÚÁÎÏ ÎÁ ÓÔÒ. 254 (ÓÎÏÓËÁ), ÉÚÌÏÖÅÎÎÏÅ Œ Ð. 4 ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÄÒÕÇÉÍ, ÚÁÍÅÎÑÀÝÉÍ §§ 19 É 20, ÄÏËÁÚÁ- ÔÅÌØÓÔŒÏÍ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ŒÓÑËÁÑ ÍÁÔÒÉÃÁ ÐÏÄÏÂÎÁ ÍÁÔÒÉÃÅ, ÉÍÅÀÝÅÊ ÖÏÒÄÁÎÏŒÕ ÎÏÒÍÁÌØÎÕÀ ÆÏÒÍÕ. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏ- ÒÏÎÙ, ËÏÎÅÞÎÏ, ÓÏÄÅÒÖÁÎÉÅ Ð. 4 ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÎÅÐÏÓÒÅÄ- ÓÔŒÅÎÎÏ ŒÙŒÅÄÅÎÏ ÉÚ ÓÏÄÅÒÖÁÎÉÑ §§ 19 ÉÌÉ 20 É 21.

ç ì á œ á IV

ðïîñôéå ï ôåîúïòáè

§ 23. óÏÐÒÑÖÅÎÎÏÅ (ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÏÅ) ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ 1. ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ. ðÕÓÔØ R | ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ. ïÄÎÏŒÒÅÍÅÎÎÏ Ó R ÞÁÓÔÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÀÔ ÄÒÕÇÏÅ, ÔÅÓÎÏ ÓŒÑÚÁÎÎÏÅ Ó ÎÉÍ ÐÒÏÓ- ÔÒÁÎÓÔŒÏ, ÔÁË ÎÁÚÙŒÁÅÍÏÅ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ. äÌÑ ÔÏÇÏ ÞÔÏÂÙ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒÁÔØ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÓÏÐÒÑ- ÖÅÎÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ, ŒÅÒÎÅÍÓÑ Ë ÐÏÎÑÔÉÀ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ, ŒŒÅÄÅÎÎÏÍÕ ÎÁÍÉ Œ Ð. 1 § 4.

ìÉÎÅÊÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ ÍÙ ÎÁÚŒÁÌÉ ÆÕÎËÃÉÀ f(x), x ∈ R ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÕÀ ÕÓÌÏŒÉÑÍ:

1^∘ f(x + y) = f(x) + f(y), 2^∘ f(˘x) = ˘f(x).

ðÕÓÔØ e_1; e_2; : : : ; e_n | ÂÁÚÉÓ Œ n-ÍÅÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ- ŒÅ R. åÓÌÉ

x = ¸^1e_1 + ¸^2e_2 + : : : + ¸^ne_n

| ŒÅËÔÏÒ ÉÚ R, ÔÏ ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ Œ R ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÚÁÐÉÓÁÎÁ Œ ŒÉÄÅ (ÓÍ. § 4)

f(x) = f(¸^1e_1 + ¸^2e_2 + : : : + ¸^ne_n) =

= a_1¸^1 + a_2¸^2 + : : : + a_n¸^n; (1) ÇÄÅ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ a_1; a_2; : : : ; a_n, ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÝÉÅ ÌÉÎÅÊ- ÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ, ŒÙÞÉÓÌÑÀÔÓÑ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÁÍ

a_1 = f(e_1); a_2 = f(e_2); : : : ; a_n = f(e_n): (2)

§ 23] ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÏÅ (ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÏÅ) ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ 261

ëÁË ÜÔÏ ÑÓÎÏ ÉÚ ÆÏÒÍÕÌÙ (1), ÐÒÉ ÚÁÄÁÎÎÏÍ ÂÁÚÉ- ÓÅ e_1; e_2; : : : ; e_n ŒÓÑËÉÍ n ÞÉÓÌÁÍ a_1; a_2; : : : ; a_n ÏÔŒÅÞÁÅÔ ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ, ÐÒÉÔÏÍ ÔÏÌØËÏ ÏÄÎÁ.

ðÕÓÔØ f É g | ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ. éÈ ÓÕÍÍÏÊ ÎÁÚÙ- ŒÁÅÔÓÑ ÆÕÎËÃÉÑ h, ÓÔÁŒÑÝÁÑ Œ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ ËÁÖÄÏÍÕ ŒÅËÔÏÒÕ x ÞÉÓÌÏ f(x) + g(x). ðÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅÍ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ f ÎÁ ÞÉÓÌÏ ff ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÆÕÎËÃÉÑ, ÓÔÁŒÑÝÁÑ Œ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ ËÁÖÄÏÍÕ ŒÅËÔÏÒÕ x ÞÉÓÌÏ fff(x).

ïÞÅŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÓÕÍÍÁ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ É ÐÒÏÉÚŒÅ- ÄÅÎÉÅ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÎÁ ÞÉÓÌÏ ÅÓÔØ ÓÎÏŒÁ ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ. ðÒÉ ÜÔÏÍ, ÅÓÌÉ ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ f ÚÁÄÁÅÔ- ÓÑ ÞÉÓÌÁÍÉ a_1; a_2; : : : ; a_n, Á g | ÞÉÓÌÁÍÉ b_1; b_2; : : : ; b_n, ÔÏ f + g ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÞÉÓÌÁÍÉ a_1 + b_1, a_2 + b_2, : : : , a_n + b_n, Á fff | ÞÉÓÌÁÍÉ ffa_1; ffa_2; : : : ; ffa_n.

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÚÁÄÁÎÎÙÈ Œ R ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÏÂÒÁÚÕÅÔ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ.

ï Ð Ò Å Ä Å Ì Å Î É Å 1. ðÕÓÔØ R ÅÓÔØ n-ÍÅÒÎÏÅ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÏ. ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ R^′, ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÍ Ë R, ÍÙ ÎÁÚÏŒÅÍ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, ŒÅËÔÏÒÁÍÉ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ, ÚÁÄÁÎÎÙÅ Œ R. óÕÍÍÁ Œ R^′ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ËÁË ÓÕÍÍÁ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ, Á ÐÒÏ- ÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ŒÅËÔÏÒÁ ÉÚ R^′ ÎÁ ÞÉÓÌÏ | ËÁË ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÎÁ ÞÉÓÌÏ.

ôÁË ËÁË ÐÒÉ ÚÁÄÁÎÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ e_1; e_2; : : : ; e_n Œ ÐÒÏÓÔ- ÒÁÎÓÔŒÅ R ËÁÖÄÁÑ ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÚÁÄÁ- ÅÔÓÑ ÓÉÓÔÅÍÏÊ n ÞÉÓÅÌ a_1; a_2; : : : ; a_n, ÐÒÉÞÅÍ ÓÕÍÍÅ ÆÕÎ- ËÃÉÊ ÏÔŒÅÞÁÅÔ ÓÕÍÍÁ ÞÉÓÅÌ, ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÀ ÆÕÎËÃÉÉ ÎÁ ff ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÞÉÓÅÌ a_i ÎÁ ff, ÔÏ ÑÓÎÏ, ÞÔÏ R^′ ÉÚÏÍÏÒÆ- ÎÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÕ, Œ ËÏÔÏÒÏÍ ŒÅËÔÏÒ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎ ËÁË ÓÏ- ŒÏËÕÐÎÏÓÔØ n ÞÉÓÅÌ.

úÎÁÞÉÔ, ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ R^′, ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÏÅ Ë n-ÍÅÒÎÏ- ÍÕ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÕ R, ÔÁËÖÅ n-ÍÅÒÎÏ.

åÓÌÉ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ R É R^′ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÀÔ ÏÄÎÏŒÒÅ- ÍÅÎÎÏ, ÔÏ ŒÅËÔÏÒÙ ÉÚ R ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ËÏÎÔÒÁŒÁÒÉÁÎÔ- ÎÙÍÉ, Á ŒÅËÔÏÒÙ ÉÚ R^′ ËÏŒÁÒÉÁÎÔÎÙÍÉ. œ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ

262 ÐÏÎÑÔÉÅ Ï ÔÅÎÚÏÒÁÈ [ÇÌ. iv

ÓÉÍŒÏÌÙ x; y; : : : ÂÕÄÕÔ ÏÚÎÁÞÁÔØ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÉÚ R, Ô. Å. ËÏÎÔÒÁŒÁÒÉÁÎÔÎÙÅ ŒÅËÔÏÒÙ, Á f; g; : : : | ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÉÚ R^′, Ô. Å. ËÏŒÁÒÉÁÎÔÎÙÅ ŒÅËÔÏÒÙ.

2. âÉÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÅ (ŒÚÁÉÍÎÙÅ) ÂÁÚÉÓÙ. œ ÄÁÌØÎÅÊ- ÛÅÍ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ f Œ ÔÏÞËÅ x ÏÂÏÚÎÁÞÉÔØ ÞÅÒÅÚ (f; x). ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ËÁÖÄÏÊ ÐÁÒÅ f ∈ R^′ É x ∈ R ÏÔÎÅÓÅÎÏ ÞÉÓÌÏ (f; x), ÐÒÉÞÅÍ 1^∘ (f; x_1 + x_2) = (f; x_1) + (f; x_2); 2^∘ (f; ˘x) = ˘(f; x); 3^∘ (˘f; x) = ˘(f; x);

4^∘ (f_1 + f_2; x) = (f_1; x) + (f_2; x):

ðÅÒŒÏÅ É ŒÔÏÒÏÅ ÉÚ ÜÔÉÈ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ | ÜÔÏ ÚÁÐÉÓÁÎ- ÎÙÅ Œ ÎÏŒÙÈ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑÈ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ

f(x_1 + x_2) = f(x_1) + f(x_2) É f(˘x) = ˘f(x);

ÑŒÌÑÀÝÉÅÓÑ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅÍ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ, Á ÔÒÅ- ÔØÅ É ÞÅÔŒÅÒÔÏÅ | ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÎÁ ÞÉÓÌÏ É ÓÕÍÍÙ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ. óÏÏÔ- ÎÏÛÅÎÉÑ 1^∘{4^∘ ÎÁÐÏÍÉÎÁÀÔ ÐÏ ŒÎÅÛÎÅÍÕ ŒÉÄÕ ÁËÓÉÏÍÙ 2^∘ É 3^∘ ÓËÁÌÑÒÎÏÇÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ (§ 2). îÁÄÏ ÌÉÛØ ÐÏÄ- ÞÅÒËÎÕÔØ, ÞÔÏ Œ ÔÏ ŒÒÅÍÑ, ËÁË ÓËÁÌÑÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÅÓÔØ ÞÉÓÌÏ, ÏÔÎÅÓÅÎÎÏÅ ÐÁÒÅ ŒÅËÔÏÒÏŒ ÏÄÎÏÇÏ É ÔÏÇÏ ÖÅ (ÅŒËÌÉÄÏŒÁ) ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ, (f; x) ÅÓÔØ ÞÉÓÌÏ, ÏÔÎÅÓÅÎÎÏÅ ÐÁÒÅ ŒÅËÔÏÒÏŒ, ÏÄÉÎ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÁÆÆÉÎÎÏ- ÍÕ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÕ R, Á ÄÒÕÇÏÊ | ÁÆÆÉÎÎÏÍÕ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓ- ÔŒÕ R^′.

œÅËÔÏÒÙ x ∈ R É f ∈ R^′ ÍÙ ÎÁÚÏŒÅÍ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙ- ÍÉ, ÅÓÌÉ

(f; x) = 0:

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÈÏÔÑ Œ ÁÆÆÉÎÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ R (Œ ÏÔÌÉÞÉÅ ÏÔ ÅŒËÌÉÄÏŒÁ) ÎÅÔ ÐÏÎÑÔÉÑ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÓÔÉ ÄŒÕÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ x; y ∈ R, ÍÏÖÎÏ ÇÏŒÏÒÉÔØ ÏÂ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØ- ÎÏÓÔÉ ŒÅËÔÏÒÏŒ ÉÚ R Ë ŒÅËÔÏÒÁÍ ÉÚ R^′.

§ 23] ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÏÅ (ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÏÅ) ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ 263

ï Ð Ò Å Ä Å Ì Å Î É Å 2. ðÕÓÔØ e_1; e_2; : : : ; e_n | ÂÁÚÉÓ Œ R, Á f^1; f^2; : : : ; f^n | ÂÁÚÉÓ Œ R^′. íÙ ÎÁÚÏŒÅÍ ÜÔÉ ÂÁÚÉÓÙ ÂÉÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÍÉ (ŒÚÁÉÍÎÙÍÉ), ÅÓÌÉ

(f^i; e_k) = { 1 ÐÒÉ i = k; 0 ÐÒÉ i ≠ k

(i; k = 1; 2; : : : ; n): (3)

œŒÅÄÅÍ ÓÉÍŒÏÌ ffi^i_k, ÐÏÌÏÖÉŒ

ffi^i_k = { 1 ÐÒÉ i = k; 0 ÐÒÉ i ≠ k

(i; k = 1; 2; : : : ; n):

ôÏÇÄÁ (f^i; e_k) = ffi^i_k:

åÓÌÉ e_1; e_2; : : : ; e_n | ÂÁÚÉÓ Œ R, ÔÏ (f; e_k) ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÞÉ- ÓÌÁÍÉ a_k, ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÝÉÍÉ ÌÉÎÅÊÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ f ∈ R^′ [ÓÍ. ÆÏÒÍÕÌÕ (2)], ÔÁË ËÁË (f; e_k) ÅÓÔØ ÄÒÕÇÁÑ ÆÏÒÍÁ ÚÁ- ÐÉÓÉ ŒÙÒÁÖÅÎÉÑ f(e_k).

éÚ ÜÔÏÇÏ ÚÁÍÅÞÁÎÉÑ ÓÌÅÄÕÅÔ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ: ÅÓÌÉ e_1; e_2; : : : ; e_n | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÊ ÂÁÚÉÓ Œ R, ÔÏ Œ R^′ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ, É ÐÒÉÔÏÍ ÔÏÌØËÏ ÏÄÉÎ, ÂÁÚÉÓ f^1; f^2; : : : ; f^n ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ ÂÁÚÉÓÙ e_1; e_2; : : : ; e_n É f^1; f^2; : : : : : : ; f^n ÂÉÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙ (ŒÚÁÉÍÎÙ).

äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÉÚ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ (3) ÉÍÅÅÍ

(f^1; e_1) = 1; (f^1; e_2) = 0; : : : ; (f^1; e_n) = 0:

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÚÄÅÓØ ÚÁÄÁÎÙ ÞÉÓÌÁ a_1 = 1, a_2 = 0, : : : , a_n = 0. ôÁË ËÁË ÐÏ ŒÓÑËÉÍ ÞÉÓÌÁÍ a_i ÍÏÖÎÏ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÕÀ ÌÉÎÅÊÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ, ÔÏ f^1 ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ, É ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ f^2 ÒÁ- ŒÅÎÓÔŒÁÍÉ

(f^2; e_1) = 0; (f^2; e_2) = 1; : : : ; (f^2; e_n) = 0

É Ô. Ä. ðÏÓÔÒÏÅÎÎÙÅ ŒÅËÔÏÒÙ f^1; f^2; : : : ; f^n ÉÚ R^′ (ÌÉ- ÎÅÊÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ) ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙ, ÔÁË ËÁË ÏÔŒÅÞÁ- ÀÝÉÅ ËÁÖÄÏÍÕ ÉÚ ÎÉÈ ÓÉÓÔÅÍÙ ÞÉÓÅÌ a_1; a_2; : : : ; a_n ÌÉ- ÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙ ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÊ. íÙ ÐÏÓÔÒÏÉÌÉ, ÔÁËÉÍ

264 ÐÏÎÑÔÉÅ Ï ÔÅÎÚÏÒÁÈ [ÇÌ. iv

ÏÂÒÁÚÏÍ, ÂÁÚÉÓ, ÂÉÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÊ ÂÁÚÉÓÕ e_1; e_2; : : : ; e_n É ÄÏËÁÚÁÌÉ ÅÇÏ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÓÔØ.

œ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÐÏÌØÚÏŒÁÔØÓÑ ÐÒÉÎÑÔÙÍÉ Œ ÔÅÎÚÏÒÎÏÍ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÉ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ, Á ÉÍÅÎÎÏ, ÅÓÌÉ Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ŒÙÒÁÖÅÎÉÉ ÏÄÉÎ É ÔÏÔ ÖÅ ÉÎÄÅËÓ ÓÔÏÉÔ ÏÄÉÎ ÒÁÚ ŒŒÅÒÈÕ, Á ÄÒÕÇÏÊ ÒÁÚ ŒÎÉÚÕ, ÔÏ ÜÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÐÏ ÜÔÏÍÕ ÉÎÄÅËÓÕ ÐÒÏÉÚŒÏÄÉÔÓÑ ÓÕÍÍÉÒÏŒÁÎÉÅ (ÏÔ 1 ÄÏ n). óÁÍ ÚÎÁË ÓÕÍÍÉÒÏŒÁÎÉÑ ∑ ÍÙ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÂÕÄÅÍ ÏÐÕÓËÁÔØ.

îÁÐÒÉÍÅÒ, ¸^iȷ_i ÏÚÎÁÞÁÅÔ ¸^1ȷ_1 + ¸^2ȷ_2 + : : : + ¸^nȷ_n. éÍÅÑ Œ R É R^′ ÂÉÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÅ ÂÁÚÉÓÙ, ÌÅÇËÏ ŒÙ- ÞÉÓÌÑÔØ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÌÀÂÏÇÏ ŒÅËÔÏÒÁ. ðÕÓÔØ e_i É f^k | ÂÉÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÅ ÂÁÚÉÓÙ. îÁÊÄÅÍ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ¸^i ŒÅËÔÏ- ÒÁ x ∈ R Œ ÂÁÚÉÓÅ e_i. íÙ ÉÍÅÅÍ

x = ¸^ie_i:

ïÔÓÀÄÁ

(f^k; x) = (f^k; ¸^ie_i) = ¸^i(f^k; e_i) = ¸^iffi^k_i = ¸^k:

óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ¸^k ŒÅËÔÏÒÁ x Œ ÂÁÚÉÓÅ e_1; e_2; : : : ; e_n ŒÙÞÉÓÌÑÀÔÓÑ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÁÍ

¸^k = (f^k; x);

ÇÄÅ f^k | ÂÁÚÉÓ, ŒÚÁÉÍÎÙÊ Ó ÂÁÚÉÓÏÍ e_i.

áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ȷ_i ŒÅËÔÏÒÁ f Œ ÂÁÚÉÓÅ f^k ŒÙÞÉÓÌÑÀÔÓÑ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÁÍ

ȷ_i = (f; e_i):

ðÕÓÔØ e_1; e_2; : : : ; e_n É f^1; f^2; : : : ; f^n | ÄŒÁ ŒÚÁÉÍÎÙÈ (ÂÉÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÈ) ÂÁÚÉÓÁ. œÙÒÁÚÉÍ ŒÅÌÉÞÉÎÕ (f; x) ÞÅ- ÒÅÚ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ŒÅËÔÏÒÏŒ f É x Œ ÂÁÚÉÓÁÈ e_1; e_2; : : : ; e_n É f^1; f^2; : : : ; f^n ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ. ðÕÓÔØ

x = ¸^1e_1+¸^2e_2+: : :+¸^ne_n É f = ȷ_1f^1+ȷ_2f^2+: : :+ȷ_nf^n;

§ 23] ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÏÅ (ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÏÅ) ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ 265

ÔÏÇÄÁ

(f; x) = (ȷ_1f^1+ȷ_2f^2+: : :+ȷ_nf^n; ¸^1e_1 +¸^2e_2 +: : :+¸^ne_n) =

= (f^i; e_k)ȷ_i¸^k = ffi^i_kȷ_i¸^k = ȷ_i¸^i:

éÔÁË, ÅÓÌÉ e_1; e_2; : : : ; e_n | ÂÁÚÉÓ Œ R, f^1; f^2; : : : ; f^n | ŒÚÁÉÍÎÙÊ Ó ÎÉÍ ÂÁÚÉÓ Œ R^′, ÔÏ

(f; x) = ȷ_1¸^1 + ȷ_2¸^2 + : : : + ȷ_n¸^n; (4)

ÇÄÅ ¸^1; ¸^2; : : : ; ¸^n | ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ŒÅËÔÏÒÁ x ∈ R Œ ÂÁÚÉ- ÓÅ e_1; e_2; : : : ; e_n, Á ȷ_1; ȷ_2; : : : ; ȷ_n | ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ŒÅËÔÏÒÁ f ∈ R^′ Œ ÂÁÚÉÓÅ f^1; f^2; : : : ; f^n.

ú Á Í Å Þ Á Î É Å. åÓÌÉ e_1; e_2; : : : ; e_n É f^1; f^2; : : : ; f^n | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÅ ÂÁÚÉÓÙ Œ R É R^′ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ, ÔÏ

(f; x) = a^i_kȷ_i¸^k;

ÇÄÅ a^i_k = (f^i; e_k).

íÙ ŒÉÄÉÍ, ÞÔÏ ŒÏ ŒÚÁÉÍÎÙÈ ÂÁÚÉÓÁÈ ÚÎÁÞÅÎÉÅ (f; x) ÚÁÐÉÓÙŒÁÅÔÓÑ ÏÓÏÂÅÎÎÏ ÐÒÏÓÔÏ.

éÔÁË, ÍÙ ÐÏÓÔÒÏÉÌÉ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ, ÏÔÎÏÓÑÝÅÅ ËÁÖÄÏÍÕ ÌÉÎÅÊ- ÎÏÍÕ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÕ R ÄÒÕÇÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, Á ÉÍÅÎÎÏ ÓÏÐÒÑÖÅÎ- ÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ R^′. íÙ ÍÏÖÅÍ ÔÅÐÅÒØ ÕÓÔÁÎÏŒÉÔØ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ ÍÅÖÄÕ ÌÉÎÅÊÎÙÍÉ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑÍÉ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ.

ðÕÓÔØ R1; R2 | ÄŒÁ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ É R^′_1; R^′_2 | ÐÒÏÓÔ- ÒÁÎÓÔŒÁ, ÉÍ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÅ. ëÁÖÄÏÍÕ ÌÉÎÅÊÎÏÍÕ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÀ A ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ R1 Œ R2 ÍÙ ÐÏÓÔÁŒÉÍ Œ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ A^′ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ R^′_2 Œ R^′_1, ËÏÔÏÒÏÅ ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ ÓÌÅ- ÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ.

ðÕÓÔØ f2 ∈ R^′_2, x1 ∈ R1. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ (f2; Ax1); ÐÒÉ ÆÉËÓÉÒÏ- ŒÁÎÎÏÍ f2 ÜÔÏ ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÏÔ x1, Ô. Å. ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÚÁÐÉÓÁÎÁ Œ ŒÉÄÅ (f2; Ax1) = (f1; x1), ÇÄÅ f1 ∈ R^′_1. ðÏÌÏÖÉÍ ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ f1 = A^′f2. ðÏÌÕÞÁÅÍÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ A^′ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÏÐÒÑÖÅÎ- ÎÙÍ Ë A. éÔÁË, ÅÓÌÉ A | ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ R1 Œ R2, ÔÏ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÏÅ ÅÍÕ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ ÅÓÔØ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÒÅ- ÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ A^′ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ R^′_2 Œ R^′_1, ÚÁÄÁŒÁÅÍÏÅ ÔÏÖÄÅÓÔŒÏÍ

(A^′f2; x1) = (f2; Ax1):

õÓÔÁÎÏŒÉÍ ÏÄÎÏ ŒÁÖÎÏÅ ÓŒÏÊÓÔŒÏ ÏÐÅÒÁÃÉÉ ÐÅÒÅÈÏÄÁ Ë ÓÏÐÒÑ- ÖÅÎÎÏÍÕ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÀ. ðÕÓÔØ A | ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ

266 ÐÏÎÑÔÉÅ Ï ÔÅÎÚÏÒÁÈ [ÇÌ. iv

ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ R1 Œ R2, B | ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓ- ÔŒÁ R2 Œ R3. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ BA ËÏÍÐÏÚÉÃÉÀ ÜÔÉÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ- ŒÁÎÉÊ, Ô. Å. ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ R1 Œ R3 (ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ BAx = B(Ax) ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ x ∈ R1).

ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ (BA)^′ = A^′B^′:

œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÉÍÅÅÍ:

((BA)^′f; x) = (f; BAx) ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ x ∈ R1 É f ∈ R^′_3:

ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, (A^′B^′f; x) = (B^′f; Ax) = (f; BAx). óÏÐÏÓÔÁ- ŒÌÑÑ ÜÔÉ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ, ÍÙ ŒÉÄÉÍ, ÞÔÏ (BA)^′ = A^′B^′.

õ Ð Ò Á Ö Î Å Î É Å. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ, ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÏÅ Ë A^′, ÅÓÔØ A.

3. œÚÁÉÍÏÚÁÍÅÎÑÅÍÏÓÔØ R É R^′. œ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÍ ÉÚ- ÌÏÖÅÎÉÉ R É R^′ ÉÇÒÁÌÉ ÒÁÚÌÉÞÎÕÀ ÒÏÌØ. íÙ ÐÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÏÎÉ ÓÏŒÅÒÛÅÎÎÏ ÒÁŒÎÏÐÒÁŒÎÙ, Ô. Å. ÞÔÏ ŒÓÅ ÔÅÏÒÅ- ÍÙ ÏÓÔÁÎÕÔÓÑ ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÙÍÉ, ÅÓÌÉ ÍÙ ÐÏÍÅÎÑÅÍ R É R^′ ÒÏÌÑÍÉ.

íÙ ÏÐÒÅÄÅÌÉÌÉ R^′ ËÁË ÓÏŒÏËÕÐÎÏÓÔØ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÆÕÎ- ËÃÉÊ Œ R. þÔÏÂÙ ÕÓÔÁÎÏŒÉÔØ ÒÁŒÎÏÐÒÁŒÎÏÓÔØ R É R^′, ÄÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ŒÓÑËÁÑ ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ’(f) Œ R^′ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÚÁÐÉÓÁÎÁ Œ ŒÉÄÅ (f; x_0), ÇÄÅ x_0 | ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÙÊ ŒÅËÔÏÒ ÉÚ R.

ðÕÓÔØ e_1; e_2; : : : ; e_n | ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÂÁÚÉÓ Œ R É f^1; f^2; : : : ; f^n | ŒÚÁÉÍÎÙÊ Ó ÎÉÍ ÂÁÚÉÓ Œ R^′. ìÉÎÅÊÎÁÑ ÆÕÎ- ËÃÉÑ ’(f) ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÚÁÐÉÓÁÎÁ Œ ŒÉÄÅ

’(f) = a^1ȷ_1 + a^2ȷ_2 + : : : + a^nȷ_n;

ÇÄÅ ȷ_1; ȷ_2; : : : ; ȷ_n | ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ŒÅËÔÏÒÁ f Œ ÂÁÚÉÓÅ f^1; f^2; : : : ; f^n. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ŒÅËÔÏÒ x_0, ÉÍÅÀÝÉÊ Œ ÂÁÚÉÓÅ e_1; e_2; : : : ; e_n ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ a^1; a^2; : : : ; a^n. ôÏÇÄÁ, ËÁË ÍÙ ŒÉÄÅÌÉ Œ Ð. 2,

(f; x_0) = a^1ȷ_1 + a^2ȷ_2 + : : : + a^nȷ_n

É, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ,

’(f) ≡ (f; x_0): (5)

§ 23] ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÏÅ (ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÏÅ) ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ 267

üÔÁ ÆÏÒÍÕÌÁ ÕÓÔÁÎÁŒÌÉŒÁÅÔ ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ ÍÅÖÄÕ ÌÉÎÅÊÎÙÍÉ ÆÕÎËÃÉÑÍÉ ’, ÚÁÄÁÎ- ÎÙÍÉ Œ R^′, É ŒÅËÔÏÒÁÍÉ x_0 ∈ R.

íÙ ÍÏÖÅÍ ÐÏÜÔÏÍÕ ŒÏ ŒÓÅÍ ÉÚÌÏÖÅÎÉÉ ÓÞÉÔÁÔØ R ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁÄ R^′, ÚÁÄÁŒÁÑ ÜÔÉ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÆÏÒÍÕÌÏÊ (5). üÔÉÍ ÕÓÔÁÎÏŒÌÅÎÏ ÐÏÌÎÏÅ ÒÁŒÎÏÐÒÁŒÉÅ ÍÅÖÄÕ R É R^′.

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÏÄÎÏŒÒÅÍÅÎÎÏÍ ÉÚÕÞÅÎÉÉ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ É ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÍÙ ÕÐÏÔÒÅÂÌÑÅÍ ÌÉÛØ ÏÂÙÞÎÙÅ ÄÌÑ ŒÅËÔÏÒÏŒ ÏÐÅÒÁÃÉÉ ÓÌÏÖÅÎÉÑ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÞÉÓÌÏ Œ ËÁÖÄÏÍ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÅ É ÏÐÅÒÁÃÉÀ (f; x), ÓŒÑÚÙŒÁÀÝÕÀ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÏÂÏÉÈ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒ. íÏÖÎÏ ÐÏÜÔÏÍÕ ÄÁÔØ ÄÒÕÇÏÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÐÁÒÙ ÓÏÐÒÑ- ÖÅÎÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ R É R^′, ÐÒÉ ËÏÔÏÒÏÍ ÉÈ ÒÁŒÎÏÐÒÁŒÉÅ ÎÅ- ÐÏÓÒÅÄÓÔŒÅÎÎÏ ŒÉÄÎÏ. üÔÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÓÏÓÔÏÉÔ Œ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ: ÍÙ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍ ÐÁÒÕ n-ÍÅÒÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ R É R^′ É ËÁÖÄÏÊ ÐÁ- ÒÅ ŒÅËÔÏÒÏŒ x ∈ R, f ∈ R^′ ÏÔÎÏÓÉÍ ÞÉÓÌÏ (f; x), ÔÒÅÂÕÑ ÐÒÉ ÜÔÏÍ, ÞÔÏÂÙ ŒÙÐÏÌÎÑÌÉÓØ ÕÓÌÏŒÉÑ 1^∘{4^∘ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ ÐÕÎËÔÁ É ÕÓÌÏŒÉÅ 5^∘ éÚ (f; x) = 0 ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ x ÓÌÅÄÕÅÔ f = 0 É ÉÚ (f; x) = 0 ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ f ÓÌÅÄÕÅÔ x = 0.

ëÏÒÏÔËÏ ÇÏŒÏÒÑ, ÐÁÒÁ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ R É R^′ | ÜÔÏ ÐÁÒÁ n-ÍÅÒÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ Ó ŒŒÅÄÅÎÎÏÊ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÏ ÏÐÅÒÁÃÉÅÊ (f; x), ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÅÊ ÐÅÒÅÞÉÓÌÅÎÎÙÍ ÕÓÌÏŒÉÑÍ.

ú Á Í Å Þ Á Î É Å. œ Ð. 2 ÍÙ ÄÏËÁÚÁÌÉ, ÞÔÏ ÄÌÑ ËÁÖÄÏ- ÇÏ ÂÁÚÉÓÁ Œ R ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ É ÐÒÉÔÏÍ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÊ ŒÚÁ- ÉÍÎÙÊ Ó ÎÉÍ ÂÁÚÉÓ Œ R^′. éÚ ÒÁŒÎÏÐÒÁŒÉÑ ÍÅÖÄÕ R É R^′ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ Œ R^′ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ É ÐÒÉÔÏÍ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÊ ŒÚÁÉÍÎÙÊ Ó ÎÉÍ ÂÁÚÉÓ Œ R.

4. ðÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ Œ R É R^′. åÓÌÉ ÍÙ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ŒÅËÔÏÒÏŒ x ∈ R Œ ÎÅËÏ- ÔÏÒÏÍ ÂÁÚÉÓÅ e_1; e_2; : : : ; e_n, ÔÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ŒÅËÔÏÒÏŒ f ∈ R^′ ÍÙ ÂÕÄÅÍ, ËÁË ÐÒÁŒÉÌÏ, ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ Œ ÂÁÚÉÓÅ f^1; f^2; : : : ; f^n, ŒÚÁÉÍÎÏÍ Ë ÂÁÚÉÓÕ e_1; e_2; : : : ; e_n. ðÅÒÅÊÄÅÍ Œ R ÏÔ ÂÁÚÉÓÁ e_1; e_2; : : : ; e_n Ë ÎÏŒÏÍÕ ÂÁÚÉÓÕ e^′_1; e^′_2; : : : ; e^′_n, É ÐÕÓÔØ e^′_i = c^k_i e_k (6)

| ÆÏÒÍÕÌÙ ÜÔÏÇÏ ÐÅÒÅÈÏÄÁ.

268 ÐÏÎÑÔÉÅ Ï ÔÅÎÚÏÒÁÈ [ÇÌ. iv

ïÂÏÚÎÁÞÁÑ ÞÅÒÅÚ f^1; f^2; : : : ; f^n ÂÁÚÉÓ, ŒÚÁÉÍÎÙÊ Ó ÂÁ- ÚÉÓÏÍ e_1; e_2; : : : ; e_n, Á ÞÅÒÅÚ f^{′1}; f^{′2}; : : : ; f^{′n} | ÂÁÚÉÓ, ŒÚÁ- ÉÍÎÙÊ Ó ÂÁÚÉÓÏÍ e^′_1; e^′_2; : : : ; e^′_n, ÎÁÊÄÅÍ ÍÁÔÒÉÃÕ ‖b^k_i ‖ ÐÅ- ÒÅÈÏÄÁ ÏÔ ÂÁÚÉÓÁ f^i Ë ÂÁÚÉÓÕ f^{′i}.

îÁÊÄÅÍ ÓÎÁÞÁÌÁ ÏÂÒÁÔÎÕÀ ÅÊ ÍÁÔÒÉÃÕ ‖u^k_i ‖ ÐÅÒÅÈÏÄÁ ÏÔ f^{′1}; f^{′2}; : : : ; f^{′n} Ë f^1; f^2; : : : ; f^n:

f^k = u^k_i f^{′i}: (6^′)

äÌÑ ÜÔÏÇÏ ŒÙÞÉÓÌÉÍ ÄŒÕÍÑ ÓÐÏÓÏÂÁÍÉ ŒÙÒÁÖÅÎÉÅ (f^k; e^′_i):

(f^k; e^′_i) = (f^k; c^ff_i e_ff) = c^ff_i (f^k; e_ff) = c^k_i ;

(f^k; e^′_i) = (u^k_i f^{′i}; e^′_i) = u^k_i :

ïÔÓÀÄÁ ÉÍÅÅÍ c^k_i = u^k_i , Ô. Å. ÍÁÔÒÉÃÁ ‖u^k_i ‖ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÔÒÁÎÓÐÏÎÉÒÏŒÁÎÎÏÊ^∗) Ë ÍÁÔÒÉÃÅ ÐÅÒÅÈÏÄÁ (6). óÌÅÄÏ- ŒÁÔÅÌØÎÏ, ÍÁÔÒÉÃÁ ÐÅÒÅÈÏÄÁ

f^{′k} = b^k_i f^i (7)

ÏÔ f^1; f^2; : : : ; f^n Ë f^{′1}; f^{′2}; : : : ; f^{′n} ÒÁŒÎÁ ÍÁÔÒÉÃÅ, ÔÒÁÎÓÐÏÎÉÒÏŒÁÎÎÏÊ Ë ÍÁÔÒÉÃÅ, ÏÂÒÁÔÎÏÊ ÍÁÔÒÉÃÅ ‖c^k_i ‖ ÐÅÒÅÈÏÄÁ ÏÔ e_1; e_2; : : : ; e_n Ë e^′_1; e^′_2; : : : ; e^′_n.

œÙÑÓÎÉÍ ÔÅÐÅÒØ, ËÁË ÐÒÅÏÂÒÁÚÕÀÔÓÑ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ŒÅËÔÏÒÏŒ Œ R É Œ R^′. ðÕÓÔØ ¸^i | ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ŒÅËÔÏÒÁ x ∈ R Œ ÂÁÚÉÓÅ e_1; e_2; : : : ; e_n É ¸^{′i} | ÅÇÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ Œ ÎÏŒÏÍ ÂÁÚÉÓÅ e^′_1; e^′_2; : : : ; e^′_n.

ôÏÇÄÁ

(f^i; x) = (f^i; ¸^1e_1 + ¸^2e_2 + : : : + ¸^ne_n) = ¸^i É (f^{′i}; x) = (f^{′i}; ¸^{′1}e^′_1 + ¸^{′2}e^′_2 + : : : + ¸^{′n}e^′_n) = ¸^{′i}:

∗) íÙ ÇÏŒÏÒÉÍ, ÞÔÏ ÍÁÔÒÉÃÁ ‖u^k_i ‖ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÔÒÁÎÓÐÏÎÉÒÏŒÁÎ- ÎÏÊ Ë ÍÁÔÒÉÃÅ ÐÅÒÅÈÏÄÁ (6), ÔÁË ËÁË ÓÕÍÍÉÒÏŒÁÎÉÅ Œ (6^′) ÐÒÏÉÚ- ŒÏÄÉÔÓÑ ÐÏ ÄÒÕÇÏÍÕ ÉÎÄÅËÓÕ.

§ 23] ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÏÅ (ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÏÅ) ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ 269

ðÏÜÔÏÍÕ

¸^{′i} = (f^{′i}; x) = (b^i_kf^k; x) = b^i_k(f^k; x) = b^i_k¸^k:

éÔÁË, ¸^{′i} = b^i_k¸^k; (8)

Ô. Å ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ŒÅËÔÏÒÏŒ Œ R ÐÒÅÏÂÒÁÚÕÀÔÓÑ ÐÏ ÔÅÍ ÖÅ ÆÏÒÍÕÌÁÍ, ÞÔÏ É ŒÅËÔÏÒÙ ŒÚÁÉÍÎÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ Œ R^′. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ŒÅËÔÏÒÏŒ Œ R^′ ÐÒÅÏÂÒÁÚÕÀÔÓÑ ÐÏ ÔÅÍ ÖÅ ÆÏÒÍÕÌÁÍ, ÞÔÏ É ŒÅËÔÏÒÙ ŒÚÁÉÍÎÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ Œ R, Ô. Å.

ȷ^′_i = c^k_i ȷ_k: (9)

íÙ ÍÏÖÅÍ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒÁÔØ ÓÌÅÄÕÀ- ÝÅÅ ÐÒÁŒÉÌÏ: ÐÒÉ ÐÅÒÅÈÏÄÅ ÏÔ ÓÔÁÒÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ËÏÏÒÄÉ- ÎÁÔ Ë ÎÏŒÏÊ ÏÂSSÅËÔÙ, ÉÍÅÀÝÉÅ ÎÉÖÎÉÊ ÉÎÄÅËÓ, ÐÒÅ- ÏÂÒÁÚÕÀÔÓÑ ÍÁÔÒÉÃÅÊ ‖c^k_i ‖, ÏÂSSÅËÔÙ, ÉÍÅÀÝÉÅ ŒÅÒÈ- ÎÉÊ ÉÎÄÅËÓ, ÐÒÅÏÂÒÁÚÕÀÔÓÑ ÍÁÔÒÉÃÅÊ ‖b^k_i ‖, ÏÂÒÁÔÎÏÊ Ë ‖c^k_i ‖.

ôÏÔ ÆÁËÔ, ÞÔÏ ÍÁÔÒÉÃÁ ‖b^k_i ‖ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÂÒÁÔÎÏÊ Ë ÍÁ- ÔÒÉÃÅ ‖c^k_i ‖, ŒÙÒÁÖÁÅÔÓÑ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍÉ

c^ff_i b^j_ff = ffi^j_i ; b^ff_i c^j_ff = ffi^j_i :

5. ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÏÅ Ë ÅŒËÌÉÄÏŒÕ. ïÇÒÁ- ÎÉÞÉÍÓÑ ÄÌÑ ÐÒÏÓÔÏÔÙ ÅŒËÌÉÄÏŒÙÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ.

ì Å Í Í Á. ðÕÓÔØ R ÅÓÔØ n-ÍÅÒÎÏÅ ÅŒËÌÉÄÏŒÏ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÏ. ôÏÇÄÁ ËÁÖÄÕÀ ÌÉÎÅÊÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ Œ ÎÅÍ ÍÏÖÎÏ ÚÁÐÉÓÁÔØ Œ ŒÉÄÅ

f(x) = (x; y);

ÇÄÅ y | ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÙÊ ŒÅËÔÏÒ, ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅ- ÍÙÊ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ f. ïÂÒÁÔÎÏ, ËÁÖÄÙÊ ŒÅËÔÏÒ y ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ÌÉÎÅÊÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ f(x) = (x; y).

ä Ï Ë Á Ú Á Ô Å Ì Ø Ó Ô Œ Ï. œÙÂÅÒÅÍ Œ R ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÊ ÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÙÊ ÂÁÚÉÓ e_1; e_2; : : : ; e_n.

270 ÐÏÎÑÔÉÅ Ï ÔÅÎÚÏÒÁÈ [ÇÌ. iv

ìÉÎÅÊÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ f(x) Œ ÜÔÏÍ ÂÁÚÉÓÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÚÁ- ÐÉÓÁÎÁ Œ ŒÉÄÅ f(x) = a_1¸^1 + a_2¸^2 + : : : + a_n¸^n:

œŒÅÄÅÍ ŒÅËÔÏÒ y Ó ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ a_1; a_2; : : : ; a_n. ôÁË ËÁË ÂÁÚÉÓ e_1; e_2; : : : ; e_n | ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÊ, ÔÏ (x; y) = a_1¸^1 + a_2¸^2 + : : : + a_n¸^n:

íÙ ÄÏËÁÚÁÌÉ, ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÅ ÔÁËÏÇÏ ŒÅËÔÏÒÁ y, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ x ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ

f(x) = (x; y):

äÏËÁÖÅÍ ÔÅÐÅÒØ, ÞÔÏ ÔÁËÏÊ ŒÅËÔÏÒ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÏÄ- ÎÏÚÎÁÞÎÏ. ðÕÓÔØ

f(x) = (x; y_1) É f(x) = (x; y_2): ôÏÇÄÁ (x; y_1) = (x; y_2);

Ô. Å.

(x; y_1 − y_2) = 0 ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ x. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, y_1 − y_2 = 0. ïÄÎÏÚÎÁÞ- ÎÏÓÔØ ÄÏËÁÚÁÎÁ.

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, Œ ÓÌÕÞÁÅ ÅŒËÌÉÄÏŒÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ËÁÖÄÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ f ÉÚ R^′ ÚÁÍÅÎÉÔØ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕ- ÀÝÉÍ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ y ÉÚ R É ÐÒÉ ÜÔÏÍ ŒÍÅÓÔÏ (f; x) ÐÉ- ÓÁÔØ (y; x). ôÁË ËÁË ÐÒÉ ÏÄÎÏŒÒÅÍÅÎÎÏÍ ÉÚÕÞÅÎÉÉ ÐÒÏÓ- ÔÒÁÎÓÔŒÁ É ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÍÙ ÕÐÏÔÒÅ- ÂÌÑÅÍ ÌÉÛØ ÏÂÙÞÎÙÅ ÄÌÑ ŒÅËÔÏÒÏŒ ÏÐÅÒÁÃÉÉ É ÏÐÅÒÁ- ÃÉÀ (f; x), ÓŒÑÚÙŒÁÀÝÕÀ ÜÌÅÍÅÎÔÙ f ∈ R^′ É x ∈ R, ÔÏ ÍÙ ÍÏÖÅÍ Œ ÓÌÕÞÁÅ ÅŒËÌÉÄÏŒÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÚÁÍÅÎÉÔØ f ÎÁ y, R^′ ÎÁ R É (f; x) ÎÁ (y; x), Ô. Å. ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÉÔØ ÅŒ- ËÌÉÄÏŒÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ Ó ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÍ Ë ÎÅÍÕ ÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÏÍ R^{′ ∗}). üÔÏ ŒÙÒÁÖÁÀÔ ÉÎÏÇÄÁ É ÔÁË: Œ ÅŒËÌÉÄÏŒÏÍ

∗) åÓÌÉ R | ÁÆÆÉÎÎÏÅ n-ÍÅÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, ÔÏ R^′ ÔÁËÖÅ n-ÍÅÒÎÏ É, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, R É R^′ ÉÚÏÍÏÒÆÎÙ. îÏ ÅÓÌÉ ÂÙ ÍÙ ÏÔÏ-

§ 23] ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÏÅ (ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÏÅ) ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ 271

ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÍÏÖÎÏ ÚÁÍÅÎÉÔØ ËÏŒÁÒÉÁÎÔÎÙÅ ŒÅËÔÏÒÙ ËÏÎÔÒÁŒÁÒÉÁÎÔÎÙÍÉ.

ðÒÉ ÔÁËÏÍ ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÌÅÎÉÉ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ R É ÓÏÐÒÑ- ÖÅÎÎÏÇÏ Ë ÎÅÍÕ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ R^′ ÐÏÎÑÔÉÅ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØ- ÎÏÓÔÉ ŒÅËÔÏÒÏŒ x ∈ R É f ∈ R^′, ŒŒÅÄÅÎÎÏÅ Œ ÐÕÎËÔÅ 2, ÐÅÒÅÈÏÄÉÔ Œ ÏÂÙÞÎÏÅ ÄÌÑ ÅŒËÌÉÄÏŒÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÐÏ- ÎÑÔÉÅ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÓÔÉ ÄŒÕÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ ÉÚ R.

ðÕÓÔØ e_1; e_2; : : : ; e_n | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÊ ÂÁÚÉÓ Œ R, Á f^1; f^2; : : : ; f^n | ŒÚÁÉÍÎÙÊ Ó ÎÉÍ (ÂÉÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÊ) ÂÁÚÉÓ Œ R^′. ôÁË ËÁË Œ ÓÌÕÞÁÅ ÅŒËÌÉÄÏŒÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ R É R^′ ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÌÅÎÙ, ÔÏ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ ŒÅËÔÏÒÙ ÂÉÏÒÔÏ- ÇÏÎÁÌØÎÏÇÏ Ë e_i ÂÁÚÉÓÁ f^k ÔÁËÖÅ ŒÅËÔÏÒÁÍÉ ÉÚ R.

œÙÑÓÎÉÍ, ËÁË ÎÁÍ ÎÁÊÔÉ Œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÐÏ ÂÁÚÉÓÕ e_1; e_2; : : : ; e_n ÂÁÚÉÓ f^1; f^2; : : : ; f^n. œÙÒÁÚÉÍ ÓÎÁÞÁÌÁ e_i ÞÅ- ÒÅÚ f^k:

e_i = g_{ik}f^k:

îÁÍ ÎÕÖÎÏ ÎÁÊÔÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ g_{ik}. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÕÍÎÏ- ÖÉÍ ÓËÁÌÑÒÎÏ ÏÂÅ ÞÁÓÔÉ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ÎÁ e_ff:

(e_i; e_ff) = g_{ik}(f^k; e_ff):

ôÁË ËÁË, Œ ÓÉÌÕ ŒÚÁÉÍÎÏÓÔÉ (ÂÉÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÓÔÉ) ÂÁ- ÚÉÓÏŒ f^k É e_ff, (f^k; e_ff) = ffi^k_ff; ÔÏ (e_i; e_ff) = g_{ik}ffi^k_ff = g_{iff}:

éÔÁË, ÅÓÌÉ ÂÁÚÉÓ f^k ÂÉÏÒÔÏÇÏÎÁÌÅÎ Ë ÂÁÚÉÓÕ e_i, ÔÏ

e_i = g_{ik}f^k; (10)

ÇÄÅ ÍÁÔÒÉÃÁ g_{ik} ŒÙÞÉÓÌÑÅÔÓÑ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ

g_{ik} = (e_i; e_k):

ÖÄÅÓÔŒÉÌÉ R É R^′, ÎÁÍ ÐÒÉÛÌÏÓØ ÂÙ ŒÍÅÓÔÏ (f; x) ÐÉÓÁÔØ (y; x), ÇÄÅ y; x ∈ R, Ô. Å. ÍÙ ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ ŒŒÅÌÉ ÂÙ Œ R ÓËÁÌÑÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ.

272 ÐÏÎÑÔÉÅ Ï ÔÅÎÚÏÒÁÈ [ÇÌ. iv

ïÔÓÀÄÁ, ÒÁÚÒÅÛÉŒ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ (10) ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ f^i, ÉÍÅÅÍ:

f^i = g^{ik}e_k; (11)

ÇÄÅ g^{ik} | ÍÁÔÒÉÃÁ, ÏÂÒÁÔÎÁÑ Ë g_{ik}, Ô. Å.

g^{iff}g_{ffk} = ffi^i_k:

õ Ð Ò Á Ö Î Å Î É Å. ðÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ

g^{ik} = (f^i; f^k):

§ 24. ôÅÎÚÏÒÙ

1. ðÏÌÉÌÉÎÅÊÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ. œ ÐÅÒŒÏÊ ÇÌÁŒÅ ÍÙ ÉÚÕ- ÞÉÌÉ ÌÉÎÅÊÎÙÅ É ÂÉÌÉÎÅÊÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ Œ n-ÍÅÒÎÏÍ ÁÆ- ÆÉÎÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ. éÈ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÙÍ ÏÂÏÂÝÅÎÉÅÍ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ, ÚÁŒÉÓÑÝÉÅ ÏÔ ÐÒÏÉÚ- ŒÏÌØÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ŒÅËÔÏÒÏŒ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÒÁÓÓÍÁ- ÔÒÉŒÁÔØ ÆÕÎËÃÉÉ, ÚÁŒÉÓÑÝÉÅ ËÁË ÏÔ ŒÅËÔÏÒÏŒ ÉÚ R, ÔÁË É ÏÔ ŒÅËÔÏÒÏŒ ÉÚ R^′.

ï Ð Ò Å Ä Å Ì Å Î É Å 1. ðÏÌÉÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ

l(x; y; : : : ; f; g; : : : );

ÚÁŒÉÓÑÝÅÊ ÏÔ p ŒÅËÔÏÒÏŒ x; y; : : : ∈ R É q ŒÅËÔÏÒÏŒ f; g; : : : ∈ R^′ (R^′ | ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÏÅ Ë R), ÎÁ- ÚÙŒÁÅÔÓÑ ÆÕÎËÃÉÑ, ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ËÁÖÄÏÇÏ ÉÚ ÁÒÇÕÍÅÎÔÏŒ, ËÏÇÄÁ ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÁÒÇÕÍÅÎÔÙ ÆÉËÓÉÒÏ- ŒÁÎÙ.

îÁÐÒÉÍÅÒ, ÅÓÌÉ ÚÁÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÙ ŒÓÅ ŒÅËÔÏÒÙ, ËÒÏÍÅ ÐÅÒŒÏÇÏ, ÔÏ

l(x^′ + x^{′′}; y; : : : ; f; g; : : : ) = = l(x^′; y; : : : ; f; g; : : : ) + l(x^{′′}; y; : : : ; f; g; : : : );

l(˘x; y; : : : ; f; g; : : : ) = ˘l(x; y; : : : ; f; g; : : : ):

§ 24] ÔÅÎÚÏÒÙ 273

áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ

l(x; y; : : : ; f^′ + f^{′′}; g; : : : ) = = l(x; y; : : : ; f^′; g; : : : ) + l(x; y; : : : ; f^{′′}; g; : : : );

l(x; y; : : : ; ¯f; g; : : : ) = ¯l(x; y; : : : ; f; g; : : : ):

ôÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ É ÄÌÑ ÄÒÕÇÉÈ ÁÒÇÕÍÅÎÔÏŒ.

ðÏÌÉÌÉÎÅÊÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ, ÚÁŒÉÓÑÝÕÀ ÏÔ p ŒÅËÔÏÒÏŒ ÉÚ R (ËÏÎÔÒÁŒÁÒÉÁÎÔÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ) É q ŒÅËÔÏÒÏŒ ÉÚ R^′ (ËÏŒÁÒÉÁÎÔÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ) ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙŒÁÔØ ÐÏÌÉÌÉ- ÎÅÊÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ ÔÉÐÁ (p; q). òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ.

ðÒÏÓÔÅÊÛÉÅ ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ | ÜÔÏ ÆÕÎËÃÉÉ ÔÉÐÁ (1; 0) É ÔÉÐÁ (0; 1).

ðÏÌÉÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÔÉÐÁ (1; 0) | ÜÔÏ ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÏÔ ÏÄÎÏÇÏ ŒÅËÔÏÒÁ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ R, Ô. Å. ŒÅË- ÔÏÒ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ R^′ (ËÏŒÁÒÉÁÎÔÎÙÊ ŒÅËÔÏÒ).

áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ËÁË ÜÔÏ ÂÙÌÏ ÐÏËÁÚÁÎÏ Œ Ð. 3 ÐÒÅÄÙÄÕ- ÝÅÇÏ ÐÁÒÁÇÒÁÆÁ, ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÔÉÐÁ (0; 1) ÚÁ- ÄÁÅÔ ŒÅËÔÏÒ ÉÚ R (ËÏÎÔÒÁŒÁÒÉÁÎÔÎÙÊ ŒÅËÔÏÒ).

ðÏÌÉÌÉÎÅÊÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ, ÚÁŒÉÓÑÝÉÅ ÏÔ ÄŒÕÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ (ÂÉÌÉÎÅÊÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ), ÂÙŒÁÀÔ ÔÒÅÈ ÔÉÐÏŒ:

ff) ÆÕÎËÃÉÉ, ÚÁŒÉÓÑÝÉÅ ÏÔ ÄŒÕÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ ÉÚ ÐÒÏÓÔ- ÒÁÎÓÔŒÁ R, | ÜÔÏ ŒŒÅÄÅÎÎÙÅ Œ § 4 ÂÉÌÉÎÅÊÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ R;

fi) ÆÕÎËÃÉÉ, ÚÁŒÉÓÑÝÉÅ ÏÔ ÄŒÕÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ Œ ÐÒÏÓÔ- ÒÁÎÓÔŒÅ R^′, | ÜÔÏ ÂÉÌÉÎÅÊÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ Œ R^′;

fl) ÆÕÎËÃÉÉ, ÚÁŒÉÓÑÝÉÅ ÏÔ ÏÄÎÏÇÏ ŒÅËÔÏÒÁ ÉÚ R É ÏÄ- ÎÏÇÏ ŒÅËÔÏÒÁ ÉÚ R^′.

æÕÎËÃÉÉ ÔÒÅÔØÅÇÏ ÔÉÐÁ ÔÅÓÎÏ ÓŒÑÚÁÎÙ Ó ÌÉÎÅÊÎÙÍÉ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑÍÉ. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÐÕÓÔØ

y = Ax

| ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ Œ R. ðÏÓÔÒÏÉÍ ÂÉÌÉÎÅÊÎÕÀ

274 ÐÏÎÑÔÉÅ Ï ÔÅÎÚÏÒÁÈ [ÇÌ. iv

ÆÕÎËÃÉÀ (f; Ax);

ÌÉÎÅÊÎÏ ÚÁŒÉÓÑÝÕÀ ÏÔ ŒÅËÔÏÒÏŒ x ∈ R É f ∈ R^′.

íÙ ÍÏÖÅÍ, ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ËÁÖÄÏÍÕ ÌÉÎÅÊÎÏÍÕ ÐÒÅ- ÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÀ Œ R ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÓÏÐÏÓÔÁŒÉÔØ ÂÉÌÉÎÅÊÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ ÔÉÐÁ fl.

ëÁË É Œ § 11 ÇÌÁŒÙ II, ÍÏÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ É ÏÂÒÁÔÎÏÅ, Ô. Å. ÞÔÏ ËÁÖÄÏÊ ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÔÉÐÁ fl ÏÔŒÅÞÁÅÔ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁ- ÚÏŒÁÎÉÅ Œ R.

2. œÙÒÁÖÅÎÉÑ ÄÌÑ ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ Œ ÄÁÎÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ. ðÅÒÅÈÏÄ ÏÔ ÏÄÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ËÏÏÒÄÉ- ÎÁÔ Ë ÄÒÕÇÏÊ. œÙÑÓÎÉÍ, ËÁË ŒÙÒÁÖÁÅÔÓÑ ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÞÅÒÅÚ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÔÅÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ, ÏÔ ËÏÔÏÒÙÈ ÏÎÁ ÚÁŒÉÓÉÔ. äÌÑ ÔÏÇÏ ÞÔÏÂÙ ÎÅ ÐÉÓÁÔØ ÓÌÉÛËÏÍ ÄÌÉÎ- ÎÙÈ ÆÏÒÍÕÌ, ÐÒÏŒÅÄÅÍ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÅ ÎÁ ÓÌÕÞÁÅ ÐÏÌÉÌÉ- ÎÅÊÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ l(x; y; f), ÚÁŒÉÓÑÝÅÊ ÏÔ ÄŒÕÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ ÉÚ R É ÏÄÎÏÇÏ ŒÅËÔÏÒÁ ÉÚ R^′ [ÆÕÎËÃÉÑ ÔÉÐÁ (2; 1)].

œÙÂÅÒÅÍ Œ R ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÂÁÚÉÓ e_1; e_2; : : : ; e_n, Á Œ R^′ | ŒÚÁÉÍÎÙÊ Ó ÎÉÍ ÂÁÚÉÓ f^1; f^2; : : : ; f^n. ðÕÓÔØ

x = ¸^ie_i; y = ȷ^j e_j ; f = ı_kf^k:

ôÏÇÄÁ

l(x; y; f) = l(¸^ie_i; ȷ^j e_j ; ı_kf^k) = ¸^iȷ^j ı_kl(e_i; e_j ; f^k):

éÔÁË: ÐÒÉ ÚÁÄÁÎÎÙÈ Œ R É ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ Œ R^′ ÂÁÚÉ- ÓÁÈ e_1; e_2; : : : ; e_n É f^1; f^2; : : : ; f^n ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ l(x; y; f) ÚÁÐÉÓÙŒÁÅÔÓÑ Œ ŒÉÄÅ

l(x; y; f) = a^k_{ij} ¸^iȷ^j ı_k;

ÇÄÅ ¸^i, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ ȷ^j , ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ ı_k | ËÏÏÒÄÉ- ÎÁÔÙ ŒÅËÔÏÒÁ x, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ y, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ f. þÉÓÌÁ a^k_{ij}, ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÝÉÅ ÆÕÎËÃÉÀ l(x; y; f), ÚÁÄÁÀÔÓÑ

§ 24] ÔÅÎÚÏÒÙ 275

ÆÏÒÍÕÌÏÊ a^k_{ij} = l(e_i; e_j ; f^k)

É ÚÁŒÉÓÑÔ, ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÏÔ ŒÙÂÏÒÁ ÂÁÚÉÓÏŒ Œ R É R^′.

áÎÁÌÏÇÉÞÎÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ ÉÍÅÅÍ ÍÅÓÔÏ ÄÌÑ ÐÏÌÉÌÉÎÅÊ- ÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÏÂÝÅÇÏ ŒÉÄÁ:

l(x; y; : : : ; f; g; : : : ) = a^{rs:::}_{ij:::} ¸^iȷ^j : : : ˘_r¯_s : : : ; (1)

ÇÄÅ ÞÉÓÌÁ a^{rs:::}_{ij:::} , ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÝÉÅ ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ, ŒÙÞÉÓÌÑÀÔÓÑ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÁÍ

a^{rs:::}_{ij:::} = l(e_i; e_j ; : : : ; f^r; f^s; : : : ): (2)

œÙÑÓÎÉÍ ÔÅÐÅÒØ, ËÁË ÉÚÍÅÎÑÅÔÓÑ ÓÉÓÔÅÍÁ ÞÉÓÅÌ, ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÝÁÑ ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÕÀ ÆÏÒÍÕ, ÐÒÉ ÉÚÍÅÎÅÎÉÉ ÂÁ- ÚÉÓÁ.

ðÕÓÔØ Œ R ÚÁÄÁÎ ÂÁÚÉÓ e_1; e_2; : : : ; e_n É Œ R^′ | ŒÚÁÉÍ- ÎÙÊ Ó ÎÉÍ ÂÁÚÉÓ f^1; f^2; : : : ; f^n. ðÅÒÅÊÄÅÍ Ë ÎÏŒÏÍÕ ÂÁ- ÚÉÓÕ e^′_1; e^′_2; : : : ; e^′_n Œ R É ŒÚÁÉÍÎÏÍÕ Ó ÎÉÍ ÂÁÚÉÓÕ f^{′1}; f^{′2}; : : : ; f^{′n} Œ R^′.

ðÕÓÔØ ÐÅÒÅÈÏÄ ÏÔ ÂÁÚÉÓÁ e_1; e_2; : : : ; e_n Ë ÂÁÚÉÓÕ e^′_1; e^′_2; : : : ; e^′_n ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ

e^′_ff = c^fi_ffe_fi: (3)

ôÏÇÄÁ ÐÅÒÅÈÏÄ ÏÔ ÂÁÚÉÓÁ f^1; f^2; : : : ; f^n Ë ÂÁÚÉÓÕ f^{′1}; f^{′2}; : : : ; f^{′n} ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ

f^{′fi} = b^fi_fff^ff; (4)

ÇÄÅ ‖b^fi_ff‖ | ÍÁÔÒÉÃÁ, ÔÒÁÎÓÐÏÎÉÒÏŒÁÎÎÁÑ Ë ÍÁÔÒÉÃÅ, ÏÂÒÁÔÎÏÊ Ë ‖c^fi_ff‖.

æÏÒÍÕÌÁ (3) ÐÏËÁÚÙŒÁÅÔ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÁ c^fi_ff ÐÒÉ ÆÉËÓÉ- ÒÏŒÁÎÎÏÍ ff ÑŒÌÑÀÔÓÑ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ ŒÅËÔÏÒÁ e^′_ff Œ ÂÁ- ÚÉÓÅ e_1; e_2; : : : ; e_n. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÞÉÓÌÁ b^fi_ff ÐÒÉ ÆÉËÓÉÒÏ- ŒÁÎÎÏÍ fi ÑŒÌÑÀÔÓÑ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ ŒÅËÔÏÒÁ f^{′fi} Œ ÂÁÚÉÓÅ f^1; f^2; : : : ; f^n.

276 ÐÏÎÑÔÉÅ Ï ÔÅÎÚÏÒÁÈ [ÇÌ. iv

îÁÊÄÅÍ ÓÉÓÔÅÍÕ ÞÉÓÅÌ a^{′rs:::}_{ij:::} , ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÝÉÈ ÎÁ- ÛÕ ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ Œ ÂÁÚÉÓÁÈ e^′_1; e^′_2; : : : ; e^′_n É f^{′1}; f^{′2}; : : : ; f^{′n}. íÙ ÚÎÁÅÍ, ÞÔÏ

a^{′rs:::}_{ij:::} = l(e^′_i; e^′_j ; : : : ; f^{′r}; f^{′s}; : : : ):

ðÏÜÔÏÍÕ, ÞÔÏÂÙ ÎÁÊÔÉ a^{rs:::}_{ij:::} , ÍÙ ÄÏÌÖÎÙ Œ ÆÏÒÍÕ- ÌÕ (1) ŒÍÅÓÔÏ ¸^i; ȷ^j ; : : : ; ˘_r; ¯_s; : : : ÐÏÄÓÔÁŒÉÔØ ËÏÏÒÄÉÎÁ- ÔÙ ŒÅËÔÏÒÏŒ e^′_i; e^′_j ; : : : ; f^{′r}; f^{′s}; : : : , Ô. Å. ÞÉÓÌÁ c^ff_i ; c^fi_j ; : : : ; b^r_œ; b^s_ø ; : : : íÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ:

a^{′rs:::}_{ij:::} = c^ff_i c^fi_j : : : b^r_œb^s_ø : : : a^{œø :::}_{fffi:::}:

éÔÁË, ÓÉÓÔÅÍÁ ÞÉÓÅÌ a^{rs:::}_{ij:::} , ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÝÉÈ ÐÏÌÉÌÉÎÅÊ- ÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ l(x; y; : : : ; f; g; : : : ) ŒÏ ŒÚÁÉÍÎÙÈ ÂÁÚÉÓÁÈ e_1; e_2; : : : ; e_n É f^1; f^2; : : : ; f^n, ÐÒÉ ÐÅÒÅÈÏÄÅ Ë ÎÏŒÙÍ ŒÚÁ- ÉÍÎÙÍ ÂÁÚÉÓÁÍ e^′_1; e^′_2; : : : ; e^′_n É f^{′1}; f^{′2}; : : : ; f^{′n} ÐÒÅÏÂÒÁ- ÚÕÅÔÓÑ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÁÍ

a^{′rs:::}_{ij:::} = c^ff_i c^fi_j : : : b^r_œb^s_ø : : : a^{œø :::}_{fffi:::}; (5)

ÇÄÅ ‖c^j_i ‖ | ÍÁÔÒÉÃÁ, ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÝÁÑ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ ÂÁ- ÚÉÓÁ e_1; e_2; : : : ; e_n, Á ‖b^j_i ‖ | ÍÁÔÒÉÃÁ, ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÝÁÑ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ ŒÚÁÉÍÎÏÇÏ Ó ÎÉÍ ÂÁÚÉÓÁ f^1; f^2; : : : ; f^n.

üÔÏ ÍÏÖÎÏ ŒÙÒÁÚÉÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÆÒÁÚÏÊ: ÎÁ ÎÉÖÎÉÅ ÉÎÄÅËÓÙ ÓÉÓÔÅÍÙ ÞÉÓÅÌ a^{rs:::}_{ij:::} ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÍÁÔÒÉÃÁ ‖c^j_i ‖, ÎÁ ŒÅÒÈÎÉÅ ÉÎÄÅËÓÙ | ÍÁÔÒÉÃÁ ‖b^j_i ‖ (ÓÒ. § 23, Ð. 4, ÇÄÅ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÙ ÆÏÒÍÕÌÙ ÄÌÑ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ËÏŒÁÒÉÁÎÔÎÏÇÏ É ËÏÎÔÒÁŒÁÒÉÁÎÔÎÏÇÏ ŒÅËÔÏÒÏŒ).

3. ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÔÅÎÚÏÒÁ. ïÂSSÅËÔÙ, Ó ËÏÔÏÒÙÍÉ ÍÙ ŒÓÔÒÅÞÁÌÉÓØ ÎÁ ÐÒÏÔÑÖÅÎÉÉ ÜÔÏÊ ËÎÉÇÉ (ŒÅËÔÏÒÙ, ÌÉ- ÎÅÊÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ, ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ, ÂÉÌÉÎÅÊ- ÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ É Ô. Ä.), ÏÐÒÅÄÅÌÑÌÉÓØ Œ ËÁÖÄÏÍ ÂÁÚÉÓÅ ÓŒÏÅÊ ÓÉÓÔÅÍÏÊ ÞÉÓÅÌ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ŒÅËÔÏÒ ÏÐÒÅÄÅÌÑÌÓÑ Œ ËÁÖÄÏÍ ÂÁÚÉÓÅ ÓÉÓÔÅÍÏÊ n ÞÉÓÅÌ | ÓŒÏÉÍÉ ËÏÏÒÄÉÎÁ- ÔÁÍÉ. ìÉÎÅÊÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ Œ ËÁÖÄÏÍ ÂÁÚÉ- ÓÅ ÔÁËÖÅ ÓÉÓÔÅÍÏÊ n ÞÉÓÅÌ | ÓŒÏÉÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ.

§ 24] ÔÅÎÚÏÒÙ 277

ìÉÎÅÊÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ Œ ËÁÖÄÏÍ ÂÁÚÉ- ÓÅ ÓÉÓÔÅÍÏÊ n^2 ÞÉÓÅÌ | ÍÁÔÒÉÃÅÊ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÐÒÅÏÂÒÁ- ÚÏŒÁÎÉÑ. âÉÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ Œ ËÁÖÄÏÍ ÂÁÚÉÓÅ ÓÉÓÔÅÍÏÊ n^2 ÞÉÓÅÌ | ÍÁÔÒÉÃÅÊ ÜÔÏÊ ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÏÒÍÙ. ðÒÉ ÐÅÒÅÈÏÄÅ ÏÔ ÏÄÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ (ÂÁ- ÚÉÓÁ) Ë ÄÒÕÇÏÊ ÓÉÓÔÅÍÁ ÞÉÓÅÌ, ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÝÁÑ ÄÁÎÎÙÊ ÏÂSSÅËÔ, ÐÒÅÏÂÒÁÚÕÅÔÓÑ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÐÒÉÞÅÍ ÚÁËÏÎ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ ÒÁÚÌÉÞÅÎ ÄÌÑ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÏÂSSÅË- ÔÏŒ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ËÁË ŒÅËÔÏÒ ÉÚ R, ÔÁË É ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÕÎ- ËÃÉÑ Œ R ÚÁÄÁÀÔÓÑ ÓÉÓÔÅÍÏÊ n ÞÉÓÅÌ, ÏÄÎÁËÏ ÐÒÉ ÐÅÒÅ- ÈÏÄÅ Ë ÄÒÕÇÏÍÕ ÂÁÚÉÓÕ ÏÎÉ ÐÒÅÏÂÒÁÚÕÀÔÓÑ ÐÏ-ÒÁÚÎÏÍÕ. äÌÑ ÐÏÌÎÏÊ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ ŒÓÔÒÅÞÁÀÝÅÊÓÑ ŒÅÌÉÞÉÎÙ ÍÙ ÄÏÌÖÎÙ ÚÁÄÁÔØ ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀ- ÝÉÈ ÞÉÓÅÌ Œ ËÁËÏÊ-ÌÉÂÏ ÓÉÓÔÅÍÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ, ÎÏ É ÚÁËÏÎ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÊ ÓÏŒÏËÕÐÎÏÓÔÉ ÞÉÓÅÌ ÐÒÉ ÐÅÒÅÈÏÄÅ Ë ÄÒÕÇÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ.

œ ÐÕÎËÔÁÈ 1 É 2 ÜÔÏÇÏ ÐÁÒÁÇÒÁÆÁ ÍÙ ŒŒÅÌÉ ÐÏÎÑÔÉÅ ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ, ËÏÔÏÒÁÑ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ Œ ËÁÖÄÏÍ ÄÁÎÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ ÓÉÓÔÅÍÏÊ n^k ÞÉÓÅÌ (2), ÐÒÅÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ- ÓÑ ÐÒÉ ÐÅÒÅÈÏÄÅ Ë ÄÒÕÇÏÍÕ ÂÁÚÉÓÕ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÁÍ (5). œ ÓŒÑÚÉ Ó ÎÉÍ ŒŒÏÄÉÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ, ÉÇÒÁÀÝÅÅ ŒÁÖÎÕÀ ÒÏÌØ ŒÏ ÍÎÏÇÉÈ ÒÁÚÄÅÌÁÈ ÆÉÚÉËÉ, ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ É ÁÌÇÅÂÒÙ.

ï Ð Ò Å Ä Å Ì Å Î É Å 2. åÓÌÉ ËÁÖÄÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ ËÏÏÒ- ÄÉÎÁÔ Œ n-ÍÅÒÎÏÍ ÁÆÆÉÎÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÏÔÎÅÓÅÎÁ ÓÉÓÔÅÍÁ n^{p+q} ÞÉÓÅÌ a^{rs:::}_{ij:::} (ÞÉÓÌÏ ÎÉÖÎÉÈ ÉÎÄÅËÓÏŒ ÏÂÏ- ÚÎÁÞÅÎÏ ÞÅÒÅÚ p, ŒÅÒÈÎÉÈ | ÞÅÒÅÚ q), ÐÒÉÞÅÍ ÐÒÉ ÐÅÒÅ- ÈÏÄÅ ÏÔ ÏÄÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ Ë ÄÒÕÇÏÊ ÜÔÉ ÞÉÓÌÁ ÐÒÅÏÂÒÁÚÕÀÔÓÑ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ

a^{′rs:::}_{ij:::} = c^ff_i c^fi_j : : : b^r_œb^s_ø : : : a^{œø :::}_{fffi:::}; (6)

ÇÄÅ ‖c^j_i ‖ | ÍÁÔÒÉÃÁ, ÚÁÄÁÀÝÁÑ ÐÅÒÅÈÏÄ ÏÔ ÏÄÎÏÇÏ ÂÁ- ÚÉÓÁ Œ R Ë ÄÒÕÇÏÍÕ, Á ‖b^j_i ‖ | ÍÁÔÒÉÃÁ, ÔÒÁÎÓÐÏÎÉÒÏ- ŒÁÎÎÁÑ Ë ÍÁÔÒÉÃÅ, ÏÂÒÁÔÎÏÊ Ë ‖c^j_i ‖, ÔÏ ÍÙ ÇÏŒÏÒÉÍ,

278 ÐÏÎÑÔÉÅ Ï ÔÅÎÚÏÒÁÈ [ÇÌ. iv

ÞÔÏ ÎÁÍ ÚÁÄÁÎ ÔÅÎÚÏÒ. üÔÏÔ ÔÅÎÚÏÒ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ p ÒÁÚ ËÏŒÁÒÉÁÎÔÎÙÍ É q ÒÁÚ ËÏÎÔÒÁŒÁÒÉÁÎÔÎÙÍ. þÉÓÌÏ p+q ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÒÁÎÇÏÍ (ŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔØÀ) ÔÅÎÚÏÒÁ. óÁ- ÍÉ ÞÉÓÌÁ a^{rs:::}_{ij:::} ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÁÍÉ ÔÅÎÚÏÒÁ.

ôÁË ËÁË ÓÉÓÔÅÍÁ ÞÉÓÅÌ, ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÝÉÈ ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ ÏÔ p ŒÅËÔÏÒÏŒ ÉÚ R É q ŒÅËÔÏÒÏŒ ÉÚ R^′, ÐÒÉ ÉÚ- ÍÅÎÅÎÉÉ ÂÁÚÉÓÁ ÐÒÅÏÂÒÁÚÕÅÔÓÑ ËÁË ÒÁÚ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ (6), ÔÏ ËÁÖÄÏÊ ÔÁËÏÊ ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÓÏ- ÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÔÅÎÚÏÒ ÒÁÎÇÁ p + q, p ÒÁÚ ËÏŒÁÒÉÁÎÔÎÙÊ É q ÒÁÚ ËÏÎÔÒÁŒÁÒÉÁÎÔÎÙÊ. ïÂÒÁÔÎÏ, ËÁÖÄÏÍÕ ÔÅÎÚÏ- ÒÕ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÏÔŒÅÞÁÅÔ ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ. œ ÄÁÌØ- ÎÅÊÛÅÍ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ÔÅÎÚÏÒÏŒ É ÏÐÅÒÁÃÉÉ ÎÁÄ ÎÉÍÉ ÍÙ ÂÕ- ÄÅÍ ÉÚÕÞÁÔØ ÎÁ ĂÍÏÄÅÌÉĄ ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ, ÈÏÔÑ, ËÏÎÅÞÎÏ, ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÌÉÛØ ÏÄÎÏÊ ÉÚ ŒÏÚÍÏÖÎÙÈ ÒÅÁÌÉÚÁÃÉÊ ÔÅÎÚÏÒÏŒ.

ðÒÉŒÅÄÅÍ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÐÒÉÍÅÒÙ ÔÅÎÚÏÒÏŒ. 1. ó Ë Á Ì Ñ Ò. åÓÌÉ ËÁÖÄÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÏÔ- ÎÅÓÅÎÏ ÏÄÎÏ É ÔÏ ÖÅ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÏÅ ÞÉÓÌÏ a, ÔÏ ÅÇÏ ÆÏÒÍÁÌØÎÏ ÍÏÖÎÏ ÔÁËÖÅ ÓÞÉÔÁÔØ ÔÅÎÚÏÒÏÍ, Á ÉÍÅÎÎÏ | ÔÅÎÚÏÒÏÍ ÎÕÌÅŒÏÇÏ ÒÁÎÇÁ. ôÅÎÚÏÒ ÎÕÌÅŒÏÇÏ ÒÁÎÇÁ ÎÁÚÙ- ŒÁÅÔÓÑ ÓËÁÌÑÒÏÍ.

2. ë Ï Î Ô Ò Á Œ Á Ò É Á Î Ô Î Ù Ê Œ Å Ë Ô Ï Ò. œÅËÔÏ- ÒÕ ÉÚ R Œ ËÁÖÄÏÍ ÂÁÚÉÓÅ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÓÏŒÏËÕÐÎÏÓÔØ n ÅÇÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ, ËÏÔÏÒÙÅ ÐÒÉ ÐÅÒÅÈÏÄÅ Ë ÄÒÕÇÏÍÕ ÂÁÚÉÓÕ ÐÒÅÏÂÒÁÚÕÀÔÓÑ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÁÍ ȷ^{′i} = b^i_j ȷ^j É, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÀÔ ÓÏÂÏÊ ËÏÎÔÒÁŒÁÒÉÁÎÔ- ÎÙÊ ÔÅÎÚÏÒ ÒÁÎÇÁ 1.

3. ì É Î Å Ê Î Á Ñ Æ Õ Î Ë Ã É Ñ ( Ë Ï Œ Á Ò É Á Î Ô - Î Ù Ê Œ Å Ë Ô Ï Ò). þÉÓÌÁ a_i, ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÝÉÅ ÌÉÎÅÊÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ, ÐÒÅÏÂÒÁÚÕÀÔÓÑ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÁÍ a^′_i = c^j_i a_j É, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÏÂÒÁÚÕÀÔ ËÏŒÁÒÉÁÎÔÎÙÊ ÔÅÎÚÏÒ ÒÁÎ- ÇÁ 1.

§ 24] ÔÅÎÚÏÒÙ 279

4. â É Ì É Î Å Ê Î Á Ñ Æ Õ Î Ë Ã É Ñ. ðÕÓÔØ A(x; y) | ÂÉÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÏÒÍÁ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ R. ïÔÎÅÓÅÍ ËÁÖÄÏ- ÍÕ ÂÁÚÉÓÕ ÍÁÔÒÉÃÕ ÄÁÎÎÏÊ ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÏÒÍÙ Œ ÜÔÏÍ ÂÁÚÉÓÅ. íÙ ÐÏÌÕÞÉÍ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÔÅÎÚÏÒ ÒÁÎÇÁ ÄŒÁ, ÄŒÁÖ- ÄÙ ËÏŒÁÒÉÁÎÔÎÙÊ.

áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÂÉÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÏÒÍÁ ÏÔ ŒÅËÔÏÒÏŒ x ∈ R, f ∈ R^′ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ÔÅÎÚÏÒ ÒÁÎÇÁ ÄŒÁ, ÏÄÉÎ ÒÁÚ ËÏŒÁ- ÒÉÁÎÔÎÙÊ É ÏÄÉÎ ÒÁÚ ËÏÎÔÒÁŒÁÒÉÁÎÔÎÙÊ, Á ÂÉÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÏÒÍÁ ÏÔ ŒÅËÔÏÒÏŒ f; g ∈ R^′ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ÔÅÎÚÏÒ, ÄŒÁÖÄÙ ËÏÎÔÒÁŒÁÒÉÁÎÔÎÙÊ.

5. ì É Î Å Ê Î Ù Å Ð Ò Å Ï Â Ò Á Ú Ï Œ Á Î É Ñ. ðÕÓÔØ A | ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ R. ïÔÎÅ- ÓÅÍ ËÁÖÄÏÍÕ ÂÁÚÉÓÕ ÍÁÔÒÉÃÕ ‖a^k_i ‖ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ A Œ ÜÔÏÍ ÂÁÚÉÓÅ, Ô. Å. ÐÏÌÏÖÉÍ

Ae_i = a^k_i e_k:

ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ‖a^k_i ‖ ÅÓÔØ ÔÅÎÚÏÒ ÒÁÎÇÁ ÄŒÁ, ÏÄÉÎ ÒÁÚ ËÏ- ŒÁÒÉÁÎÔÎÙÊ É ÏÄÉÎ ÒÁÚ ËÏÎÔÒÁŒÁÒÉÁÎÔÎÙÊ. äÅÊÓÔŒÉ- ÔÅÌØÎÏ, ÐÕÓÔØ ÐÅÒÅÈÏÄ Ë ÎÏŒÏÍÕ ÂÁÚÉÓÕ ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÆÏÒ- ÍÕÌÏÊ e^′_i = c^ff_i e_ff

É, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÏÂÒÁÔÎÙÊ ÐÅÒÅÈÏÄ | ÆÏÒÍÕÌÏÊ

e_i = b^ff_i e^′_ff; ÇÄÅ b^ff_i c^k_ff = ffi^k_i :

ôÏÇÄÁ

Ae^′_i = Ac^ff_i e_ff = c^ff_i Ae_ff = c^ff_i a^fi_ffe_fi = c^ff_i a^fi_ffb^k_fi e^′_k:

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÁÔÒÉÃÁ ‖a^′_i^k‖ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ A Œ ÂÁ- ÚÉÓÅ e^′_i ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ

a^′_i^k = a^fi_ffc^ff_i b^k_fi;

ÞÔÏ É ÄÏËÁÚÙŒÁÅÔ, ÞÔÏ ÍÁÔÒÉÃÁ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ- ŒÁÎÉÑ A ÅÓÔØ ÔÅÎÚÏÒ ŒÔÏÒÏÇÏ ÒÁÎÇÁ, ÏÄÉÎ ÒÁÚ ËÏŒÁÒÉ- ÁÎÔÎÙÊ É ÏÄÉÎ ÒÁÚ ËÏÎÔÒÁŒÁÒÉÁÎÔÎÙÊ.

280 ÐÏÎÑÔÉÅ Ï ÔÅÎÚÏÒÁÈ [ÇÌ. iv

œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÅÄÉÎÉÞÎÏÍÕ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÀ E Œ ËÁ- ÖÄÏÍ ÂÁÚÉÓÅ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÅÄÉÎÉÞÎÁÑ ÍÁÔÒÉÃÁ, Ô. Å. ÓÉ- ÓÔÅÍÁ ÞÉÓÅÌ

ffi^k_i = { 1 ÐÒÉ i = k; 0 ÐÒÉ i ≠ k:

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ffi^k_i ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÐÒÏÓÔÅÊÛÉÊ ÔÅÎÚÏÒ ÒÁÎÇÁ ÄŒÁ, ÏÄÉÎ ÒÁÚ ËÏŒÁÒÉÁÎÔÎÙÊ É ÏÄÉÎ ÒÁÚ ËÏÎÔÒÁŒÁÒÉÁÎÔÎÙÊ. ôÅÎÚÏÒ ffi^k_i ÉÎÔÅÒÅÓÅÎ ÔÅÍ, ÞÔÏ ÅÇÏ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ Œ ÌÀÂÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÏÄÎÉ É ÔÅ ÖÅ.

õ Ð Ò Á Ö Î Å Î É Å. ðÏËÁÚÁÔØ ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔŒÅÎÎÏ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ Œ ËÁ- ÖÄÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÚÁÄÁÔØ ÓÉÓÔÅÍÕ ÞÉÓÅÌ

ffi^k_i = { 1 ÐÒÉ i = k; 0 ÐÒÉ i ≠ k;

ÔÏ ÜÔÏ ÂÕÄÅÔ ÔÅÎÚÏÒ.

äÏËÁÖÅÍ ÔÅÐÅÒØ ÄŒÁ ÐÒÏÓÔÙÈ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ Ï ÔÅÎÚÏ- ÒÁÈ.

ðÕÓÔØ ÉÍÅÀÔÓÑ ÄŒÁ ÔÅÎÚÏÒÁ ÏÄÉÎÁËÏŒÏÇÏ ÔÉÐÁ. ôÏÇÄÁ ÄÌÑ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ÔÅÎÚÏÒÏŒ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ, ÞÔÏÂÙ ÉÈ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ Œ ËÁËÏÍ-ÎÉÂÕÄØ ÂÁÚÉÓÅ ÂÙÌÉ ÓÏÏÔŒÅÔ- ÓÔŒÅÎÎÏ ÒÁŒÎÙ. äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ÉÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ËÏÍÐÏ- ÎÅÎÔÙ ÜÔÉÈ ÄŒÕÈ ÔÅÎÚÏÒÏŒ ÒÁŒÎÙ Œ ËÁËÏÊ-ÌÉÂÏ ÓÉÓÔÅÍÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ, ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÉÈ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ ÒÁŒÎÙ Œ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ. üÔÏ ÐÒÅÄÌÏ- ÖÅÎÉÅ ÏÞÅŒÉÄÎÏ; ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÔÁË ËÁË ÏÂÁ ÔÅÎÚÏÒÁ ÏÄÉÎÁËÏŒÏÇÏ ÔÉÐÁ (Ô. Å. ÉÍÅÀÔ ÏÄÎÏ É ÔÏ ÖÅ ÞÉÓÌÏ ËÏŒÁ- ÒÉÁÎÔÎÙÈ É ËÏÎÔÒÁŒÁÒÉÁÎÔÎÙÈ ÉÎÄÅËÓÏŒ), ÔÏ ÏÎÉ ÐÒÅ- ÏÂÒÁÚÕÀÔÓÑ ÐÏ ÏÄÎÉÍ É ÔÅÍ ÖÅ ÆÏÒÍÕÌÁÍ, É ÔÁË ËÁË ÉÈ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ Œ ÏÄÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÐÏ ÐÒÅÄÐÏ- ÌÏÖÅÎÉÀ ÒÁŒÎÙ, ÔÏ ÏÎÉ ÒÁŒÎÙ É Œ ÌÀÂÏÊ ÄÒÕÇÏÊ ÓÉÓÔÅ- ÍÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÅ, ÞÔÏ ÏÂÁ ÔÅÎÚÏÒÁ ÏÄÉÎÁËÏŒÏÇÏ ÔÉÐÁ, ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÏŒÅÒÛÅÎÎÏ ÏÂÑÚÁ- ÔÅÌØÎÙÍ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ËÁË ÂÉÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÏÒÍÁ, ÔÁË É ÌÉ- ÎÅÊÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ Œ ÄÁÎÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ

§ 24] ÔÅÎÚÏÒÙ 281

ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÍÁÔÒÉÃÅÊ. ïÄÎÁËÏ ÉÚ ÓÏŒÐÁÄÅÎÉÑ ÍÁÔÒÉÃ ÌÉ- ÎÅÊÎÏÇÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ É ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÏÒÍÙ Œ ÏÄÎÏÊ ËÁËÏÊ-ÌÉÂÏ ÓÉÓÔÅÍÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÎÅ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÈ ÓÏŒÐÁÄÅÎÉÅ Œ ÄÒÕÇÏÊ.

ðÒÉ ÚÁÄÁÎÎÙÈ p É q ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÔÅÎÚÏÒ ÔÉÐÁ (p; q), ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ ËÏÔÏÒÏÇÏ Œ ËÁËÏÍ-ÎÉÂÕÄØ ÏÄ- ÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ ÒÁŒÎÙ n^{p+q} ÎÁÐÅÒÅÄ ÚÁÄÁÎÎÙÍ ÞÉÓÌÁÍ. äÏ- ËÁÖÅÍ ÜÔÏ.

ðÕÓÔØ Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÂÁÚÉÓÅ ÎÁÍ ÚÁÄÁÎÁ ÓÉÓÔÅÍÁ ÞÉ- ÓÅÌ a^{rs:::}_{ij:::} . üÔÉÍÉ ÞÉÓÌÁÍÉ ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÕÎË- ÃÉÑ l(x; y; : : : ; f; : : : ) ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ (1) Ð. 2 ÜÔÏÇÏ ÐÁÒÁÇÒÁ- ÆÁ, ÇÄÅ ¸^i, ÓÏÏÔŒ. ȷ^j É Ô. Ä., | ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ŒÅËÔÏÒÏŒ x, ÓÏÏÔŒ. y É Ô. Ä. Œ ÂÁÚÉÓÅ e_i. ôÁË ËÁË Ó ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÕÎ- ËÃÉÅÊ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÓŒÑÚÁÎ ÔÅÎÚÏÒ, ÔÏ ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÌÉ ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ ÔÅÎÚÏÒ, ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÉÊ ÐÏÓÔÁŒÌÅÎÎÙÍ ÕÓÌÏŒÉ- ÑÍ. 4. ôÅÎÚÏÒÙ Œ ÅŒËÌÉÄÏŒÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ. åÓÌÉ R ÅÓÔØ n-ÍÅÒÎÏÅ ÅŒËÌÉÄÏŒÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, ÔÏ, ËÁË ÍÙ ŒÉÄÅÌÉ Œ Ð. 5 § 23, ÍÏÖÎÏ ÕÓÔÁÎÏŒÉÔØ ÉÚÏÍÏÒÆÎÏÅ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ ÍÅÖÄÕ R É R^′ ÔÁË, ÞÔÏ ÅÓÌÉ y ∈ R ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÜÌÅ- ÍÅÎÔÕ f ∈ R^′, ÔÏ (f; x) = (y; x)

ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ x ∈ R.

åÓÌÉ ÍÙ ÔÅÐÅÒØ Œ ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ, ÚÁŒÉÓÑÝÅÊ ÏÔ p ŒÅËÔÏÒÏŒ x; y; : : : ÉÚ R É q ŒÅËÔÏÒÏŒ f; g; : : : ÉÚ R^′ ÚÁ- ÍÅÎÉÍ ŒÅËÔÏÒÙ ÉÚ R^′ ÉÍ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÍÉ ŒÅËÔÏÒÁÍÉ u; v; : : : ÉÚ R ,ÔÏ ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ l(x; y; : : : ; u; v; : : : ), ÚÁŒÉÓÑÝÕÀ ÏÔ p + q ŒÅËÔÏÒÏŒ ÉÚ R.

îÁÊÄÅÍ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÆÕÎËÃÉÉ l(x; y; : : : ; u; v; : : : ) ÐÏ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍ ÆÕÎËÃÉÉ l(x; y; : : : ; f; g; : : : ).

ðÕÓÔØ a^{rs:::}_{ij:::} | ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ l(x; y; : : : ; f; g; : : : ), Ô. Å.

a^{rs:::}_{ij:::} = l(e_i; e_j ; : : : ; f^r; f^s; : : : );

282 ÐÏÎÑÔÉÅ Ï ÔÅÎÚÏÒÁÈ [ÇÌ. iv

É ÐÕÓÔØ b_{ij:::rs:::} | ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÕÎË- ÃÉÉ l(x; y; : : : ; u; v; : : : ), Ô. Å.

b_{ij:::rs:::} = l(e_i; e_j ; : : : ; e_r; e_s; : : : ):

íÙ ÄÏËÁÚÁÌÉ Œ Ð. 5 § 23, ÞÔÏ Œ ÅŒËÌÉÄÏŒÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ŒÅËÔÏÒÙ e_k ÂÁÚÉÓÁ, ÂÉÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÇÏ f^i, ŒÙÒÁÖÁÀÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ŒÅËÔÏÒÙ ÂÁÚÉÓÁ f^i ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÁÍ

e_r = g_{rff}f^ff; ÇÄÅ g_{ik} = (e_i; e_k):

ðÏÄÓÔÁŒÌÑÑ ŒÍÅÓÔÏ e_r, : : : ÉÈ ŒÙÒÁÖÅÎÉÑ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ

b_{ij:::rs:::} = l(e_i; e_j ; : : : ; e_r; e_s; : : : ) =

= l(e_i; e_j ; : : : ; g_{ffr}f^ff; g_{fis}f^fi; : : : ) =

= g_{ffr}g_{fis} : : : l(e_i; e_j ; : : : ; f^ff; f^fi; : : : ) =

= g_{ffr}g_{fis} : : : a^{fffi:::}_{ij:::} :

œŒÉÄÕ ÕÓÔÁÎÏŒÌÅÎÎÏÇÏ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÑ ÍÅÖÄÕ ÐÏÌÉÌÉ- ÎÅÊÎÙÍÉ ÆÕÎËÃÉÑÍÉ É ÔÅÎÚÏÒÁÍÉ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÓÆÏÒÍÕ- ÌÉÒÏŒÁÔØ ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÄÌÑ ÔÅÎÚÏÒÏŒ:

åÓÌÉ a^{rs:::}_{ij:::} | ÔÅÎÚÏÒ, ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÙÊ Œ ÅŒËÌÉÄÏŒÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ, p ÒÁÚ ËÏŒÁÒÉÁÎÔÎÙÊ É q ÒÁÚ ËÏÎÔÒÁŒÁ- ÒÉÁÎÔÎÙÊ, ÔÏ ÐÏ ÎÅÍÕ ÍÏÖÎÏ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÎÏŒÙÊ ÔÅÎ- ÚÏÒ b_{ij:::rs:::}, ÑŒÌÑÀÝÉÊÓÑ p + q ÒÁÚ ËÏŒÁÒÉÁÎÔÎÙÍ. üÔÁ ÏÐÅÒÁÃÉÑ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÏÐÅÒÁÃÉÅÊ ÏÐÕÓËÁÎÉÑ ÉÎÄÅËÓÏŒ. ïÎÁ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ

b_{ij:::rs:::} = g_{ffr}g_{fis} : : : a^{fffi:::}_{ij:::} :

g_{ik} ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÄŒÁÖÄÙ ËÏŒÁÒÉÁÎÔÎÙÍ ÔÅÎÚÏÒÏÍ. äÅÊÓÔŒÉ- ÔÅÌØÎÏ, g_{ik} = (e_i; e_k) ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÀÔ ÓÏÂÏÊ Œ ÄÁÎÎÏÊ ÓÉ- ÓÔÅÍÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÏÒÍÙ, Á ÉÍÅÎÎÏ ÓËÁÌÑÒÎÏÇÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ. œŒÉÄÕ ÅÇÏ ÓŒÑÚÉ ÓÏ ÓËÁÌÑÒÎÙÍ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅÍ (ÍÅÔÒÉËÏÊ) ÐÒÏÓÔ-

§ 24] ÔÅÎÚÏÒÙ 283

ÒÁÎÓÔŒÁ ÔÅÎÚÏÒ g_{ik} ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍ ÔÅÎÚÏ- ÒÏÍ.

óÏŒÅÒÛÅÎÎÏ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÏÐÅÒÁÃÉÉ ÏÐÕÓËÁÎÉÑ ÉÎÄÅË- ÓÏŒ ÍÏÖÎÏ ŒŒÅÓÔÉ ÏÐÅÒÁÃÉÀ ÐÏÄÎÉÍÁÎÉÑ ÉÎÄÅËÓÏŒ Ó ÐÏ- ÍÏÝØÀ ÆÏÒÍÕÌÙ b^{ij:::rs:::} = g^{ffi}g^{fij} : : : a^{rs:::}_{fffi:::};

ÇÄÅ g^{ik} ÉÍÅÅÔ ÓÍÙÓÌ, ÕËÁÚÁÎÎÙÊ Œ § 23, Ð. 5.

õ Ð Ò Á Ö Î Å Î É Å. ðÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ g^{ik} | ÄŒÁÖÄÙ ËÏŒÁÒÉÁÎÔ- ÎÙÊ ÔÅÎÚÏÒ.

5. ïÐÅÒÁÃÉÉ ÎÁÄ ÔÅÎÚÏÒÁÍÉ. œŒÉÄÕ ÕÓÔÁÎÏŒÌÅÎÎÏÊ ÓŒÑÚÉ ÍÅÖÄÕ ÔÅÎÚÏÒÁÍÉ É ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÙÍÉ ÆÕÎËÃÉÑ- ÍÉ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÏÐÒÅÄÅÌÑÔØ ÏÐÅÒÁÃÉÉ ÎÁÄ ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÙÍÉ ÆÕÎËÃÉÑÍÉ. úÁÐÉÓØ ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÈ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏŒ Œ ÐÒÏÉÚ- ŒÏÌØÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ ÄÁÓÔ ÎÁÍ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÕÀ ÏÐÅÒÁÃÉÀ ÎÁÄ ÔÅÎÚÏÒÁÍÉ.

ó Ì Ï Ö Å Î É Å Ô Å Î Ú Ï Ò Ï Œ. ðÕÓÔØ

l^′(x; y; : : : ; f; g; : : : ); l^{′′}(x; y; : : : ; f; g; : : : ) | ÄŒÅ ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÏÔ ÏÄÎÏÇÏ É ÔÏÇÏ ÖÅ ÞÉ- ÓÌÁ ŒÅËÔÏÒÏŒ ÉÚ R É ÏÄÎÏÇÏ É ÔÏÇÏ ÖÅ ÞÉÓÌÁ ŒÅËÔÏÒÏŒ ÉÚ R^′. ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÉÈ ÓÕÍÍÕ l(x; y; : : : ; f; g; : : : ) ÆÏÒÍÕÌÏÊ

l(x; y; : : : ; f; g; : : : ) = = l^′(x; y; : : : ; f; g; : : : ) + l^{′′}(x; y; : : : ; f; g; : : : ):

ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÜÔÁ ÓÕÍÍÁ ÅÓÔØ ÓÎÏŒÁ ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÕÎË- ÃÉÑ ÏÔ ÔÏÇÏ ÖÅ ÞÉÓÌÁ ŒÅËÔÏÒÏŒ ÉÚ R É ÉÚ R^′. óÌÏÖÅÎÉÅ ÔÅÎÚÏÒÏŒ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÐÏÜÔÏÍÕ ÆÏÒÍÕÌÏÊ: a^{rs:::}_{ij:::} = a^{′rs:::}_{ij:::} + a^{′′rs:::}_{ij:::} :

õ Í Î Ï Ö Å Î É Å Ô Å Î Ú Ï Ò Ï Œ. ðÕÓÔØ

l^′(x; y; : : : ; f; g; : : : ) É l^{′′}(z; : : : ; h; : : : ) | ÄŒÅ ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ, ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÐÅÒŒÁÑ ÚÁŒÉ- ÓÉÔ ÏÔ p^′ ŒÅËÔÏÒÏŒ ÉÚ R É q^′ ŒÅËÔÏÒÏŒ ÉÚ R^′, Á ŒÔÏÒÁÑ |

284 ÐÏÎÑÔÉÅ Ï ÔÅÎÚÏÒÁÈ [ÇÌ. iv

ÏÔ p^{′′} ŒÅËÔÏÒÏŒ ÉÚ R É q^{′′} ŒÅËÔÏÒÏŒ ÉÚ R^′. ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÆÕÎËÃÉÀ l(x; y; : : : ; z; : : : ; f; g; : : : ; h; : : : ) ÆÏÒÍÕÌÏÊ

l(x; y; : : : ; z; : : : ; f; g; : : : ; h; : : : ) = = l^′(x; y; : : : ; f; g; : : : )l^{′′}(z; : : : ; h; : : : ):

æÕÎËÃÉÑ l ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅÍ ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ l^′ É l^{′′}. ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ l ÅÓÔØ ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÕÎ- ËÃÉÑ, ÚÁŒÉÓÑÝÁÑ ÏÔ p^′ + p^{′′} ŒÅËÔÏÒÏŒ ÉÚ R É q^′ + q^{′′} ŒÅË- ÔÏÒÏŒ ÉÚ R^′. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÐÒÉ ÐÒÏŒÅÒËÅ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ

l(x; y; : : : ; z; : : : ; f; g; : : : ; h; : : : )

ÅÓÔØ ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ, ÍÙ ÆÉËÓÉÒÕÅÍ, ÐÏ ÏÞÅÒÅÄÉ, ŒÓÅ ŒÅËÔÏÒÙ, ËÒÏÍÅ ÏÄÎÏÇÏ; ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÑÓÎÏ, ÞÔÏ l ÅÓÔØ ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÏÔ ŒÅËÔÏÒÁ, ÏÓÔÁŒÛÅÇÏÓÑ ÎÅÚÁÆÉËÓÉ- ÒÏŒÁÎÎÙÍ.

œÙÒÁÚÉÍ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ ÔÅÎÚÏÒÁ, ÏÔŒÅÞÁÀÝÅÇÏ ÐÒÏÉÚ- ŒÅÄÅÎÉÀ ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ l^′ É l^{′′}, ÞÅÒÅÚ ËÏÍÐÏÎÅÎ- ÔÙ ÔÅÎÚÏÒÏŒ, ÏÔŒÅÞÁÀÝÉÈ ÓÁÍÉÍ ÜÔÉÍ ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÙÍ ÆÕÎËÃÉÑÍ. ôÁË ËÁË

a^{′rs:::}_{ij:::} = l^′(e_i; e_j ; : : : ; f^r; f^s; : : : ); É a^{′′rs:::}_{ij:::} = l^{′′}(e_i; e_j ; : : : ; f^r; f^s; : : : ); ÔÏ a^{rstu:::}

ijkl::: = a rs:::

ij::: a tu::: kl:::

üÔÁ ÆÏÒÍÕÌÁ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ, ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÄŒÕÈ ÔÅÎÚÏÒÏŒ.

ó Œ Å Ò Ô Ë Á Ô Å Î Ú Ï Ò Á. ðÕÓÔØ l(x; y; : : : ; f; g; : : : ) | ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ, ÚÁŒÉÓÑÝÁÑ ÏÔ p ŒÅËÔÏÒÏŒ x; y; : : : ÉÚ R (p ⩾ 1) É q ŒÅËÔÏÒÏŒ f; g; : : : ÉÚ R^′ (q ⩾ 1). íÙ ÐÏÓÔÒÏÉÍ ÐÏ ÎÅÊ ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ, ÚÁŒÉ- ÓÑÝÕÀ ÏÔ p − 1 ŒÅËÔÏÒÏŒ ÉÚ R É q − 1 ŒÅËÔÏÒÏŒ ÉÚ R^′. œÙÂÅÒÅÍ ÄÌÑ ÜÔÏÇÏ ËÁËÏÊ-ÌÉÂÏ ÂÁÚÉÓ e_1; e_2; : : : ; e_n

§ 24] ÔÅÎÚÏÒÙ 285

Œ R É ŒÚÁÉÍÎÙÊ Ó ÎÉÍ ÂÁÚÉÓ f^1; f^2; : : : ; f^n Œ R^′. âÕ- ÄÅÍ ÔÅÐÅÒØ ŒÍÅÓÔÏ x É f ÐÏÄÓÔÁŒÌÑÔØ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ e_1; f^1; e_2; f^2; : : : ; e_n; f^n É ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÕÍÍÕ^∗)

l^′(y; : : : ; g; : : : ) = l(e_ff; y; : : : ; f^ff; g; : : : ): (7)

ñÓÎÏ, ÞÔÏ ËÁÖÄÏÅ ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ, Á ÚÎÁÞÉÔ É ŒÓÑ ÓÕÍÍÁ, ÅÓÔØ ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÏÔ y; : : : É g; : : : ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ, ÈÏÔÑ ËÁÖÄÏÅ ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ŒÙÂÏÒÁ ÂÁÚÉÓÁ, ÐÏ- ÓÔÒÏÅÎÎÁÑ ÎÁÍÉ ÓÕÍÍÁ ÏÔ ŒÙÂÏÒÁ ÂÁÚÉÓÁ ÕÖÅ ÎÅ ÚÁŒÉ- ÓÉÔ.

ðÅÒÅÊÄÅÍ ÄÌÑ ÜÔÏÇÏ Ë ÄÒÕÇÏÍÕ ÂÁÚÉÓÕ e^′_1; e^′_2; : : : ; e^′_n É ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ Ë ŒÚÁÉÍÎÏÍÕ Ó ÎÉÍ ÂÁÚÉÓÕ f^{′1}; f^{′2}; : : : : : : ; f^{′n}. ôÁË ËÁË ÍÙ ÎÅ ÍÅÎÑÅÍ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ŒÅËÔÏÒÏŒ y; : : : É g; : : : , ÔÏ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÉÈ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÔØ É ÄÏËÁÚÙŒÁÔØ ÎÁÛÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÄÌÑ ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÏÒÍÙ A(x; f). éÔÁË, ÎÁÍ ÎÕÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ A(x; f) | ÂÉÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÏÒÍÁ, ÔÏ A(e_ff; f^ff) = A(e^′_ff; f^{′ff}):

åÓÌÉ ÐÅÒÅÈÏÄ ÏÔ ÂÁÚÉÓÁ e_1; e_2; : : : ; e_n Ë ÂÁÚÉÓÕ e^′_1; e^′_2; : : : : : : ; e^′_n ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ

e^′_k = c^k_i e_k;

ÔÏ ÐÅÒÅÈÏÄ ÏÔ ÂÁÚÉÓÁ f^1; f^2; : : : ; f^n Ë ÂÁÚÉÓÕ f^{′1}; f^{′2}; : : : : : : ; f^{′n} ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ

f^k = c^k_i f^{′i}:

ðÏÜÔÏÍÕ

A(e^′_ff; f^{′ff}) = A(c^k_ffe_k; f^{′ff}) = c^k_ffA(e_k; f^{′ff}) =

= A(e_k; c^k_fff^{′ff}) = A(e_k; f^k);

∗) îÁÐÏÍÉÎÁÅÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ŒÙÒÁÖÅÎÉÉ ÏÄÉÎ É ÔÏÔ ÖÅ ÉÎÄÅËÓ (Œ ÄÁÎÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ff) ŒÓÔÒÅÞÁÅÔÓÑ ŒŒÅÒÈÕ É ŒÎÉÚÕ, ÔÏ ÐÏ ÎÅÍÕ ÐÒÏÉÚŒÏÄÉÔÓÑ ÓÕÍÍÉÒÏŒÁÎÉÅ.

286 ÐÏÎÑÔÉÅ Ï ÔÅÎÚÏÒÁÈ [ÇÌ. iv

Ô. Å. A(e_ff; f^ff) ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ÓÉÓÔÅÍÙ ËÏ- ÏÒÄÉÎÁÔ.

îÁÊÄÅÍ ÐÏ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍ ÆÏÒÍÙ l(x; y; : : : ; f; g; : : : ) ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÆÏÒÍÙ (7). ôÁË ËÁË

a^{′s:::}_{j:::} = l^′(e_j ; : : : ; f^s; : : : ) É l^′(e_j ; : : : ; f^s; : : : ) = l(e_ff; e_j ; : : : ; f^ff; f^s; : : : ); ÔÏ a^{′s:::}_{j:::} = a^{ffs:::}_{ffj:::}: (8)

ôÅÎÚÏÒ a^{′s:::}_{j:::} , ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÊ ÉÚ a^{rs:::}_{ij:::} ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ (8), ÎÁ- ÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓŒÅÒÔËÏÊ ÔÅÎÚÏÒÁ a^{rs:::}_{ij:::} .

ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÓŒÅÒÔËÕ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÐÒÏŒÅÓÔÉ ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØ- ÎÏ ÐÏ ÐÅÒŒÏÍÕ ŒÅÒÈÎÅÍÕ É ÐÅÒŒÏÍÕ ÎÉÖÎÅÍÕ ÉÎÄÅËÓÁÍ. ïÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÌÉÛØ, ÞÔÏÂÙ ÓÕÍÍÉÒÏŒÁÎÉÅ ÐÒÏÉÚŒÏÄÉÌÏÓØ ÐÏ ÏÄÎÏÍÕ ËÏŒÁÒÉÁÎÔÎÏÍÕ É ÏÄÎÏÍÕ ËÏÎÔÒÁŒÁÒÉÁÎÔÎÏ- ÍÕ ÉÎÄÅËÓÕ. åÓÌÉ ÂÙ ÍÙ ÓÕÍÍÉÒÏŒÁÌÉ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÐÏ ÄŒÕÍ ÎÉÖÎÉÍ ÉÎÄÅËÓÁÍ, ÔÏ ÐÏÌÕÞÅÎÎÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ ÞÉÓÅÌ ÎÅ ÏÂÒÁÚÏŒÙŒÁÌÁ ÂÙ ÔÅÎÚÏÒÁ (ÔÁË ËÁË ÐÒÉ ÐÅÒÅÈÏÄÅ ÏÔ ÏÄÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ Ë ÄÒÕÇÏÊ ÜÔÉ ÞÉÓÌÁ ÎÅ ÐÒÅ- ÏÂÒÁÚÏŒÙŒÁÌÉÓØ ÂÙ ÐÏ ÐÒÅÄÐÉÓÁÎÎÏÍÕ ÔÅÎÚÏÒÕ ÚÁËÏÎÕ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ).

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ Œ ÓÌÕÞÁÅ ÓŒÅÒÔËÉ ÔÅÎÚÏÒÁ ÒÁÎÇÁ ÄŒÁ ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÔÅÎÚÏÒ ÎÕÌÅŒÏÇÏ ÒÁÎÇÁ (ÓËÁÌÑÒ), Ô. Å. ÞÉÓÌÏ, ÎÅ ÚÁŒÉÓÑÝÅÅ ÏÔ ÓÉÓÔÅÍÙ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ.

òÁÓÓÍÏÔÒÅÎÎÁÑ ÎÁÍÉ Œ Ð. 4 ÏÐÅÒÁÃÉÑ ÏÐÕÓËÁÎÉÑ ÉÎ- ÄÅËÓÏŒ ÅÓÔØ ÎÅ ÞÔÏ ÉÎÏÅ, ËÁË ÓŒÅÒÔËÁ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ ÄÁÎ- ÎÏÇÏ ÔÅÎÚÏÒÁ É ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÇÏ ÔÅÎÚÏÒÁ g_{ik} (ŒÚÑÔÏÇÏ ÓÏ- ÍÎÏÖÉÔÅÌÅÍ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÅ ÞÉÓÌÏ ÒÁÚ). áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÐÏÄÎÉÍÁÎÉÅ ÉÎÄÅËÓÏŒ ÅÓÔØ ÓŒÅÒÔËÁ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ ÄÁÎ- ÎÏÇÏ ÔÅÎÚÏÒÁ É ÔÅÎÚÏÒÁ g^{ik}.

ðÒÉŒÅÄÅÍ ÅÝÅ ÐÒÉÍÅÒ. ðÕÓÔØ a^k_{ij} | ÔÅÎÚÏÒ ÒÁÎÇÁ ÔÒÉ, Á b^m_l | ÔÅÎÚÏÒ ÒÁÎÇÁ ÄŒÁ. éÈ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÅÓÔØ ÔÅÎ- ÚÏÒ c^{km}_{ijl} = a^k_{ij} b^m_l ÒÁÎÇÁ ÐÑÔØ. åÓÌÉ ÔÅÐÅÒØ ÓŒÅÒÎÕÔØ ÜÔÏÔ

§ 24] ÔÅÎÚÏÒÙ 287

ÔÅÎÚÏÒ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÐÏ ÉÎÄÅËÓÁÍ i É m, ÔÏ ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ ÔÅÎÚÏÒ ÒÁÎÇÁ ÔÒÉ. åÓÌÉ ÍÙ ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÊ ÔÅÎÚÏÒ ÅÝÅ ÒÁÚ ÓŒÅÒÎÅÍ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÐÏ ÉÎÄÅËÓÁÍ j É k, ÔÏ ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ ÔÅÎÚÏÒ ÒÁÎÇÁ ÏÄÉÎ (ŒÅËÔÏÒ).

ðÕÓÔØ a^j_i É b^l_k | ÄŒÁ ÔÅÎÚÏÒÁ ÒÁÎÇÁ ÄŒÁ. õÍÎÏÖÅÎÉÅÍ É ÓŒÅÒÔÙŒÁÎÉÅÍ ÍÏÖÎÏ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÐÏ ÎÉÍ ÎÏŒÙÊ ÔÅÎÚÏÒ ÒÁÎÇÁ ÄŒÁ: c^l_i = a^ff_i b^l_ff:

åÓÌÉ ÔÅÎÚÏÒÙ a^j_i É b^l_k ÔÒÁËÔÏŒÁÔØ ËÁË ÍÁÔÒÉÃÙ ÌÉÎÅÊ- ÎÙÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ, ÔÏ ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÊ ÔÅÎÚÏÒ ÅÓÔØ ÍÁ- ÔÒÉÃÁ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ ÜÔÉÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ.

íÙ ÍÏÖÅÍ ÔÁËÖÅ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÐÏ ÄÁÎÎÏÍÕ ÔÅÎÚÏÒÕ ÒÁÎÇÁ ÄŒÁ a^j_i ÒÑÄ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÏŒ (Ô. Å. ÞÉÓÅÌ, ÎÅ ÚÁŒÉÓÑÝÉÈ ÏÔ ÓÉÓÔÅÍÙ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ, | ÓËÁÌÑÒÏŒ), Á ÉÍÅÎÎÏ:

a^ff; a^fi_ffa^ff_fi ; : : :

œŒÅÄÅÎÎÙÅ ÎÁÍÉ ÏÐÅÒÁÃÉÉ ÎÁÄ ÔÅÎÚÏÒÁÍÉ ÄÁÀÔ ÎÁÍ ŒÏÚÍÏÖÎÏÓÔØ ÐÏ ÄÁÎÎÙÍ ÔÅÎÚÏÒÁÍ ÓÔÒÏÉÔØ ÒÑÄ ÎÏŒÙÈ, ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÏ ÓŒÑÚÁÎÎÙÈ Ó ÎÉÍÉ, ÔÅÎÚÏÒÏŒ.

ðÒÉŒÅÄÅÍ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÐÒÉÍÅÒÙ.

ïÐÅÒÁÃÉÅÊ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÉÚ ŒÅËÔÏÒÏŒ ÐÏ- ÓÔÒÏÉÔØ ÔÅÎÚÏÒÙ ÓËÏÌØ ÕÇÏÄÎÏ ŒÙÓÏËÏÇÏ ÒÁÎÇÁ. ðÕÓÔØ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ¸^i | ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ËÏÎÔÒÁŒÁÒÉÁÎÔÎÏÇÏ, Á ȷ_j | ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ËÏŒÁÒÉÁÎÔÎÏÇÏ ŒÅËÔÏÒÁ. ôÏÇÄÁ ¸^iȷ_j ÅÓÔØ ÔÅÎÚÏÒ ÒÁÎÇÁ ÄŒÁ. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ŒÚÑŒ ÂÏÌØÛÅÅ ÞÉÓÌÏ ŒÅË- ÔÏÒÏŒ, ÍÏÖÎÏ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÔÅÎÚÏÒÙ ÂÏÌÅÅ ŒÙÓÏËÏÇÏ ÒÁÎÇÁ. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÎÅ ŒÓÑËÉÊ ÔÅÎÚÏÒ ÍÏÖÎÏ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÕÍÎÏ- ÖÅÎÉÅÍ ŒÅËÔÏÒÏŒ. íÏÖÎÏ, ÏÄÎÁËÏ, ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ŒÓÑËÉÊ ÔÅÎÚÏÒ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÐÏÌÕÞÅÎ ÉÚ ŒÅËÔÏÒÏŒ (ÔÅÎÚÏÒÏŒ ÒÁÎ- ÇÁ ÏÄÉÎ) ÏÐÅÒÁÃÉÑÍÉ ÓÌÏÖÅÎÉÑ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ.

ãÅÌÙÍ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÍ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÏÍ ÏÔ ÄÁÎÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ÔÅÎ- ÚÏÒÏŒ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÏÔ ËÏÍÐÏÎÅÎÔ ÔÅÎÚÏÒÁ, ËÏÔÏÒÙÊ ÎÅ ÍÅÎÑÅÔÓÑ ÐÒÉ ÚÁÍÅÎÅ ËÏÍÐÏÎÅÎÔ ÔÅÎÚÏÒÏŒ Œ ËÁËÏÊ-ÎÉÂÕÄØ ÓÉÓÔÅÍÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÉÈ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÁÍÉ Œ ÄÒÕÇÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ.

288 ÐÏÎÑÔÉÅ Ï ÔÅÎÚÏÒÁÈ [ÇÌ. iv

éÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ, ËÏÔÏÒÕÀ ÍÙ ÎÅ ÂÕÄÅÍ ÄÏËÁ- ÚÙŒÁÔØ:

åÓÌÉ ÚÁÄÁÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ ÔÅÎÚÏÒÏŒ, ÔÏ ŒÓÑËÉÊ ÃÅÌÙÊ ÒÁ- ÃÉÏÎÁÌØÎÙÊ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔ, ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÙÊ ÐÏ ÄÁÎÎÙÍ ÔÅÎÚÏÒÁÍ, ÍÏÖÎÏ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÉÚ ÎÉÈ ÏÐÅÒÁÃÉÑÍÉ ÐÅÒÅÍÎÏÖÅÎÉÑ ÔÅÎÚÏÒÏŒ, ÓÌÏÖÅÎÉÑ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÞÉÓÌÁ É ÐÏÌÎÏÇÏ ÓŒÅÒÔÙŒÁÎÉÑ (Ô. Å. ÓŒÅÒÔÙŒÁÎÉÑ ÐÏ ŒÓÅÍ ÉÎÄÅËÓÁÍ).

6. óÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ É ÚÎÁËÏÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ (ÁÎÔÉÓÉÍÍÅ- ÔÒÉÞÅÓËÉÅ) ÔÅÎÚÏÒÙ.

ï Ð Ò Å Ä Å Ì Å Î É Å 3. ôÅÎÚÏÒ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÉÍÍÅ- ÔÒÉÞÅÓËÉÍ ÐÏ ÄÁÎÎÙÍ ÉÎÄÅËÓÁÍ, ÅÓÌÉ ÐÒÉ ÌÀÂÏÊ ÐÅÒÅ- ÓÔÁÎÏŒËÅ ÜÔÉÈ ÉÎÄÅËÓÏŒ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ ÔÅÎÚÏÒÁ ÎÅ ÍÅÎÑ- ÀÔÓÑ^∗). îÁÐÒÉÍÅÒ, ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÓÔØ ÔÅÎÚÏÒÁ ÐÏ ÐÅÒ- ŒÙÍ ÄŒÕÍ ÉÎÄÅËÓÁÍ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÒÁŒÅÎ- ÓÔŒÏ a^{st:::}_{ik:::} = a^{st:::}_{ki:::}:

åÓÌÉ l(x; y; : : : ; f; g; : : : ) | ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÁÑ ÔÅÎÚÏÒÕ a^{st:::}_{ik:::} ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÏÒÍÁ

l(x; y; : : : ; f; g; : : : ) = a^{st:::}_{ik:::}¸^iȷ^k : : : ˘_s¯_t : : : ; (9)

ÔÏ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÓÔØ ÔÅÎÚÏÒÁ ÐÏ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÇÒÕÐÐÅ ÉÎ- ÄÅËÓÏŒ, ËÁË ÜÔÏ ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔŒÅÎÎÏ ŒÉÄÎÏ ÉÚ ÆÏÒÍÕ- ÌÙ (9), ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÁ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÓÔÉ ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÏÒÍÙ ÐÏ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÊ ÇÒÕÐÐÅ ŒÅËÔÏÒÏŒ. ôÁË ËÁË ÄÌÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÓÔÉ ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÏÒÍÙ ÐÏ ÎÅËÏ- ÔÏÒÏÊ ÇÒÕÐÐÅ ŒÅËÔÏÒÏŒ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ, ÞÔÏÂÙ a^{st:::}_{ik:::} ÂÙ- ÌÉ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙ ÐÏ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÍ ÉÎÄÅËÓÁÍ ÌÉÛØ Œ ÏÄÎÏÊ ËÁËÏÊ-ÎÉÂÕÄØ ÓÉÓÔÅÍÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ, ÔÏ ÏÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ ÔÅÎÚÏÒÁ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞ- ÎÙ Œ ÏÄÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ, ÔÏ ÔÁËÁÑ ÖÅ ÓÉÍÍÅ- ÔÒÉÑ ÂÕÄÅÔ ÉÍÅÔØ ÍÅÓÔÏ É Œ ÌÀÂÏÊ ÄÒÕÇÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ.

∗) óÁÍÏ ÓÏÂÏÊ ÒÁÚÕÍÅÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÒÅÞØ ÉÄÅÔ ÌÉÛØ ÏÂ ÉÎÄÅËÓÁÈ ÏÄÎÏÊ É ÔÏÊ ÖÅ ÇÒÕÐÐÙ (ŒÅÒÈÎÉÊ ÉÌÉ ÎÉÖÎÅÊ).

§ 24] ÔÅÎÚÏÒÙ 289

ï Ð Ò Å Ä Å Ì Å Î É Å 4. úÎÁËÏÐÅÒÅÍÅÎÎÙÍ (ÁÎÔÉÓÉÍ- ÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍ) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÔÅÎÚÏÒ, ËÏÔÏÒÙÊ ÍÅÎÑÅÔ ÚÎÁË ÐÒÉ ÐÅÒÅÍÅÎÅ ÌÀÂÙÈ ÄŒÕÈ ÉÎÄÅËÓÏŒ ÍÅÓÔÁÍÉ.

ðÒÉ ÜÔÏÍ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÅÔÓÑ, ËÏÎÅÞÎÏ, ÞÔÏ Õ ÜÔÏÇÏ ÔÅÎ- ÚÏÒÁ ŒÓÅ ÉÎÄÅËÓÙ ÏÄÉÎÁËÏŒÏÇÏ ÈÁÒÁËÔÅÒÁ, Ô. Å. ÌÉÂÏ ŒÓÅ ËÏŒÁÒÉÁÎÔÎÙÅ, ÌÉÂÏ ŒÓÅ ËÏÎÔÒÁŒÁÒÉÁÎÔÎÙÅ.

éÚ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÚÎÁËÏÐÅÒÅÍÅÎÎÏÇÏ ÔÅÎÚÏÒÁ ÎÅÐÏÓÒÅÄ- ÓÔŒÅÎÎÏ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÌÀÂÏÊ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÅ ÉÎÄÅË- ÓÏŒ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ ÔÅÎÚÏÒÁ ÎÅ ÍÅÎÑÀÔÓÑ, ÅÓÌÉ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒ- ËÁ ÞÅÔÎÁÑ, É ÍÅÎÑÀÔ ÚÎÁË, ÅÓÌÉ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÁ ÎÅÞÅÔÎÁÑ. úÎÁËÏÐÅÒÅÍÅÎÎÙÍ ÔÅÎÚÏÒÁÍ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÔ ÚÎÁËÏÐÅÒÅ- ÍÅÎÎÙÅ ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ.

ðÏÌÉÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ l(x; y; : : : ), ÚÁŒÉÓÑÝÁÑ ÏÔ p ŒÅËÔÏÒÏŒ x; y; : : : ÉÚ R, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÚÎÁËÏÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ, ÅÓÌÉ ÐÒÉ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÅ ÌÀÂÏÊ ÐÁÒÙ ÉÚ ŒÅËÔÏÒÏŒ x; y; : : : ÚÎÁË ÆÕÎËÃÉÉ ÍÅÎÑÅÔÓÑ.

äÌÑ ÐÒÏŒÅÒËÉ ÚÎÁËÏÐÅÒÅÍÅÎÎÏÓÔÉ ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ ÚÎÁËÏÐÅÒÅÍÅÎÎÏÓÔØ ËÏÍÐÏÎÅÎÔ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÇÏ ÅÊ ÔÅÎÚÏÒÁ Œ ËÁËÏÊ- ÌÉÂÏ ÏÄÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ, ËÁË ÜÔÏ ÎÅÐÏÓÒÅÄ- ÓÔŒÅÎÎÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÆÏÒÍÕÌÙ (9). ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏ- ÎÙ, ÉÚ ÚÎÁËÏÐÅÒÅÍÅÎÎÏÓÔÉ ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÓÌÅ- ÄÕÅÔ ÚÎÁËÏÐÅÒÅÍÅÎÎÏÓÔØ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÇÏ ÅÊ ÔÅÎÚÏ- ÒÁ (Œ ÌÀÂÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ). óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÅÓ- ÌÉ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ ÔÅÎÚÏÒÁ ÚÎÁËÏÐÅÒÅÍÅÎÎÙ Œ ËÁËÏÊ-ÌÉÂÏ ÏÄÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ, ÔÏ ÜÔÏ ÖÅ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ É Œ ÌÀÂÏÊ ÄÒÕÇÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ, É, ÚÎÁÞÉÔ, ÔÅÎÚÏÒ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÚÎÁËÏÐÅÒÅÍÅÎÎÙÍ (ÁÎÔÉÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅ- ÓËÉÍ).

œÙÑÓÎÉÍ ÞÉÓÌÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙÈ ËÏÍÐÏÎÅÎÔ ÁÎÔÉÓÉÍÍÅ- ÔÒÉÞÅÓËÏÇÏ ÔÅÎÚÏÒÁ. ðÕÓÔØ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, a_{ik} ÅÓÔØ ÚÎÁËÏ- ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÊ ÔÅÎÚÏÒ ÒÁÎÇÁ 2. ôÏÇÄÁ a_{ik} = −a_{ki} É, ÓÌÅÄÏ-

ŒÁÔÅÌØÎÏ, ÞÉÓÌÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ËÏÍÐÏÎÅÎÔ ÒÁŒÎÏ n(n − 1) 2 . áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÄÌÑ ÚÎÁËÏÐÅÒÅÍÅÎÎÏÇÏ ÔÅÎÚÏÒÁ a_{ijk} ÞÉÓÌÏ

290 ÐÏÎÑÔÉÅ Ï ÔÅÎÚÏÒÁÈ [ÇÌ. iv

ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ËÏÍÐÏÎÅÎÔ ÒÁŒÎÏ n(n − 1)(n − 2) 3! , ÔÁË ËÁË ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ Ó ÏÄÉÎÁËÏŒÙÍÉ ÉÎÄÅËÓÁÍÉ ÒÁŒÎÙ ÎÕÌÀ, Á ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ, ÏÔÌÉÞÁÀÝÉÅÓÑ ÌÉÛØ ÐÏÒÑÄËÏÍ ÉÎÄÅËÓÏŒ, ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÏÄÎÁ ÞÅÒÅÚ ÄÒÕÇÕÀ.

áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÞÉÓÌÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙÈ ËÏÍÐÏÎÅÎÔ ÚÎÁËÏÐÅ- ÒÅÍÅÎÎÏÇÏ ÔÅÎÚÏÒÁ Ó k ÉÎÄÅËÓÁÍÉ (k ⩽ n) ÒÁŒÎÏ C^k_n. (ïÔÌÉÞÎÙÈ ÏÔ ÎÕÌÑ ÚÎÁËÏÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÔÅÎÚÏÒÏŒ Ó ÞÉÓÌÏÍ ÉÎÄÅËÓÏŒ ÂÏÌØÛÅ, ÞÅÍ n, ÎÅ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ, ÔÁË ËÁË Õ ÚÎÁËÏ- ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÇÏ ÔÅÎÚÏÒÁ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ ÈÏÔÑ ÂÙ Ó ÄŒÕÍÑ ÏÄÉ- ÎÁËÏŒÙÍÉ ÉÎÄÅËÓÁÍÉ ÒÁŒÎÙ ÎÕÌÀ, Á ÅÓÌÉ ÞÉÓÌÏ ÉÎÄÅËÓÏŒ ÐÒÅŒÙÛÁÅÔ n, ÔÏ Õ ËÁÖÄÏÊ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ, ÐÏ ËÒÁÊÎÅÊ ÍÅÒÅ, ÄŒÁ ÉÎÄÅËÓÁ.)

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÂÏÌÅÅ ÐÏÄÒÏÂÎÏ ÚÎÁËÏÐÅÒÅÍÅÎÎÙÊ ÔÅÎ- ÚÏÒ Ó n ÉÎÄÅËÓÁÍÉ. ôÁË ËÁË ŒÓÅ ÇÒÕÐÐÙ ÐÏ n ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÉÎÄÅËÓÏŒ, ÐÒÉÎÉÍÁÀÝÉÈ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÏÔ 1 ÄÏ n, ÏÔÌÉÞÁÀÔ- ÓÑ ÌÉÛØ ÐÏÒÑÄËÏÍ, ÔÏ Õ ÔÁËÏÇÏ ÔÅÎÚÏÒÁ ÅÓÔØ ÌÉÛØ ÏÄ- ÎÁ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÁÑ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÁ É ÏÎ ÉÍÅÅÔ, ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ŒÉÄ.

ðÕÓÔØ i_1; i_2; : : : ; i_n | ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÁ ÞÉÓÅÌ 1, 2, : : : , n. ðÏÌÏÖÉÍ a_{12:::n} = a. ôÏÇÄÁ

a_{i1i2:::in} = ±a; (10)

ÇÄÅ Ă+Ą ÏÔŒÅÞÁÅÔ ÞÅÔÎÏÊ ÐÏÄÓÔÁÎÏŒËÅ, Á Ă−Ą | ÎÅÞÅÔÎÏÊ.

õ Ð Ò Á Ö Î Å Î É Å. ðÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÐÅÒÅÈÏÄÅ Ë ÄÒÕÇÏÊ ÓÉ- ÓÔÅÍÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÞÉÓÌÏ a12:::n = a ÕÍÎÏÖÉÔÓÑ ÎÁ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ÍÁÔÒÉÃÙ ÐÅÒÅÈÏÄÁ.

îÁÐÉÛÅÍ ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀ- ÝÕÀ ÚÎÁËÏÐÅÒÅÍÅÎÎÏÍÕ ÔÅÎÚÏÒÕ Ó n ÉÎÄÅËÓÁÍÉ. œ ÓÉÌÕ ÆÏÒÍÕÌÙ (10) ÏÎÁ ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ:

l(x; y; : : : ; z) = a_{i1i2:::in} ¸^{i1} ȷ^{i2} : : : ı^{in} = a | | | | ¸_1 ¸_2 : : : ¸_n ȷ_1 ȷ_2 : : : ȷ_n : : : : : : : : : : : ı_1 ı_2 : : : ı_n

| | | | :

§ 24] ÔÅÎÚÏÒÙ 291

íÙ ÄÏËÁÚÁÌÉ, ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÞÔÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ÉÚ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ŒÅËÔÏÒÏŒ ÅÓÔØ, Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÍÎÏÖÉÔÅÌÑ, ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÁÑ ÚÎÁËÏÐÅÒÅÍÅÎÎÁÑ ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÏÔ n ŒÅËÔÏÒÏŒ Œ n-ÍÅÒÎÏÍ ÌÉÎÅÊÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ.

ï Ð Å Ò Á Ã É Ñ Ó É Í Í Å Ô Ò É Ò Ï Œ Á Î É Ñ. íÙ ÍÏ- ÖÅÍ ÐÏ ŒÓÑËÏÍÕ ÔÅÎÚÏÒÕ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÎÏŒÙÊ ÔÅÎÚÏÒ, ÓÉÍ- ÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÐÏ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÎÁÐÅÒÅÄ ÚÁÄÁÎÎÏÊ ÇÒÕÐÐÅ ÉÎ- ÄÅËÓÏŒ. üÔÁ ÏÐÅÒÁÃÉÑ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÒÏŒÁÎÉÅÍ É ÓÏÓÔÏÉÔ Œ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ.

ðÕÓÔØ ÚÁÄÁÎ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÔÅÎÚÏÒ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, a_{i1i2:::in} ; ÓÉÍÍÅÔÒÉÒÏŒÁÎÉÅ ÅÇÏ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÐÏ ÐÅÒŒÙÍ k ÉÎÄÅËÓÁÍ, ÓÏÓÔÏÉÔ Œ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÉ ÔÅÎÚÏÒÁ

a_{(i1i2:::ik)ik+1:::} = 1 k! ∑ a_{j1j2:::jkik+1:::};

ÇÄÅ ÓÕÍÍÁ ÒÁÓÐÒÏÓÔÒÁÎÑÅÔÓÑ ÐÏ ŒÓÅÍ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÁÍ j_1; j_2; : : : ; j_k ÉÎÄÅËÓÏŒ i_1; i_2; : : : ; i_k. îÁÐÒÉÍÅÒ,

a_{(i1;i2)} = 12(a_{i1i2} + a_{i2i1} ):

ïÐÅÒÁÃÉÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÒÏŒÁÎÉÑ ÔÅÎÚÏÒÁ ÐÏ ÇÒÕÐÐÅ ÉÚ k ÉÎÄÅËÓÏŒ i_1; i_2; : : : ; i_k ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ:

a_{j1j2:::jl(i1i2:::ik):::}:

ï Ð Å Ò Á Ã É Ñ Á Ì Ø Ô Å Ò Î É Ò Ï Œ Á Î É Ñ ŒŒÏÄÉÔÓÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÏÐÅÒÁÃÉÉ ÓÉÍÍÅÔÒÉÒÏŒÁÎÉÑ É ÄÁÅÔ ŒÏÚÍÏÖ- ÎÏÓÔØ ÐÏ ÄÁÎÎÏÍÕ ÔÅÎÚÏÒÕ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÔÅÎÚÏÒ, ÚÎÁËÏÐÅ- ÒÅÍÅÎÎÙÊ ÐÏ ÄÁÎÎÏÊ ÇÒÕÐÐÅ ÉÎÄÅËÓÏŒ. ïÎÁ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ- ÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ:

a_{[i1i2:::ik]ik+1:::} = 1k! ∑ ±a_{j1j2:::jkik+1:::};

ÇÄÅ ÓÕÍÍÁ ÒÁÓÐÒÏÓÔÒÁÎÑÅÔÓÑ ÐÏ ŒÓÅÍ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÁÍ j_1; j_2; : : : ; j_k ÉÎÄÅËÓÏŒ i_1; i_2; : : : ; i_k, Á ÚÎÁË ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÞÅÓÔÎÏÓÔØÀ ÉÌÉ ÎÅÞÅÔÎÏÓÔØÀ ÜÔÏÊ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÉ. îÁ- ÐÒÉÍÅÒ, a_{[i1;i2]} = 12 (a_{i1i2} − a_{i2i1} ):

292 ÐÏÎÑÔÉÅ Ï ÔÅÎÚÏÒÁÈ [ÇÌ. iv

ïÐÅÒÁÃÉÑ ÁÌØÔÅÒÎÉÒÏŒÁÎÉÑ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÓËÏÂËÁ- ÍÉ [ ]; Œ ÎÉÈ ÚÁËÌÀÞÁÀÔÓÑ ÔÅ ÉÎÄÅËÓÙ, ÐÏ ËÏÔÏÒÙÍ ÔÅÎ- ÚÏÒ ÁÌØÔÅÒÎÉÒÕÅÔÓÑ.

ðÏ ŒÓÑËÉÍ k ŒÅËÔÏÒÁÍ ¸^{i1} ; ȷ^{i2} ; : : : ; ı^{ik} ÍÏÖÎÏ ÐÏÓÔÒÏ- ÉÔØ ÁÎÔÉÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÔÅÎÚÏÒ

a^{i1i2:::ik} = ¸^{[i1} ȷ^{i2} : : : ı^{ik]}; (11)

ÇÄÅ ÞÅÒÅÚ ¸^{[i1} ȷ^{i2} : : : ı^{ik]} ÏÂÏÚÎÁÞÅÎ ÔÅÎÚÏÒ, ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÊ ÁÌØÔÅÒÎÉÒÏŒÁÎÉÅÍ ÔÅÎÚÏÒÁ ¸^{i1} ȷ^{i2} : : : ı^{ik} . ëÁË ÎÅÔÒÕÄÎÏ ÕÓÍÏÔÒÅÔØ ÉÚ ÎÁÐÉÓÁÎÎÏÊ ÆÏÒÍÕÌÙ, ËÏÍÐÏÎÅÎÔÁÍÉ ÜÔÏ- ÇÏ ÔÅÎÚÏÒÁ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÍÉÎÏÒÙ k-ÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÍÁÔÒÉÃÙ ÉÚ n ÓÔÏÌÂÃÏŒ:

¸^1 ¸^2 : : : ¸^n ȷ^1 ȷ^2 : : : ȷ^n : : : : : : : : : : : ı^1 ı^2 : : : ı^n : ðÏÓÔÒÏÅÎÎÙÊ ÔÅÎÚÏÒ (11) ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÔÅÍ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ Ë ËÁËÏÍÕ-ÌÉÂÏ ÉÚ ŒÅËÔÏÒÏŒ ¸^{i1} ; ȷ^{i2} ; : : : ÄÏÂÁŒÉÔØ ÌÉÎÅÊÎÕÀ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÀ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ, ÔÏ ÔÅÎÚÏÒ a^{i1:::ik} ÏÔ ÜÔÏÇÏ ÎÅ ÉÚÍÅÎÉÔÓÑ.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ k-ÍÅÒÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ n-ÍÅÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ R. ðÏÓÔÁŒÉÍ ŒÏÐÒÏÓ Ï ÔÏÍ, ÞÔÏÂÙ ÏÈÁ- ÒÁËÔÅÒÉÚÏŒÁÔØ ÜÔÏ k-ÍÅÒÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÓÉÓÔÅÍÏÊ ÞÉÓÅÌ, Ô. Å. ŒŒÅÓÔÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ.

k-ÍÅÒÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÐÏÒÏÖÄÁÅÔÓÑ k ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙÍÉ ŒÅËÔÏÒÁÍÉ ¸^{i1} ; ȷ^{i2} ; : : : ; ı^{ik} . ðÒÉ ÜÔÏÍ ÒÁÚ- ÎÙÅ ÓÉÓÔÅÍÙ ÉÚ k ŒÅËÔÏÒÏŒ ÍÏÇÕÔ ÐÏÒÏÄÉÔØ ÏÄÎÏ É ÔÏ ÖÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ. ïÄÎÁËÏ ÎÅÔÒÕÄÎÏ ÐÏËÁÚÁÔØ, É ÍÙ ÐÒÅÄÏÓÔÁŒÌÑÅÍ ÜÔÏ ÞÉÔÁÔÅÌÀ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÄŒÅ ÓÉÓÔÅÍÙ ŒÅË- ÔÏÒÏŒ ÐÏÒÏÖÄÁÀÔ ÏÄÎÏ É ÔÏ ÖÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, ÔÏ ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÙÅ ÐÏ ËÁÖÄÏÊ ÉÚ ÎÉÈ ÔÅÎÚÏÒÙ

a^{i1i2:::ik} = ¸^{[i1} ȷ^{i2} : : : ı^{ik]}

ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÍÎÏÖÉÔÅÌÑ.

§ 25] ÔÅÎÚÏÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ 293

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÔÅÎÚÏÒ a^{i1i2:::ik} , ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÙÊ ÐÏ ŒÅË- ÔÏÒÁÍ ¸^{i1} ; ȷ^{i2} ; : : : ; ı^{ik} , ÐÏÒÏÖÄÁÀÝÉÍ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÐÏÄÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ÜÔÏ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ.

§ 25. ôÅÎÚÏÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ

1. ôÅÎÚÏÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ R ⊗ R. œ ÐÅÒŒÏÊ ÇÌÁŒÅ ÍÙ ÉÚÕÞÁÌÉ ÂÉÌÉÎÅÊÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ Œ ÁÆÆÉÎÎÏÍ ÐÒÏÓÔ- ÒÁÎÓÔŒÅ R. úÄÅÓØ ÍÙ ÐÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÂÉÌÉÎÅÊÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÍÏÖÎÏ ÔÒÁËÔÏŒÁÔØ É ËÁË ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ Œ ÎÅËÏÔÏ- ÒÏÍ ÎÏŒÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ. üÔÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, ÉÇÒÁÀÝÅÅ ÏÞÅÎØ ŒÁÖÎÕÀ ÒÏÌØ, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÔÅÎÚÏÒÎÙÍ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅ- ÎÉÅÍ R É R (ÐÏ-ÄÒÕÇÏÍÕ, ÔÅÎÚÏÒÙÍ ËŒÁÄÒÁÔÏÍ R) É ÏÂÏ-

ÚÎÁÞÁÅÔÓÑ R ⊗ R ÉÌÉ^2 ⨂ R. äÁÄÉÍ ÅÇÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ŒÓÅŒÏÚÍÏÖÎÙÅ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÅ ÐÁÒÙ x; y ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÉÚ R. ëÁÖÄÕÀ ÔÁËÕÀ ÐÁÒÕ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙŒÁÔØ ÔÅÎÚÏÒÎÙÍ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅÍ x É y É ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ x ⊗ y. ïÂÒÁÚÕÅÍ ÆÏÒÍÁÌØÎÙÅ ËÏÎÅÞÎÙÅ ÓÕÍÍÙ ÔÁËÉÈ ÐÁÒ:

X = x_1 ⊗ y_1 + : : : + x_k ⊗ y_k: (1)

ðÒÉ ÜÔÏÍ ÆÏÒÍÁÌØÎÙÅ ÓÕÍÍÙ, ÏÔÌÉÞÁÀÝÉÅÓÑ ÔÏÌØËÏ ÐÏÒÑÄËÏÍ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ, ÍÙ ÎÅ ÂÕÄÅÍ ÒÁÚÌÉÞÁÔØ ÍÅÖÄÕ ÓÏ- ÂÏÊ. úÁÐÉÓØ (1) ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÔÏÌØËÏ ÔÏ, ÞÔÏ ÎÁÍ ÚÁÄÁÎÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ k ÐÁÒ x_1; y_1; : : : ; x_k; y_k.

œŒÅÄÅÍ ÄÌÑ ŒÙÒÁÖÅÎÉÊ ŒÉÄÁ (1) ÏÐÅÒÁÃÉÉ ÓÌÏÖÅÎÉÑ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÞÉÓÌÏ. óÕÍÍÕ ÄŒÕÈ ÔÁËÉÈ ŒÙÒÁÖÅÎÉÊ ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ ËÁË ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÆÏÒÍÁÌØÎÏÇÏ ÄÏÐÉÓÙŒÁÎÉÑ Ë ÐÅÒŒÏÍÕ ŒÙÒÁÖÅÎÉÀ ŒÔÏÒÏÇÏ:

(x_1 ⊗y_1 +: : :+x_k ⊗y_k)+(x_{k+1} ⊗y_{k+1} +: : :+x_{k+l} ⊗y_{k+l}) = = x_1 ⊗ y_1 + : : : + x_{k+l} ⊗ y_{k+l}: (2)

ðÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÎÁ ÞÉÓÌÏ ˘ ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ ÔÁË:

˘(x_1 ⊗y_1 +: : :+x_k ⊗y_k) = (˘x_1)⊗y_1 +: : :+(˘x_k)⊗y_k: (3)

294 ÐÏÎÑÔÉÅ Ï ÔÅÎÚÏÒÁÈ [ÇÌ. iv

üÌÅÍÅÎÔ 0 ⊗ 0 ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙŒÁÔØ ÎÕÌÅÍ ÔÅÎÚÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÉÚ- ŒÅÄÅÎÉÑ É ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ËÏÒÏÔËÏ ÞÅÒÅÚ 0.

íÙ ÄÏÌÖÎÙ ÅÝÅ ÏÂSSÑÓÎÉÔØ, ËÁËÉÅ ŒÙÒÁÖÅÎÉÑ ŒÉ- ÄÁ (1) ÓÞÉÔÁÀÔÓÑ ÒÁŒÎÙÍÉ. âÕÄÅÍ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÔØ, ÞÔÏ 1) (x_1 + x_2) ⊗ y − x_1 ⊗ y − x_2 ⊗ y = 0^∗); 2) x ⊗ (y_1 + y_2) − x ⊗ y_1 − x ⊗ y_2 = 0; 3) (˘x) ⊗ y − x ⊗ (˘y) = 0:

ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÐÒÉÒÁŒÎÑÅÍ ÎÕÌÀ ÌÀÂÏÅ ŒÙÒÁÖÅÎÉÅ, ÐÏ- ÌÕÞÁÀÝÅÅÓÑ ÉÚ ŒÙÒÁÖÅÎÉÊ 1), 2), É 3) ÓÌÏÖÅÎÉÅÍ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ ÎÁ ÞÉÓÌÏ.

ôÅÐÅÒØ ÄŒÁ ŒÙÒÁÖÅÎÉÑ X É X^′ ŒÉÄÁ (1) ÂÕÄÅÍ ÓÞÉ- ÔÁÔØ ÒÁŒÎÙÍÉ, ÅÓÌÉ ÉÈ ÍÏÖÎÏ ÐÒÅŒÒÁÔÉÔØ Œ ÏÄÉÎÁËÏ- ŒÙÅ, ÐÒÉÂÁŒÌÑÑ Ë X É X^′ ŒÙÒÁÖÅÎÉÑ, ÒÁŒÎÙÅ ÎÕÌÀ, Ô. Å. ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÔÁËÉÅ ŒÙÒÁÖÅÎÉÑ Z = 0 É Z^′ = 0, ÞÔÏ X + Z ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó X^′ + Z^′. ïÞÅŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ ŒŒÅ- ÄÅÎÎÏÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ÒÅÆÌÅËÓÉŒÎÏ (Ô. Å. X = X) É ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏ (Ô. Å. ÉÚ X = Y ÓÌÅÄÕÅÔ Y = X); ÌÅÇËÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÏÎÏ ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÔÁËÖÅ É ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ ÔÒÁÎ- ÚÉÔÉŒÎÏÓÔÉ (Ô. Å. ÉÚ X = Y É Y = Z ÓÌÅÄÕÅÔ X = Z).

œ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, ÜÌÅÍÅÎÔÙ ËÏÔÏÒÏÇÏ | ËÌÁÓÓÙ ÒÁŒÎÙÈ ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÊ ŒÙÒÁÖÅÎÉÊ ŒÉ- ÄÁ (1), Á ÓÌÏÖÅÎÉÅ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÎÁ ÞÉÓÌÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÙ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÁÍ (2) É (3).

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÏÐÅÒÁÃÉÉ ÓÌÏÖÅÎÉÑ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÞÉÓÌÏ ÍÙ ŒŒÅÌÉ ÄÏ ÔÏÇÏ, ËÁË ÂÙÌÏ ÂÙ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ÄŒÕÈ ŒÙÒÁÖÅÎÉÊ (1). ðÏÜÔÏÍÕ ÎÁÍ ÎÕÖÎÏ ÂÙÌÏ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ Œ ËÏÒÒÅËÔ- ÎÏÓÔÉ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÊ ÜÔÉÈ ÏÐÅÒÁÃÉÊ; ÉÍÅÎÎÏ ÎÕÖÎÏ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÓÕÍÍÁ ŒÙÒÁÖÅÎÉÊ (1) É ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÎÁ ÞÉÓÌÏ ÎÅ ÍÅÎÑÀÔÓÑ ÐÒÉ ÚÁÍÅÎÅ ÜÔÉÈ ŒÙÒÁÖÅÎÉÊ ÎÁ ÒÁŒÎÙÅ. üÔÁ ÐÒÏÓÔÁÑ ÐÒÏŒÅÒËÁ ÐÒÅÄÏ- ÓÔÁŒÌÑÅÔÓÑ ÞÉÔÁÔÅÌÀ.

îÅÔÒÕÄÎÏ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ, ÞÔÏ ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ- ŒÏ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÙÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ. ðÏËÁÖÅÍ, ÎÁÐÒÉ-

∗) âÏÌÅÅ ÐÏÄÒÏÂÎÏ, ÜÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ (x1 +x2)⊗y +(−x1)⊗y + + (−x2) ⊗ y = 0.

§ 25] ÔÅÎÚÏÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ 295

ÍÅÒ, ÞÔÏ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ X ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÜÌÅÍÅÎÔ, ÅÍÕ ÐÒÏ- ÔÉŒÏÐÏÌÏÖÎÙÊ. üÔÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ ÄÌÑ ÜÌÅÍÅÎ- ÔÏŒ ŒÉÄÁ X = x ⊗ y. éÚ ÕÓÌÏŒÉÑ 3) ÐÒÉ ˘ = 1 ÐÏÌÕÞÁÅÍ x ⊗ y + (−x) ⊗ y = 0, Ô. Å. Y = (−x) ⊗ y ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÜÌÅÍÅÎ- ÔÏÍ, ÐÒÏÔÉŒÏÐÏÌÏÖÎÙÍ X.

ðÏÓÔÒÏÅÎÎÏÅ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÔÅÎÚÏÒÎÙÍ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅÍ R ÎÁ R É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÞÅ- ÒÅÚ R ⊗ R.

éÔÁË, ÍÙ ÏÐÒÅÄÅÌÉÌÉ ÔÅÎÚÏÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ R ⊗ R ËÁË ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÆÏÒÍÁÌØÎÙÅ ŒÙÒÁÖÅÎÉÑ ŒÉÄÁ x_1 ⊗ y_1 + : : : : : : + x_k ⊗ y_k, ÇÄÅ x_i; y_i | ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÉÚ R. ôÏÞÎÅÅ, ÜÌÅ- ÍÅÎÔÁÍÉ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ R⊗R ÑŒÌÑÀÔÓÑ ËÌÁÓÓÙ ÒÁŒÎÙÈ ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÊ ŒÙÒÁÖÅÎÉÊ ŒÉÄÁ x_1 ⊗y_1 +: : :+x_k ⊗y_k (ÕÓÌÏ- ŒÉÅ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ÄÁÎÏ ŒÙÛÅ). óÌÏÖÅÎÉÅ Œ R ⊗ R É ÕÍÎÏ- ÖÅÎÉÅ ÎÁ ÞÉÓÌÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÁÍ (2) É (3).

ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÉÚ ÕÓÌÏŒÉÊ 1){3) ÓÌÅÄÕÅÔ:

(x_1 + x_2) ⊗ y = x_1 ⊗ y + x_2 ⊗ y; x ⊗ (y_1 + y_2) = x ⊗ y_1 + x ⊗ y_2; ˘(x ⊗ y) = (˘x) ⊗ y = x ⊗ (˘y):

ðÏÜÔÏÍÕ Œ ÔÅÎÚÏÒÎÏÍ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÉ ÍÏÖÎÏ ÒÁÓËÒÙ- ŒÁÔØ ÓËÏÂËÉ ÐÏ ÏÂÙÞÎÏÍÕ ÐÒÁŒÉÌÕ:

(˘_1x_1 + : : : + ˘_mx_m) ⊗ (¯_1y_1 + : : : + ¯_ny_n) = = m∑ i=1 n∑ j=1 ˘_i¯_j(x_i ⊗ y_j):

2. óŒÑÚØ ÍÅÖÄÕ ÂÉÌÉÎÅÊÎÙÍÉ ÆÏÒÍÁÍÉ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓ- ÔŒÅ R É ÌÉÎÅÊÎÙÍÉ ÆÕÎËÃÉÑÍÉ Œ R ⊗ R. ðÏËÁÖÅÍ ÔÅ- ÐÅÒØ, ËÁË ÐÏ ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÏÒÍÅ ÎÁ R ÍÏÖÎÏ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÌÉÎÅÊÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ ÎÁ ÔÅÎÚÏÒÎÏÍ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÉ R ⊗ R. ðÕÓÔØ ÚÁÄÁÎÁ ÂÉÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÏÒÍÁ f(x; y) ÎÁ R. óÏÐÏ- ÓÔÁŒÉÍ ÅÊ ÌÉÎÅÊÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ F (X) ÎÁ R ⊗ R. äÌÑ

296 ÐÏÎÑÔÉÅ Ï ÔÅÎÚÏÒÁÈ [ÇÌ. iv

ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ X = x ⊗ y ÐÏÌÏÖÉÍ

F (x ⊗ y) = f(x; y);

ÄÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ X = x_1 ⊗ y_1 + : : : + x_k ⊗ y_k ÐÏÌÁÇÁÅÍ

F (X) = f(x_1; y_1) + : : : + f(x_k; y_k):

þÔÏÂÙ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ F (X) ÂÙÌÏ ËÏÒÒÅËÔÎÙÍ, ÎÕÖÎÏ, ÞÔÏÂÙ ÎÁ ÒÁŒÎÙÈ ŒÙÒÁÖÅÎÉÑÈ ÆÕÎËÃÉÑ F ÐÒÉÎÉÍÁÌÁ ÏÄÉÎÁËÏŒÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ. õÂÅÄÉÍÓÑ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÔÁË. äÌÑ ÜÔÏ- ÇÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ F (X) = 0 ÎÁ ŒÙÒÁÖÅÎÉÑÈ ŒÉÄÁ 1), 2), 3) (ÓÔÒ. 294). ðÒÏŒÅÒÉÍ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÞÔÏ

F ((x_1 + x_2) ⊗ y − x_1 ⊗ y − x_2 ⊗ y) = 0:

œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÉÍÅÅÍ:

F ((x_1 + x_2) ⊗ y − x_1 ⊗ y − x_2 ⊗ y) =

= f(x_1 + x_2; y) + f(−x_1; y) + f(−x_2; y) = = f(x_1; y) + f(x_2; y) − f(x_1; y) − f(x_2; y) = 0:

ïÞÅŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÁÑ ÐÏ f(x; y) ÆÕÎËÃÉÑ F (X) ÎÁ R ⊗ R ÌÉÎÅÊÎÁ, Ô. Å. F (X + Y ) = F (X) + F (Y ) É F (˘X) = ˘F (X). ïÂÒÁÔÎÏ, ÅÓÌÉ F (X) | ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÕÎ- ËÃÉÑ ÎÁ R ⊗ R, ÔÏ ÅÊ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÂÉÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÏÒÍÁ ÎÁ R:

f(x; y) = F (x ⊗ y):

éÔÁË, ÍÙ ÕÓÔÁÎÏŒÉÌÉ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏÅ ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏ- ÚÎÁÞÎÏÅ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ ÍÅÖÄÕ ÂÉÌÉÎÅÊÎÙÍÉ ÆÏÒÍÁÍÉ ÎÁ R É ÌÉÎÅÊÎÙÍÉ ÆÕÎËÃÉÑÍÉ ÎÁ R ⊗ R.

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ ÌÉÎÅÊÎÏ; ÉÍÅÎÎÏ, ÅÓ- ÌÉ ÂÉÌÉÎÅÊÎÙÍ ÆÏÒÍÁÍ f_1; f_2 ÏÔŒÅÞÁÀÔ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÆÕÎ- ËÃÉÉ F_1 É F_2, ÔÏ ÉÈ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÉ ˘_1f_1 + ˘_2f_2 ÏÔŒÅÞÁÅÔ ÆÕÎËÃÉÑ ˘_1F_1 + ˘_2F_2. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÐÏÓÔÒÏ- ÅÎÎÏÅ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÍÅÖÄÕ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ B(R) ÂÉÌÉÎÅÊÎÙÈ ÆÏÒÍ ÎÁ R É ÐÒÏÓÔÒÁÎÓ- ÔŒÏÍ (R ⊗ R)^′ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ R ⊗ R.

§ 25] ÔÅÎÚÏÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ 297

3. òÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÔÅÎÚÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ R⊗R. äÏ- ËÁÖÅÍ, ÞÔÏ R ⊗ R | ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÒÁÚ- ÍÅÒÎÏÓÔÉ n^2, ÇÄÅ n | ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ R.

úÁÄÁÄÉÍ ÂÁÚÉÓ e_1; : : : ; e_n Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ R. ðÕÓÔØ x; y | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÅ ŒÅËÔÏÒÙ ÉÚ R; ÒÁÚÌÏÖÉÍ ÉÈ ÐÏ ŒÅË- ÔÏÒÁÍ ÂÁÚÉÓÁ:

x = ¸_1e_1 + : : : + ¸_ne_n; y = ȷ_1e_1 + : : : + ȷ_ne_n:

ôÏÇÄÁ

x ⊗ y = n∑ i;j=1

¸_iȷ_j(e_i ⊗ e_j ):

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, x ⊗ y, Á ÚÎÁÞÉÔ, É ÌÀÂÏÊ ÄÒÕÇÏÊ ŒÅËÔÏÒ ÉÚ R ⊗ R ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÅÊ n^2 ŒÅËÔÏÒÏŒ e_i ⊗ e_j .

õÂÅÄÉÍÓÑ, ÞÔÏ ŒÅËÔÏÒÙ e_i ⊗ e_j ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ŒÏÓÐÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÐÒÏÓÔÏÊ ÌÅÍÍÏÊ, ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ËÏÔÏÒÏÊ ÐÒÅÄÏÓÔÁŒÌÑÅÔÓÑ ÞÉÔÁÔÅÌÀ.

ì Å Í Í Á 1. ðÕÓÔØ L | ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ É X_ff (ff = 1; : : : ; N) | ŒÅËÔÏÒÙ ÉÚ L. åÓÌÉ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ff = 1; : : : ; N ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ F_ff(X) ÎÁ L ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ F_ff(X_ff) = 1 É F_ff(X_fi ) = 0 ÐÒÉ fi ≠ ff, ÔÏ ŒÅËÔÏÒÙ X_ff ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙ.

úÁÄÁÄÉÍ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ i = 1; : : : ; n ÌÉÎÅÊÎÕÀ ÆÕÎË- ÃÉÀ f_i(x) ÎÁ R ÔÁËÕÀ, ÞÔÏ f_i(e_i) = 1 É f_i(e_j ) = 0 ÐÒÉ j ≠ i. ôÁË ËÁË ŒÅËÔÏÒÙ e_1; : : : ; e_n ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÂÁÚÉÓ Œ R, ÔÏ ÔÁËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ É ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÁ. ðÏÌÏÖÉÍ

f_{ij}(x; y) = f_i(x)f_j(y); i; j = 1; : : : ; n:

æÕÎËÃÉÑ f_{ij}(x; y) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÏÒÍÏÊ ÎÁ R; ÚÎÁÞÉÔ, ÓÏÇÌÁÓÎÏ Ð. 2 ÅÊ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÕÎË- ÃÉÑ F_{ij} (X) ÎÁ R ⊗ R ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ

F_{ij} (x ⊗ y) = f_i(x)f_j(y):

298 ÐÏÎÑÔÉÅ Ï ÔÅÎÚÏÒÁÈ [ÇÌ. iv

õÂÅÄÉÍÓÑ, ÞÔÏ ÜÔÁ ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ F_{ij} (X) ÒÁŒÎÁ 1 ÎÁ e_i ⊗ e_j É ÒÁŒÎÁ 0 ÎÁ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÁÈ e_i′ ⊗ e_j′ . œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, F_{ij} (e_i′ ⊗ e_j′ ) = f_i(e_i′ )f_j (e_j′ ), É ÎÁÛÅ ÕÔŒÅÒ- ÖÄÅÎÉÅ ÓÒÁÚÕ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÆÕÎËÃÉÊ f_i(x) É f_j(x).

œ ÓÉÌÕ ÌÅÍÍÙ ÜÔÉÍ ÄÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ ŒÅËÔÏÒÙ e_i ⊗ e_j ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙ. ôÁË ËÁË, Ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÐÏ ÎÉÍ ÒÁÓËÌÁÄÙŒÁÅÔÓÑ ÌÀÂÏÊ ŒÅËÔÏÒ Œ R⊗R, ÔÏ ŒÅËÔÏÒÙ e_i⊗e_j ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÂÁÚÉÓ Œ R ⊗ R. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ R ⊗ R ÒÁŒÎÁ ÞÉÓÌÕ ŒÅËÔÏÒÏŒ e_i ⊗ e_j , Ô. Å. ÒÁŒÎÁ n^2.

4. ôÅÎÚÏÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ R_1 ⊗ : : : ⊗ R_m. ïÐÒÅ- ÄÅÌÑÑ ÔÅÎÚÏÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ R ⊗ R, ÍÙ ÆÁËÔÉÞÅÓËÉ ÎÉÇÄÅ ÎÅ ÐÏÌØÚÏŒÁÌÉÓØ ÔÅÍ, ÞÔÏ ŒÅËÔÏÒÙ x É y Œ ÐÒÏÉÚ- ŒÅÄÅÎÉÉ x ⊗ y ÂÅÒÕÔÓÑ ÉÚ ÏÄÎÏÇÏ É ÔÏÇÏ ÖÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ- ŒÁ. ðÏÜÔÏÍÕ, ÐÏŒÔÏÒÑÑ ÄÏÓÌÏŒÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ Ð. 1, ÍÏÖÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÔÁËÖÅ ÔÅÎÚÏÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ R_1 ⊗R_2 ÄŒÕÈ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ R_1 É R_2.

åÓÌÉ e_1; : : : ; e_m | ÂÁÚÉÓ Œ R_1, Á f_1; : : : ; f_n | ÂÁÚÉÓ Œ R_2, ÔÏ ÂÁÚÉÓÏÍ Œ R_1 ⊗ R_2 ÓÌÕÖÁÔ mn ŒÅËÔÏÒÏŒ e_i ⊗ f_j (i = 1; : : : ; m; j = 1; : : : ; n).

ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ R_1 ⊗ R_2 É R_2 ⊗ R_1 ÒÁÚ- ÌÉÞÎÙ ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ.

áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÔÅÎÚÏÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÌÀÂÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ. ôÁË, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ÔÅÎÚÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ R_1 ⊗R_2 ⊗R_3 ÑŒÌÑ- ÀÔÓÑ ÆÏÒÍÁÌØÎÙÅ ÓÕÍÍÙ

x_1 ⊗ y_1 ⊗ z_1 + : : : + x_k ⊗ y_k ⊗ z_k; (4)

ÇÄÅ x_i | ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÉÚ R_1, y_i | ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÉÚ R_2 É z_i | ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÉÚ R_3. ïÐÅÒÁÃÉÉ ÓÌÏÖÅÎÉÑ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÞÉÓÌÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÔÁË ÖÅ, ËÁË É Œ ÓÌÕÞÁÅ ÄŒÕÈ ÓÏ- ÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ. þÉÔÁÔÅÌÀ ÐÒÅÄÌÁÇÁÅÔÓÑ ÕÓÔÁÎÏŒÉÔØ, ËÁ- ËÉÅ ŒÙÒÁÖÅÎÉÑ ŒÉÄÁ (4) ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÓÌÅÄÕÅÔ ÓÞÉÔÁÔØ ÒÁŒÎÙÍÉ.

§ 25] ÔÅÎÚÏÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ 299

ôÅÎÚÏÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ m ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ

R_1; : : : ; R_m ÞÁÓÔÏ ÏÂÏÚÎÁÞÁÀÔ ÔÁË:^m ⨂ i=1 R_i. œ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏ-

ÇÄÁ ŒÓÅ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÉ R_i ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ Ó ÏÄÎÉÍ É ÔÅÍ ÖÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ R, ÉÈ ÔÅÎÚÏÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÎÁÚÙŒÁ-

ÅÔÓÑ m-Ê ÔÅÎÚÏÒÎÏÊ ÓÔÅÐÅÎØÀ É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÔÁË:^m ⨂ R. 5. óŒÑÚØ ÍÅÖÄÕ ÔÅÎÚÏÒÁÍÉ É ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ÔÅÎÚÏÒÎÙÈ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÊ. íÙ ÐÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÊ ÔÅÎÚÏÒ Œ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÅ R ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ËÁË ÜÌÅÍÅÎÔ ÎÅËÏ- ÔÏÒÏÇÏ ÔÅÎÚÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ. óÎÁÞÁÌÁ ÕÂÅÄÉÍÓÑ Œ ÜÔÏÍ ÄÌÑ ÔÅÎÚÏÒÏŒ ÒÁÎÇÁ 2, ÄŒÁÖÄÙ ËÏŒÁÒÉÁÎÔÎÙÈ.

óÏÇÌÁÓÎÏ § 24, Ð. 3, ÔÅÎÚÏÒ ÒÁÎÇÁ 2, ÄŒÁÖÄÙ ËÏŒÁÒÉ- ÁÎÔÎÙÊ, ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÏÒÍÏÊ ÎÁ R. îÏ ÍÙ ÕÖÅ ÚÎÁÅÍ, ÞÔÏ ÍÅÖÄÕ ÂÉÌÉÎÅÊÎÙÍÉ ÆÏÒÍÁÍÉ ÎÁ R É ÌÉ- ÎÅÊÎÙÍÉ ÆÕÎËÃÉÑÍÉ ÎÁ R ⊗ R ÉÍÅÅÔÓÑ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏÅ ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ. úÎÁÞÉÔ, Œ ÓÉÌÕ ÜÔÏÇÏ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÑ ÌÀÂÏÊ ÔÅÎÚÏÒ ÒÁÎÇÁ 2, ÄŒÁ- ÖÄÙ ËÏŒÁÒÉÁÎÔÎÙÊ, ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ËÁË ÌÉÎÅÊ- ÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ ÎÁ R ⊗ R, Ô. Å. ËÁË ÜÌÅÍÅÎÔ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ (R ⊗ R)^′.

ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÍÙ ÕÓÔÁÎÏŒÉÍ ÓÅÊÞÁÓ ÅÓÔÅÓÔŒeÎ- ÎÙÊ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ (R ⊗ R)^′ ∼= R^′ ⊗ R^′. œ ÓÉÌÕ ÜÔÏÇÏ ÉÚÏ- ÍÏÒÆÉÚÍÁ ÌÀÂÏÊ ÔÅÎÚÏÒ ÒÁÎÇÁ 2, ÄŒÁÖÄÙ ËÏŒÁÒÉÁÎÔ- ÎÙÊ, ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ËÁË ÜÌÅÍÅÎÔ ÉÚ ÔÅÎÚÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ R^′ ⊗ R^′.

ðÏÓÔÒÏÉÍ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ (R ⊗ R)^′ ∼= R^′ ⊗ R^′. ðÕÓÔØ F ∈ ∈ R^′ ⊗ R^′, Ô. Å.

F = f^1 ⊗ g^1 + : : : + f^l ⊗ g^l;

ÇÄÅ f^i; g^i | ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÎÁ R. íÙ ÄÏÌÖÎÙ ÓÏÐÏ- ÓÔÁŒÉÔØ F ÜÌÅÍÅÎÔ ÉÚ (R ⊗ R)^′, Ô. Å. ÌÉÎÅÊÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ F (X) ÎÁ R ⊗ R. ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÜÔÕ ÆÕÎËÃÉÀ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÁÍ

F (x ⊗ y) = f^1(x)g^1(y) + : : : + f^l(x)g^l(x);

F (x_1 ⊗ y_1 +: : :+x_k ⊗ y_k) = F (x_1 ⊗ y_1)+: : :+F (x_k ⊗ y_k):

300 ÐÏÎÑÔÉÅ Ï ÔÅÎÚÏÒÁÈ [ÇÌ. iv

þÉÔÁÔÅÌÀ ÐÒÅÄÌÁÇÁÅÔÓÑ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ, ÞÔÏ ÜÔÉ ÆÏÒÍÕÌÙ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔ ÌÉÎÅÊÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ ÎÁ R⊗R É ÞÔÏ ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÏÅ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ | ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅÐÅÒØ ÔÅÎÚÏÒÙ ÒÁÎÇÁ 2, ÄŒÁÖÄÙ ËÏÎ- ÔÒÁŒÁÒÉÁÎÔÎÙÅ. ëÁÖÄÙÊ ÉÚ ÎÉÈ ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÏÒÍÏÊ ÎÁ R^′. îÏ ÍÅÖÄÕ ÂÉÌÉÎÅÊÎÙÍÉ ÆÏÒÍÁÍÉ ÎÁ R^′ É ÌÉÎÅÊÎÙÍÉ ÆÕÎËÃÉÑÍÉ ÎÁ R^′ ⊗ R^′ ÉÍÅÅÔÓÑ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏÅ ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ. úÎÁÞÉÔ, ÔÅÎÚÏÒÙ ÒÁÎÇÁ 2, ÄŒÁÖÄÙ ËÏÎÔÒÁŒÁÒÉÁÎÔÎÙÅ, ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ËÁË ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ (R^′ ⊗ R^′)^′ ∼= ∼= R ⊗ R.

ðÅÒÅÊÄÅÍ Ë ÏÂÝÅÍÕ ÓÌÕÞÁÀ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅÎÚÏÒÙ ÒÁÎÇÁ p + q, p ÒÁÚ ËÏŒÁÒÉÁÎÔÎÙÅ É q ÒÁÚ ËÏÎÔÒÁŒÁ- ÒÉÁÎÔÎÙÅ. éÚ § 23, Ð. 3, ÍÙ ÚÎÁÅÍ, ÞÔÏ ÉÍ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÏÔŒÅÞÁÀÔ ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ l(x; y; : : : ; f; g; : : : ) ÏÔ p ŒÅËÔÏÒÏŒ x; y; : : : ÉÚ R É q ŒÅËÔÏÒÏŒ f; g; : : : ÉÚ R^′.

ðÏÄÏÂÎÏ ÔÏÍÕ, ËÁË ÜÔÏ ÄÅÌÁÌÏÓØ Œ Ð. 2 ÄÌÑ ÂÉÌÉ- ÎÅÊÎÙÈ ÆÏÒÍ, ÍÏÖÎÏ ÕÓÔÁÎÏŒÉÔØ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏÅ ŒÚÁ- ÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ ÍÅÖÄÕ ÔÁ- ËÉÍÉ ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÙÍÉ ÆÕÎËÃÉÑÍÉ l(x; y; : : : ; f; g; : : : ) É ÌÉÎÅÊÎÙÍÉ ÆÕÎËÃÉÑÍÉ ÎÁ ÔÅÎÚÏÒÎÏÍ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÉ R ⊗ : : : ⊗ R

p ÒÁÚ

⊗ R^′ ⊗ : : : ⊗ R^′

q ÒÁÚ .

éÍÅÎÎÏ, ÅÓÌÉ F (X) | ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÎÁ ÔÅÎÚÏÒÎÏÍ ÐÒÏÉÚ- ŒÅÄÅÎÉÉ R ⊗ : : : ⊗ R

p ÒÁÚ

⊗ R^′ ⊗ : : : ⊗ R^′

q ÒÁÚ

, ÔÏ ÅÊ ÏÔŒÅÞÁÅÔ ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÁÑ

ÆÕÎËÃÉÑ l(x; y; : : : ; f; g; : : : ) ÏÔ p ŒÅËÔÏÒÏŒ ÉÚ R É q ŒÅËÔÏÒÏŒ ÉÚ R^′:

l(x; y; : : : ; f; g; : : : ) = F (x ⊗ y ⊗ : : : ⊗ f ⊗ g ⊗ : : : ): (5)

ïÂÒÁÔÎÏ, ÅÓÌÉ ÚÁÄÁÎÁ ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ l(x; y; : : : ; f; g; : : : ), ÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ (É ÐÒÉÔÏÍ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÁÑ) ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÎÁ ÔÅÎÚÏÒÎÏÍ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÉ R ⊗ : : : ⊗ R

p ÒÁÚ

⊗ R^′ ⊗ : : : ⊗ R^′

q ÒÁÚ

, ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑ-

ÀÝÁÑ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÀ (5). (äÏËÁÚÁÔØ.)

§ 25] ÔÅÎÚÏÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ 301

úÎÁÞÉÔ, ÔÅÎÚÏÒÙ ÒÁÎÇÁ p + q, p ÒÁÚ ËÏŒÁÒÉÁÎÔÎÙÅ É q ÒÁÚ ËÏÎÔÒÁŒÁÒÉÁÎÔÎÙÅ, ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ËÁË ÌÉ- ÎÅÊÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÎÁ R ⊗ : : : ⊗ R

p ÒÁÚ

⊗ R^′ ⊗ : : : ⊗ R^′

q ÒÁÚ

, Ô. Å. ËÁË

ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÉÚ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ

( R ⊗ : : : ⊗ R

p ÒÁÚ

⊗ R^′ ⊗ : : : ⊗ R^′

q ÒÁÚ

)^′ ∼=

∼= R^′ ⊗ : : : ⊗ R^′

p ÒÁÚ

⊗ R ⊗ : : : ⊗ R

q ÒÁÚ : 6. ôÅÎÚÏÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁ- ÎÉÊ. íÙ ÎÁÕÞÉÌÉÓØ ÐÏ ËÁÖÄÏÊ ÐÁÒÅ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒ R_1; R_2 ÓÔÒÏÉÔØ ÎÏŒÏÅ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ- ŒÏ | ÉÈ ÔÅÎÚÏÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ R_1 ⊗ R_2. ïÄÎÁËÏ ÜÔÉÍ ÚÁÄÁÞÁ ÎÅ ÚÁËÁÎÞÉŒÁÅÔÓÑ. íÏÖÎÏ ÅÝÅ ÐÏ ÌÉÎÅÊÎÙÍ ÐÒÅ- ÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑÍ Œ ËÁÖÄÏÍ ÉÚ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ R_1; R_2 ÐÏÓÔÒÏ- ÉÔØ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ Œ ÉÈ ÔÅÎÚÏÒÎÏÍ ÐÒÏÉÚŒÅ- ÄÅÎÉÉ.

éÔÁË, ÐÕÓÔØ ÚÁÄÁÎÙ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ A ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÁ R_1 Œ R_1 É ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ B ÐÒÏÓÔ- ÒÁÎÓÔŒÁ R_2 Œ R_2^∗). íÙ ÐÏÓÔÒÏÉÍ ÐÏ ÎÉÍ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÒÅ- ÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ R_1 ⊗ R_2 Œ R_1 ⊗ R_2, ËÏÔÏÒÏÅ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙŒÁÔØ ÔÅÎÚÏÒÎÙÍ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅÍ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ- ŒÁÎÉÊ A É B É ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÞÅÒÅÚ A ⊗ B.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅÎÚÏÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ R_1 ⊗ R_2 ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒ R_1 É R_2. îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ R_1 ⊗ R_2 ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÆÏÒÍÁÌØÎÙÅ ÓÕÍÍÙ

x_1 ⊗ y_1 + : : : + x_k ⊗ y_k;

ÇÄÅ x_i ∈ R_1, y_i ∈ R_2, i = 1; : : : ; k.

ôÅÎÚÏÒÎÙÍ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅÍ A⊗B ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÐÒÅÏÂÒÁ- ÚÏŒÁÎÉÑ A ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ R_1 Œ R_1 É ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÐÒÅÏÂÒÁ- ÚÏŒÁÎÉÑ B ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ R_2 Œ R_2 ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÏÅ

∗) éÎÏÇÄÁ ÜÔÏ ÚÁÐÉÓÙŒÁÀÔ ÔÁË: A : R1 −→ R1 É B : R2 −→ R2.

302 ÐÏÎÑÔÉÅ Ï ÔÅÎÚÏÒÁÈ [ÇÌ. iv

ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ C ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ R_1 ⊗R_2 Œ R_1 ⊗R_2, ÏÐÒÅ- ÄÅÌÑÅÍÏÅ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ:

C(x_1 ⊗ y_1 + : : : + x_k ⊗ y_k) = = (Ax_1) ⊗ (By_1) + : : : + (Ax_k) ⊗ (By_k)^∗):

âÏÌÅÅ ÏÂÝÏ, ÅÓÌÉ ÉÍÅÀÔÓÑ ÄŒÁ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓ- ÔŒÁ R_1; S_1, ÄŒÁ ÄÒÕÇÉÈ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ R_2; S_2 É ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ A: R_1 −→ S_1 É B : R_2 −→ S_2, ÔÏ ÍÏÖÎÏ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ- ŒÁÎÉÅ A ⊗ B : R_1 ⊗ R_2 −→ S_1 ⊗ S_2:

ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ËÁÖÄÏÍÕ ÌÉÎÅÊÎÏÍÕ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁ- ÎÉÀ A ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ R_1 ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÏÔŒÅ- ÞÁÅÔ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ R_1 ⊗ R_2, Á ÉÍÅÎÎÏ A ⊗ 1, ÇÄÅ 1 | ÅÄÉÎÉÞÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ; ÁÎÁ- ÌÏÇÉÞÎÏ ËÁÖÄÏÍÕ ÌÉÎÅÊÎÏÍÕ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÀ B ÐÒÏÓÔ- ÒÁÎÓÔŒÁ R_2 ÍÏÖÎÏ ÐÏÓÔÁŒÉÔØ Œ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ 1 ⊗ B ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ R_1 ⊗ R_2.

õÓÔÁÎÏŒÉÍ, ËÁË ŒÙÒÁÖÁÅÔÓÑ ÍÁÔÒÉÃÁ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÐÒÅ- ÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ C = A ⊗ B ÞÅÒÅÚ ÍÁÔÒÉÃÙ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ A É B. úÁÄÁÄÉÍ ÂÁÚÉÓ e_1; : : : ; e_m Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ R_1 É ÂÁ- ÚÉÓ f_1; : : : ; f_n Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ R_2. ôÏÇÄÁ ŒÅËÔÏÒÙ e_i ⊗ f_j ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÂÁÚÉÓ Œ ÔÅÎÚÏÒÎÏÍ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÉ R_1 ⊗ R_2.

ðÕÓÔØ A = ‖a_{ij} ‖ | ÍÁÔÒÉÃÁ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ A Œ ÂÁ- ÚÉÓÅ e_1; : : : ; e_m; B | ÍÁÔÒÉÃÁ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ B Œ ÂÁ- ÚÉÓÅ f_1; : : : ; f_n, Ô. Å.

Ae_k = m∑ i=1 a_{ik}e_i; Bf_l = n∑ j=1 b_{jl}f_j:

ôÏÇÄÁ C = A ⊗ B ÐÒÅÏÂÒÁÚÕÅÔ ÂÁÚÉÓÎÙÅ ŒÅËÔÏÒÙ e_k ⊗ f_l

∗) ìÅÇËÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ËÏÒÒÅËÔÎÏ, Ô. Å. ÒÁŒÎÙÅ ŒÙÒÁÖÅÎÉÑ ÐÒÅÏÂÒÁÚÕÀÔÓÑ Œ ÒÁŒÎÙÅ.

§ 25] ÔÅÎÚÏÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ 303

ÐÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÆÏÒÍÕÌÅ:

C(e_k ⊗ f_l) = (Ae_k) ⊗ (Bf_l) = m∑ i=1 n∑ j=1 a_{ik}b_{jl}(e_k ⊗ f_l):

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÁÔÒÉÃÁ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ C ÅÓÔØ ÍÁÔÒÉÃÁ C = ‖c_{ij;kl}‖ ÐÏÒÑÄËÁ mn, ÓÔÒÏËÉ É ÓÔÏÌÂÃÙ ËÏÔÏÒÏÊ ÚÁÎÕÍÅÒÏŒÁÎÙ ÐÁÒÁÍÉ ÉÎÄÅËÓÏŒ (i; j), i = 1; : : : ; m; j = 1; : : : ; n. ðÒÉ ÜÔÏÍ c_{ij;kl} = a_{ik}b_{jl}. ôÁËÁÑ ÍÁÔÒÉÃÁ C ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÒÏÎÅËÅÒÏŒÓËÉÍ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅÍ ÍÁÔÒÉÃ A É B.

õ Ð Ò Á Ö Î Å Î É Å. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ËÒÏÎÅËÅÒÏŒ- ÓËÏÇÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ ÍÁÔÒÉÃ A É B ÒÁŒÅÎ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÀ ÏÐÒÅÄÅ- ÌÉÔÅÌÅÊ ÍÁÔÒÉÃ A É B.

7. ðÏÎÑÔÉÅ ÆÕÎËÔÏÒÁ. œ ÜÔÏÊ ÇÌÁŒÅ ÍÙ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÌÉ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÔÉÐÏŒ ÏÐÅÒÁÃÉÊ ÎÁÄ ÌÉÎÅÊÎÙÍÉ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÍÉ, ËÁË, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÏÐÅÒÁÃÉÉ ÐÅÒÅÈÏÄÁ Ë ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÏÍÕ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÕ ÉÌÉ ÔÅÎÚÏÒÎÏÅ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ. äÁÄÉÍ ÏÂÝÅÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÔÁËÉÈ ÏÐÅÒÁÃÉÊ.

íÙ ÇÏŒÏÒÉÍ, ÞÔÏ ÚÁÄÁÎ ËÏŒÁÒÉÁÎÔÎÙÊ ÆÕÎËÔÏÒ (ÉÌÉ ÂÏÌÅÅ ÐÏÄÒÏÂÎÏ, ËÏŒÁÒÉÁÎÔÎÙÊ ÆÕÎËÔÏÒ Œ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒ^∗)), ÅÓÌÉ ÚÁÄÁÎÏ ÐÒÁŒÉÌÏ, ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÑÀÝÅÅ ËÁÖÄÏÍÕ ÌÉÎÅÊÎÏÍÕ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÕ R ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ F (R) É ËÁÖÄÏÍÕ ÌÉÎÅÊÎÏÍÕ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÀ A : R1 −→ R2 ÎÅ- ËÏÔÏÒÏÅ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ F (A) ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ F (R1) Œ F (R2) (Œ ÎÁÛÉÈ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑÈ, F (A) : F (R1) −→ F (R2)). ðÒÉ ÜÔÏÍ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÀÔÓÑ ŒÙÐÏÌÎÅÎÎÙÍÉ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÕÓÌÏŒÉÑ:

1) ÅÓÌÉ 1 | ÅÄÉÎÉÞÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ Œ R, ÔÏ F (1) | ÅÄÉÎÉÞ- ÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ F (R);

2) ÅÓÌÉ A : R1 −→ R2 É B : R2 −→ R3 | ÄŒÁ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÐÒÅÏÂÒÁ- ÚÏŒÁÎÉÑ, ÔÏ F (BA) = F (B)F (A):

ðÒÉÍÅÒÏÍ ËÏŒÁÒÉÁÎÔÎÏÇÏ ÆÕÎËÔÏÒÁ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÔÅÎÚÏÒÎÏÅ ÕÍÎÏ- ÖÅÎÉÅ. éÍÅÎÎÏ, ÐÕÓÔØ S | ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ. ïÔÎÅÓÅÍ ËÁÖÄÏÍÕ ÌÉÎÅÊÎÏÍÕ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÕ R ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ F (R) = R ⊗ S É ËÁÖÄÏÍÕ ÌÉÎÅÊÎÏÍÕ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÀ A : R1 −→ R2 ÌÉÎÅÊÎÏÅ

∗) ðÏÎÑÔÉÅ ÆÕÎËÔÏÒÁ ÍÏÖÎÏ ŒŒÅÓÔÉ ÄÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÊ ËÁÔÅ- ÇÏÒÉÉ. ïÂÝÉÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ É ÆÕÎËÔÏÒÁ ÓÍ., ÎÁÐÒÉÍÅÒ, Œ ËÎÉÇÅ: ó. ì Å Î Ç, áÌÇÅÂÒÁ, ĂíÉÒĄ, 1968.

304 ÐÏÎÑÔÉÅ Ï ÔÅÎÚÏÒÁÈ [ÇÌ. iv

ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ F (A) = A ⊗ 1 ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ R1 ⊗ S Œ R2 ⊗ S. îÅ- ÔÒÕÄÎÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÓŒÏÊÓÔŒÁ 1) É 2) ŒÙÐÏÌÎÑÀÔÓÑ; ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, F | ËÏŒÁÒÉÁÎÔÎÙÊ ÆÕÎËÔÏÒ.

áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ËÏÎÔÒÁŒÁÒÉÁÎÔÎÙÊ ÆÕÎËÔÏÒ. íÙ ÇÏ- ŒÏÒÉÍ, ÞÔÏ ÚÁÄÁÎ ËÏÎÔÒÁŒÁÒÉÁÎÔÎÙÊ ÆÕÎËÔÏÒ F , ÅÓÌÉ ÚÁÄÁÎÏ ÐÒÁŒÉÌÏ, ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÑÀÝÅÅ ËÁÖÄÏÍÕ ÌÉÎÅÊÎÏÍÕ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÕ R ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ F (R) É ËÁÖÄÏÍÕ ÌÉÎÅÊÎÏÍÕ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÀ A : R1 −→ R2 ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁ- ÎÉÅ F (A) : F (R2) −→ F (R1). ðÒÉ ÜÔÏÍ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÅÔÓÑ ŒÙÐÏÌ- ÎÅÎÎÙÍÉ ÕÓÌÏŒÉÅ 1) É ÕÓÌÏŒÉÅ

2^′) ÅÓÌÉ A : R1 −→ R2 É B : R2 −→ R3 | ÄŒÁ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÐÒÅ- ÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ, ÔÏ

F (BA) = F (A)F (B):

ðÒÉÍÅÒÏÍ ËÏÎÔÒÁŒÁÒÉÁÎÔÎÏÇÏ ÆÕÎËÔÏÒÁ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÐÅÒÁÃÉÑ ÐÅÒÅÈÏÄÁ Ë ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÍ. éÍÅÎÎÏ, ÏÔÎÅÓÅÍ ËÁ- ÖÄÏÍÕ ÌÉÎÅÊÎÏÍÕ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÕ R ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÏÅ ÅÍÕ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ F (R) = R^′ É ËÁÖÄÏÍÕ ÌÉÎÅÊÎÏÍÕ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÀ A : R1 −→ R2 ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ F (A) = A^′. îÅÔÒÕÄÎÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ (ÓÍ. Ð. 2 § 23), ÞÔÏ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÓŒÏÊÓÔŒÁ 1) É 2^′) ŒÙÐÏÌÎÑÀÔÓÑ; ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁ- ÚÏÍ, F | ËÏÎÔÒÁŒÁÒÉÁÎÔÎÙÊ ÆÕÎËÔÏÒ.

ú Á Ä Á Þ Á. ðÕÓÔØ S | ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÏÅ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ- ŒÏ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ Hom(R; S) ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÐÒÅ- ÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ A : R −→ S. äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ R ÐÏÌÏÖÉÍ F (R) = Hom(R; S). íÙ ÏÐÒÅÄÅÌÉÌÉ, ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÏÐÅ- ÒÁÃÉÀ F ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ. ôÒÅÂÕÅÔÓÑ ÏÐÒÅ- ÄÅÌÉÔØ F ÔÁËÖÅ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÞÔÏÂÙ F ÓÔÁÌÏ ËÏÎÔÒÁŒÁÒÉÁÎÔÎÙÍ ÆÕÎËÔÏÒÏÍ.

8. óÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ É ŒÎÅÛÎÑÑ ÓÔÅÐÅÎÉ. îÁÒÑÄÕ Ó ÔÅÎÚÏÒÎÙÍ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅÍ R⊗R ÐÏÌÅÚÎÏ ÔÁËÖÅ ÒÁÓÓÍÁ- ÔÒÉŒÁÔØ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÕÀ ÓÔÅÐÅÎØ É ŒÎÅÛÎÀÀ ÓÔÅÐÅÎØ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ R; ÏÓÏÂÅÎÎÏ ŒÁÖÎÙÍ ÐÏÎÑÔÉÅÍ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ŒÎÅÛÎÑÑ ÓÔÅÐÅÎØ. üÔÉ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÓÔÒÏÑÔÓÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞ- ÎÏ ÔÅÎÚÏÒÎÏÍÕ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÀ.

îÁÞÎÅÍ Ó ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÇÏ ËŒÁÄÒÁÔÁ S^2(R). îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ R ⊗ R ÑŒÌÑÀÔÓÑ ŒÙÒÁÖÅÎÉÑ

x_1 ⊗ y_1 + : : : + x_k ⊗ y_k; (6)

§ 25] ÔÅÎÚÏÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ 305

ÇÄÅ x_i; y_i | ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÉÚ R. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ 1) (x_1 + x_2) ⊗ y − x_1 ⊗ y − x_2 ⊗ y = 0; 2) x ⊗ (y_1 + y_2) − x ⊗ y_1 − x ⊗ y_2 = 0; 3) (˘x) ⊗ y − x ⊗ (˘y) = 0:

üÌÅÍÅÎÔÙ x ⊗ y É y ⊗ x Œ R ⊗ R ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÐÒÉ y ≠ x, ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, ÒÁÚÌÉÞÎÙÍÉ.

ïÄÎÁËÏ ÉÎÏÇÄÁ ÕÄÏÂÎÏ ŒŒÅÓÔÉ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, Œ ËÏÔÏ- ÒÏÍ x ⊗ y = y ⊗ x.

äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÄÏÐÏÌÎÉÍ ÕÓÌÏŒÉÑ 1){3) ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ:

4) x ⊗ y − y ⊗ x = 0:

ðÒÉÒÁŒÎÑÅÍ ÔÁËÖÅ ÎÕÌÀ É ŒÓÅ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÉ ŒÙÒÁÖÅÎÉÊ 1), 2), 3) É 4). äŒÁ ŒÙÒÁÖÅÎÉÑ X É X^′ ŒÉÄÁ (6) ÂÕÄÅÍ ÔÅÐÅÒØ ÓÞÉÔÁÔØ ÒÁŒÎÙÍÉ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÎÉÈ ÓÕÝÅ- ÓÔŒÕÀÔ ÔÁËÉÅ ŒÙÒÁÖÅÎÉÑ Z = 0 É Z^′ = 0, ÞÔÏ X + Z É X^′ + Z^′ ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ.

œ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, ÜÌÅÍÅÎÔÙ ËÏÔÏÒÏÇÏ | ËÌÁÓÓÙ ÒÁŒÎÙÈ ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÊ ŒÙ- ÒÁÖÅÎÉÊ ŒÉÄÁ (6), Á ÏÐÅÒÁÃÉÉ ÓÌÏÖÅÎÉÑ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÞÉÓÌÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÙ, ËÁË É ÄÌÑ ÔÅÎÚÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ R ⊗ R, ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÁÍ (2) É (3). (þÉÔÁÔÅÌÀ ÐÒÅÄÌÁÇÁÅÔÓÑ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ Œ ËÏÒÒÅËÔÎÏÓÔÉ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÊ ÜÔÉÈ ÏÐÅÒÁÃÉÊ É Œ ÔÏÍ, ÞÔÏ ŒÓÅ ÁËÓÉÏÍÙ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÚÄÅÓØ ŒÙÐÏÌÎÅÎÙ.) üÔÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉ- ÞÅÓËÉÍ ËŒÁÄÒÁÔÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ R É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÞÅ- ÒÅÚ S^2(R).

õ Ð Ò Á Ö Î Å Î É Å. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ S^2(R) ÒÁŒÎÁ n(n + 1)

2 , ÇÄÅ n | ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ R.

äÒÕÇÉÍ ŒÁÖÎÙÍ ÐÏÎÑÔÉÅÍ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ŒÎÅÛÎÉÊ ËŒÁ- ÄÒÁÔ R. þÔÏÂÙ ÜÔÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ, ÄÏÐÏÌÎÉÍ ÕÓÌÏŒÉÑ 1), 2) É 3) ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÕÓÌÏŒÉÅÍ:

4^′) x ⊗ x = 0:

306 ÐÏÎÑÔÉÅ Ï ÔÅÎÚÏÒÁÈ [ÇÌ. iv

ðÏÓÌÅ ÜÔÏÇÏ ÍÙ ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÄŒÕÈ ŒÙÒÁÖÅ- ÎÉÊ ŒÉÄÁ (6) ÐÏÄÏÂÎÏ ÔÏÍÕ, ËÁË ÜÔÏ ÕÖÅ ÄÅÌÁÌÏÓØ ÄÌÑ ÔÅÎÚÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ R ⊗ R É ÄÌÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÏ- ÇÏ ËŒÁÄÒÁÔÁ S^2(R). ðÏÌÕÞÁÅÍÏÅ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, ÜÌÅÍÅÎÔÙ ËÏÔÏÒÏÇÏ | ËÌÁÓÓÙ ÒÁŒÎÙÈ ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÊ ŒÙ- ÒÁÖÅÎÉÊ ŒÉÄÁ (6), ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ŒÎÅÛÎÉÍ ËŒÁÄÒÁÔÏÍ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÁ R É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ R ∧ R (ÐÏ-ÄÒÕÇÏÍÕ, 2⋀ R). ì Å Í Í Á 2. œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ R ∧ R ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ x ⊗ y + y ⊗ x = 0: (7)

œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÉÍÅÅÍ:

x ⊗ y + y ⊗ x = (x + y) ⊗ (x + y) − x ⊗ x − y ⊗ y:

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ŒÙÒÁÖÅÎÉÅ x ⊗ y + y ⊗ x ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÅÊ ŒÙÒÁÖÅÎÉÊ ŒÉÄÁ 4^′), É, ÚÎÁÞÉÔ, ÏÎÏ ÒÁŒÎÏ ÎÕÌÀ.

œÙÒÁÖÅÎÉÅ x ⊗ y, ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍÏÅ ËÁË ÜÌÅÍÅÎÔ ÉÚ R ∧ R, ÎÁÚÙŒÁÀÔ ŒÎÅÛÎÉÍ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅÍ ŒÅËÔÏÒÏŒ x É y É ÏÂÏÚÎÁÞÁÀÔ ÔÁË: x ∧ y. òÁŒÅÎÓÔŒÏ (7) ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ŒÎÅÛÎÅÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ŒÅËÔÏÒÏŒ ÁÎÔÉÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏ: x ∧ y = −y ∧ x.

ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ S^2(R) É R ∧ R ÍÏÖÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ É ËÁË ÐÏÄÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÁ Œ R ⊗ R; ÔÏÞÎÅÅ, Œ R ⊗ R ÉÍÅÀÔÓÑ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ, ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÉÚÏÍÏÒÆÎÙÅ S^2(R) É R ∧ R.

äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÚÁÄÁÄÉÍ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ R ⊗ R ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ- ŒÁÎÉÅ œ, ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÍÏÅ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ

œ(x1 ⊗ y1 + : : : + x_k ⊗ y_k) = y1 ⊗ x1 + : : : + y_k ⊗ x_k:

ïÞÅŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÅÇÏ ËŒÁÄÒÁÔ ÅÓÔØ ÅÄÉÎÉÞÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ: œ^2 = 1.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÄŒÁ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ Œ R ⊗ R | ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ H1 ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ X, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ œX = X É ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ H2 ÜÌÅ- ÍÅÎÔÏŒ X, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ œX = −X. üÔÉ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÉÍÅÀÔ ÎÕÌÅŒÏÅ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ, ÔÁË ËÁË ÉÚ ÕÓÌÏŒÉÊ œX = X É œX = −X ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ X = 0. ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÉÈ ÐÒÑÍÁÑ ÓÕÍÍÁ ÅÓÔØ ŒÓÅ

§ 25] ÔÅÎÚÏÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ 307

ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ R ⊗ R. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÍ ÌÀÂÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ X ÉÚ R ⊗ R Œ ŒÉÄÅ ÓÕÍÍÙ X = X1 + X2, ÇÄÅ X1 = 12 (X + œX)

É X2 = 12 (X − œX). ïÞÅŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ œX1 = X1, Ô. Å. X1 ∈ H1, É œX2 = −X2, Ô. Å. X2 ∈ H2.

ðÏËÁÖÅÍ ÔÅÐÅÒØ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÉ R ⊗R ÎÁ S^2(R) Œ ÎÕÌØ ÐÅÒÅÈÏÄÑÔ ŒÓÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÉÚ H2, É ÐÒÉÔÏÍ ÔÏÌØËÏ ÏÎÉ. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÐÕÓÔØ X ∈ R ⊗ R ÐÅÒÅÈÏÄÉÔ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÉ Œ ÎÕÌØ; ÔÏÇÄÁ X ÒÁŒÎÏ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÉ ŒÙÒÁÖÅÎÉÊ ŒÉÄÁ 4), Ô. Å. ŒÙÒÁÖÅÎÉÊ x⊗y−y⊗x; ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, œX = −X, Ô. Å. X ∈ H2. ïÂÒÁÔÎÏ, ÐÕÓÔØ X ∈ H2, Ô. Å. œX = −X; ÔÏÇÄÁ X = 12 (X − œX);

ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, X ÒÁŒÎÏ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÉ ŒÙÒÁÖÅÎÉÊ ŒÉÄÁ 4) É, ÚÎÁÞÉÔ, ÐÅÒÅÈÏÄÉÔ Œ ÎÕÌØ ÐÒÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÉ R ⊗ R ÎÁ S^2(R).

ðÏÓËÏÌØËÕ R ⊗ R ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÑÍÏÊ ÓÕÍÍÏÊ H1 É H2, ÔÏ ÜÔÉÍ ÄÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÉ R ⊗ R ÎÁ S^2(R) ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ H1 ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ ÏÔÏÂÒÁÖÁÅÔÓÑ ÎÁ S^2(R).

éÔÁË, ÍÙ ÕÓÔÁÎÏŒÉÌÉ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÍÅÖÄÕ S^2(R) É ÐÏÄÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ H1 ⊂ R ⊗ R ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ X, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ œX = X.

áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÕÓÔÁÎÁŒÌÉŒÁÅÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÍÅÖÄÕ R ∧ R É ÐÏÄ- ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ H2 ⊂ R ⊗ R ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ X, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ œX = −X.

õ Ð Ò Á Ö Î Å Î É Å. ðÕÓÔØ e1; : : : ; en | ÂÁÚÉÓ Œ R. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ei ∧ ej , ÇÄÅ i ¡ j, ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÂÁÚÉÓ Œ R ∧ R.

9. œÎÅÛÎÑÑ ÓÔÅÐÅÎØ^m ⋀ R. ôÅÐÅÒØ ÄÁÄÉÍ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ

ŒÎÅÛÎÅÊ ÓÔÅÐÅÎÉ^m ⋀ R ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ R ÄÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØ-

ÎÏÇÏ m. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ m-À ÔÅÎÚÏÒÎÕÀ ÓÔÅÐÅÎØ^m ⨂ R. îÁ-

ÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ^m ⨂ R ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÆÏÒÍÁÌØÎÙÅ ÓÕÍÍÙ ŒÙÒÁÖÅÎÉÊ ŒÉÄÁ

x_1 ⊗ x_2 ⊗ : : : ⊗ x_m; (8)

ÇÄÅ x_i ∈ R, ÐÒÉÞÅÍ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÉÚ ÔÁËÉÈ ÓÕÍÍ ÓÞÉÔÁÀÔÓÑ ÒÁŒÎÙÍÉ ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÊ. ðÒÉÒÁŒÎÑÅÍ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÏ ÎÕ- ÌÀ ŒÓÅ ŒÙÒÁÖÅÎÉÑ ŒÉÄÁ (8), Õ ËÏÔÏÒÙÈ ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ ÈÏÔÑ ÂÙ ÄŒÁ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÑ, Á ÔÁËÖÅ ÌÀÂÙÅ ÉÈ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ËÏÍ- ÂÉÎÁÃÉÉ. ôÏ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, ËÏÔÏÒÏÅ ÐÒÉ ÜÔÏÍ

308 ÐÏÎÑÔÉÅ Ï ÔÅÎÚÏÒÁÈ [ÇÌ. iv

ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ŒÎÅÛÎÅÊ m-Ê ÓÔÅÐÅÎØÀ ÐÒÏÓÔ-

ÒÁÎÓÔŒÁ R É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ^m ⋀ R. œÙÒÁÖÅÎÉÅ x_1 ⊗ x_2 ⊗ : : : ⊗ x_m, ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍÏÅ ËÁË

ÜÌÅÍÅÎÔ ÉÚ^m ⋀ R, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ŒÎÅÛÎÉÍ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅÍ ŒÅËÔÏÒÏŒ x_1; : : : ; x_m É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ x_1 ∧x_2 ∧: : :∧x_m. îÅ- ÔÒÕÄÎÏ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ (ÐÏÄÏÂÎÏ ÔÏÍÕ, ËÁË ÜÔÏ ÕÖÅ ÄÅÌÁÌÏÓØ ÄÌÑ ÓÌÕÞÁÑ ÄŒÕÈ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ), ÞÔÏ ŒÎÅÛÎÅÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅ- ÎÉÅ ŒÅËÔÏÒÏŒ ÁÎÔÉÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏ, Ô. Å. ÏÎÏ ÍÅÎÑÅÔ ÚÎÁË ÐÒÉ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÅ ÌÀÂÙÈ ÄŒÕÈ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ.

óÒÅÄÉ ŒÎÅÛÎÉÈ ÓÔÅÐÅÎÅÊ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ R ÉÍÅÅÔÓÑ ÌÉÛØ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÏÔÌÉÞÎÙÈ ÏÔ ÎÕÌÑ. éÍÅÎÎÏ, ÐÏ-

ËÁÖÅÍ, ÞÔÏ^m ⋀ R = 0 ÐÒÉ m ¿ n, ÇÄÅ n | ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ R.

äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÚÁÄÁÄÉÍ ÂÁÚÉÓ e_1; : : : ; e_n Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ R. òÁÚÌÁÇÁÑ ŒÅËÔÏÒÙ ÉÚ R ÐÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍ ÂÁÚÉÓÁ, ÍÙ ÕÂÅ- ÖÄÁÅÍÓÑ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÅ ŒÎÅÛÎÅÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ x_1 ∧ : : : ∧ x_m,

Á ÚÎÁÞÉÔ, É ÌÀÂÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÉÚ^m ⋀ R, ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÅÊ ŒÙÒÁÖÅÎÉÊ e_{i1} ∧ : : : ∧ e_{im} . îÏ ÅÓÌÉ m ¿ n, ÔÏ Œ ËÁÖÄÏÍ ŒÙÒÁÖÅÎÉÉ e_{i1} ∧ : : : ∧ e_{im} ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ ÈÏÔÑ ÂÙ ÄŒÁ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÑ; ÚÎÁÞÉÔ, ŒÓÅÇÄÁ e_{i1} ∧ : : : ∧ e_{im} = 0.

éÔÁË,^m ⋀ R = 0 ÐÒÉ m ¿ n.

ðÏËÁÖÅÍ ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ^n ⋀ R, ÇÄÅ n | ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ R, ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÄÎÏÍÅÒÎÙÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ- ŒÏÍ. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÓÒÅÄÉ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ e_{i1} ∧ : : : ∧ e_{in} ÏÔ- ÌÉÞÎÙ ÏÔ ÎÕÌÑ ÔÏÌØËÏ ÔÅ, Õ ËÏÔÏÒÙÈ ÉÎÄÅËÓÙ i_1; : : : ; i_n ÐÏÐÁÒÎÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙ É, ÚÎÁÞÉÔ, ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÁÍÉ ÉÎÄÅËÓÏŒ 1; : : : ; n. ôÁË ËÁË ŒÎÅÛÎÅÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ŒÅËÔÏ- ÒÏŒ ÁÎÔÉÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏ, ÔÏ ÔÁËÉÅ ÏÔÌÉÞÎÙÅ ÏÔ ÎÕÌÑ ÜÌÅ- ÍÅÎÔÙ ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ, Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÚÎÁËÁ, Ó ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ

e_1 ∧ : : : ∧ e_n. ðÏÓËÏÌØËÕ ÌÀÂÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÉÚ^n ⋀ R ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÅÊ ŒÅËÔÏÒÏŒ e_{i1} ∧ : : : ∧ e_{in} , ÔÏ ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ ÏÎ ËÒÁÔÅÎ ŒÅËÔÏÒÕ e_1 ∧ : : : ∧ e_n.

§ 25] ÔÅÎÚÏÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ 309

õ Ð Ò Á Ö Î Å Î É Ñ. 1. ðÕÓÔØ e1; : : : ; en | ÂÁÚÉÓ Œ R É e^′_i =

=^n ∑ j=1 ajiej | ÌÀÂÙÅ n ŒÅËÔÏÒÏŒ ÉÚ R. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ e^′_1 ∧ : : :

: : : ∧ e^′_n = ae1 ∧ : : : ∧ en, ÇÄÅ a | ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ÍÁÔÒÉÃÙ ‖aij ‖.

2. ðÕÓÔØ e1; : : : ; en | ÂÁÚÉÓ Œ R. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ŒÙÒÁÖÅÎÉÑ

ei_1 ∧ : : : ∧ ei_m , ÇÄÅ i1 ¡ i2 ¡ : : : ¡ im, ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÂÁÚÉÓ Œ^m ⋀ R. îÁ ÏÓÎÏŒÁÎÉÉ ÜÔÏÇÏ ŒÙÞÉÓÌÉÔØ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ^m ⋀ R. ú Á Ä Á Þ Á. äÁÔØ (ÐÏ ÁÎÁÌÏÇÉÉ ÓÏ ÓÌÕÞÁÅÍ m = 2) ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ m-Ê ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ S^m(R) ÐÒÏÓ- ÔÒÁÎÓÔŒÁ R ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ m.

10. ôÅÎÚÏÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÅŒËÌÉÄÏŒÙÈ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒ. ðÕÓÔØ R_1 | ÅŒËÌÉÄÏŒÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÓÏ ÓËÁÌÑÒÎÙÍ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅÍ (x; x^′)_1, R_2 | ÄÒÕÇÏÅ ÅŒËÌÉ- ÄÏŒÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÓÏ ÓËÁÌÑÒÎÙÍ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅÍ (y; y^′)_2. ôÏÇÄÁ Œ ÉÈ ÔÅÎÚÏÒÎÏÍ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÉ R_1 ⊗ R_2 ÍÏÖÎÏ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ŒŒÅÓÔÉ ÓËÁÌÑÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ.

óÎÁÞÁÌÁ ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ ÅÇÏ ÄÌÑ ÐÁÒÙ ŒÅËÔÏÒÏŒ x ⊗ y É x^′ ⊗ y^′, ÐÏÌÁÇÁÑ

(x ⊗ y; x^′ ⊗ y^′) = (x; x^′)_1 · (y; y^′)_2:

åÓÌÉ ÔÅÐÅÒØ

X = x_1 ⊗ y_1 + : : : + x_k ⊗ y_k, X^′ = x^′_1 ⊗ y^′_1 + : : : + x^′_l ⊗ y^′_l

| ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÅ ŒÅËÔÏÒÙ ÉÚ R_1 ⊗ R_2, ÔÏ ÐÏÌÏÖÉÍ:

(X; X^′) = k∑ i=1 l∑ j=1 (x_i ⊗ y_i; x^′_j ⊗ y^′_j ): (9)

þÉÔÁÔÅÌÀ ÐÒÅÄÌÁÇÁÅÔÓÑ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ, ÞÔÏ ŒÙÒÁÖÅ- ÎÉÅ (9) ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ ÚÁÄÁÅÔ ÓËÁÌÑÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÎÁ R_1 ⊗ R_2. éÍÅÎÎÏ, ÏÎÏ ÉÍÅÅÔ ÓÍÙÓÌ ÎÁ R_1 ⊗ R_2 (Ô. Å. ÓÏÈÒÁÎÑÅÔÓÑ ÐÒÉ ÚÁÍÅÎÅ ŒÙÒÁÖÅÎÉÊ X É X^′ ÎÁ ÒÁŒÎÙÅ) É ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ŒÓÅÍ ÁËÓÉÏÍÁÍ ÓËÁÌÑÒÎÏÇÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅ- ÎÉÑ.

310 ÐÏÎÑÔÉÅ Ï ÔÅÎÚÏÒÁÈ [ÇÌ. iv

ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ R_1 ⊗R_2 Ó ŒŒÅÄÅÎÎÙÍ Œ ÎÅÍ ÔÁË ÓËÁÌÑÒ- ÎÙÍ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅÍ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÔÅÎÚÏÒÎÙÍ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅ- ÎÉÅÍ ÅŒËÌÉÄÏŒÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ R_1 É R_2.

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ e_1; : : : ; e_m | ÏÒÔÏÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÙÊ ÂÁÚÉÓ Œ R_1, Á f_1; : : : ; f_n | ÏÒÔÏÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÙÊ ÂÁÚÉÓ Œ R_2, ÔÏ ŒÅËÔÏÒÙ e_i ⊗ f_j ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÏÒÔÏÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÙÊ ÂÁÚÉÓ Œ ÔÅÎÚÏÒÎÏÍ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÉ R_1 ⊗ R_2. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ,

(e_i ⊗ f_j; e_i′ ⊗ f_j′ ) = (e_i; e_i′ )_1(f_j; f_j′ )_2:

úÎÁÞÉÔ, ÜÔÏ ŒÙÒÁÖÅÎÉÅ ÒÁŒÎÏ 1 ÐÒÉ i = i^′, j = j^′ É ÒÁŒÎÏ ÎÕÌÀ ŒÏ ŒÓÅÈ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÓÌÕÞÁÑÈ.

ä ï â á œ ì å î é å

ôåïòéñ œïúíõýåîéê

ôÏÞÎÏÅ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÅ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ É ÓÏÂ- ÓÔŒÅÎÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ ÓÁÍÏÓÏÐÒÑÖÅÎÎÏÇÏ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÐÒÅ- ÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ ÞÁÓÔÏ ÎÁÔÁÌËÉŒÁÅÔÓÑ ÎÁ ÚÎÁÞÉÔÅÌØÎÙÅ ŒÙ- ÞÉÓÌÉÔÅÌØÎÙÅ ÔÒÕÄÎÏÓÔÉ. ïÄÎÉÍ ÉÚ ÒÁÓÐÒÏÓÔÒÁÎÅÎÎÙÈ ÍÅÔÏÄÏŒ ÐÒÉÂÌÉÖeÎÎÏÇÏ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÈ ÚÎÁ- ÞÅÎÉÊ Œ ËŒÁÎÔÏŒÏÊ ÍÅÈÁÎÉËÅ É ŒÏ ÍÎÏÇÉÈ ÚÁÄÁÞÁÈ ÔÅÏ- ÒÉÉ ËÏÌeÂÁÎÉÊ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÔÁË ÎÁÚÙŒÁÅÍÙÊ ÍÅÔÏÄ ŒÏÚÍÕ- ÝÅÎÉÊ. üÔÏÔ ÍÅÔÏÄ, ÐÒÉÍÅÎÉÍÙÊ Ë ÌÉÎÅÊÎÙÍ ÐÒÅÏÂÒÁ- ÚÏŒÁÎÉÑÍ ËÁË Œ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÍ, ÔÁË É Œ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÍ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÅ, ÇÒÕÂÏ ÇÏŒÏÒÑ, ÓÏÓÔÏÉÔ Œ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ: ÐÕÓÔØ ÉÚŒÅÓÔÎÙ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ É ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÅ ŒÅËÔÏÒÙ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÓÁÍÏÓÏÐÒÑÖÅÎÎÏÇÏ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁ- ÎÉÑ A. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉe A + ”B , ÇÄÅ B | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÅ ÓÁÍÏÓÏÐÒÑÖÅÎÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ. ôÏÇÄÁ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ A + ”B ÓÕÔØ ÆÕÎËÃÉÉ ÏÔ ”. íÏÖ- ÎÏ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÐÒÉ ” −→ 0 ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ É ŒÅËÔÏÒÙ A + ”B ÓÔÒÅÍÑÔÓÑ Ë ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÍ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍ É ŒÅËÔÏÒÁÍ A. úÁÄÁÞÁ ÓÏÓÔÏÉÔ Œ ÎÁÈÏÖÄÅÎÉÉ ĂÐÏÐÒÁŒÏËĄ Ë ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÍ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍ É ŒÅËÔÏÒÁÍ ÐÒÉ ÚÁÍÅÎÅ ÐÒÅ- ÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ A ÎÁ A + ”B.

§ 1. óÌÕÞÁÊ ÎÅËÒÁÔÎÙÈ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ

ðÕÓÔØ A ÉÍÅÅÔ ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ˘_1; ˘_2; : : : ; ˘_n É ÐÕÓÔØ e_1; e_2; : : : ; e_n | ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÅ

312 ÄÏÂÁŒÌÅÎÉÅ

ÉÍ ÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÙÅ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÅ ŒÅËÔÏÒÙ. ðÕÓÔØ, ÄÁ- ÌÅÅ, B | ËÁËÏÅ-ÌÉÂÏ ÄÒÕÇÏÅ ÓÁÍÏÓÏÐÒÑÖÅÎÎÏÅ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ. óÏÂÓÔŒÅÎÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁ- ÎÉÑ A + ”B ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ ˘_1(”); ˘_2(”); : : : ; ˘_n(”), Á ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÅ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÅ ŒÅËÔÏÒÙ | ÞÅÒÅÚ e_1(”); e_2(”); : : : ; e_n(”). íÏÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ˘_k(”) É e_k(”) ÑŒÌÑ- ÀÔÓÑ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÍÉ É ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÙÍÉ ÆÕÎËÃÉÑ- ÍÉ ÏÔ ”, ÐÒÉÞÅÍ ˘_k(0) = ˘_k, Á e_k(0) = e_k. ðÒÅÄÓÔÁŒÉÍ ÜÔÉ ÆÕÎËÃÉÉ Œ ŒÉÄÅ

˘_k(”) = ˘_k + ”˘^{(1)}_k + : : : É e_k(”) = e_k + ”e^{(1)}_k + : : :^∗)

É ÂÕÄÅÍ ÓÎÁÞÁÌÁ ÉÓËÁÔØ ˘^{(1)}_k É e^{(1)}_k , Ô. Å. ĂÇÌÁŒÎÕÀ ÞÁÓÔØĄ ÐÏÐÒÁŒËÉ Ë e_k = e_k(0) É ˘_k = ˘_k(0). íÙ ÉÍÅÅÍ

(A + ”B)e_k(”) = ˘_k(”)e_k(”);

Ô. Å.

(A+”B)(e_k +”e^{(1)}_k +: : : ) = (˘_k +”˘^{(1)}_k +: : : )(e_k +”e^{(1)}_k +: : : ):

óÒÁŒÎÉÍ ÞÌÅÎÙ ÐÅÒŒÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ” Œ ÏÂÅÉÈ ÞÁÓÔÑÈ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ. íÙ ÐÏÌÕÞÉÍ

Ae^{(1)}_k + Be_k = ˘_ke^{(1)}_k + ˘^{(1)}_k e_k: (1)

õÍÎÏÖÉÍ ÏÂÅ ÞÁÓÔÉ (1) ÓËÁÌÑÒÎÏ ÎÁ e_k:

(Ae^{(1)}_k ; e_k) + (Be_k; e_k) = ˘_k(e^{(1)}_k ; e_k) + ˘^{(1)}_k (e_k; e_k):

ôÁË ËÁË, Œ ÓÉÌÕ ÓÁÍÏÓÏÐÒÑÖÅÎÎÏÓÔÉ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ A,

(Ae^{(1)}_k ; e_k) = (e^{(1)}_k ; Ae_k) = ˘_k(e^{(1)}_k ; e_k);

∗) íÎÏÇÏÔÏÞÉÅ ÚÄÅÓØ É ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÏÔÂÒÏÛÅÎÏ ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ ÐÏÒÑÄËÁ ŒÙÛÅ ÐÅÒŒÏÇÏ ÐÏ ÓÒÁŒÎÅÎÉÀ Ó ”. íÙ ÎÅ ÐÉÛÅÍ ŒÍÅÓÔÏ ÍÎÏÇÏÔÏÞÉÑ o(”), ÞÔÏÂÙ ÎÅ ÚÁÇÒÏÍÏÖÄÁÔØ ÉÚÌÏÖÅÎÉÑ.

§ 1] ÓÌÕÞÁÊ ÎÅËÒÁÔÎÙÈ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ 313 ÔÏ (Be_k; e_k) = ˘^{(1)}_k (e_k; e_k) = ˘^{(1)}_k :

ïÔÓÀÄÁ ˘^{(1)}_k = (Be_k; e_k); (2) É ÐÅÒŒÁÑ ÐÏÌÏŒÉÎÁ ÎÁÛÅÊ ÚÁÄÁÞÉ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÒÅÛÅÎÁ.

œÙÞÉÓÌÉÍ ÔÅÐÅÒØ ÇÌÁŒÎÙÊ ÞÌÅÎ ÐÏÐÒÁŒËÉ Ë ÓÏÂÓÔŒÅÎ- ÎÏÍÕ ŒÅËÔÏÒÕ e_k(”), Ô. Å. e^{(1)}_k . äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÕÍÎÏÖÉÍ ÓËÁ- ÌÑÒÎÏ ÏÂÅ ÞÁÓÔÉ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ (1) ÎÁ e_i, ÇÄÅ i ≠ k. ôÁË ËÁË ŒÅËÔÏÒÙ e_k É e_i ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙ, Ô. Å. (e_k; e_i) = 0 ÐÒÉ i ≠ k, ÔÏ ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ

(Ae^{(1)}_k ; e_i) + (Be_k; e_i) = ˘_k(e^{(1)}_k ; e_i): îÏ, ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÍÕ, ÍÙ ÉÍÅÅÍ

(Ae^{(1)}_k ; e_i) = (e^{(1)}_k ; Ae_i) = ˘_i(e^{(1)}_k ; e_i); ÐÏÜÔÏÍÕ (e^{(1)}_k ; e_i) =

(Be_k; e_i) ˘_k − ˘_i

; i ≠ k: (3)

óÏŒÏËÕÐÎÏÓÔØ ÜÔÉÈ ÒÁŒÅÎÓÔŒ É ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ŒÅËÔÏÒ e^{(1)}_k .

úÁÐÉÛÅÍ ÆÏÒÍÕÌÙ (2) É (3) Œ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏÊ ÆÏÒÍÅ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÕÄÏÂÎÅÅ ŒÓÅÇÏ ŒÙÂÒÁÔØ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÂÁÚÉÓÁ ÓÏÂ- ÓÔŒÅÎÎÙÅ ŒÅËÔÏÒÙ e_1; : : : ; e_k ĂÎÅŒÏÚÍÕÝÅÎÎÏÇÏĄ ÐÒÅÏÂÒÁ- ÚÏŒÁÎÉÑ A. íÁÔÒÉÃÕ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ B Œ ÜÔÏÍ ÂÁÚÉÓÅ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ b_{ij}, Ô. Å. Be_j = ∑ b_{jk}e_k É, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØ- ÎÏ, (Be_j ; e_i) = b_{ij} :

ëÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ŒÅËÔÏÒÁ e^{(1)}_k | ÇÌÁŒÎÏÇÏ ÞÌÅÎÁ ĂÐÏÐÒÁŒ- ËÉĄ | ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ ¸_1; : : : ; ¸_k; : : : ; ¸_n, Ô. Å.

e^{(1)}_k = ¸_1e_1 + : : : + ¸_ne_n (4) É, ÚÎÁÞÉÔ, ¸_i = (e^{(1)}_k ; e_i):

314 ÄÏÂÁŒÌÅÎÉÅ

æÏÒÍÕÌÙ (2) É (3) ÐÒÉÏÂÒÅÔÕÔ ŒÉÄ

˘^{(1)}_k = b_{kk}; (2^′)

¸_i = b^{ik}˘_k − ˘_i : (3^′)

óÁÍ ŒÅËÔÏÒ e^{(1)}_k ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÞÉÓÌÁÍÉ ¸_i = (e^{(1)}_k ; e_i) ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ (4). õ ÎÁÓ ÏÓÔÁÌÁÓØ ÎÅÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÊ k-Ñ ËÏÏÒÄÉ- ÎÁÔÁ ¸_k. ïÎÁ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÉÚ ÕÓÌÏŒÉÑ ÎÏÒÍÉÒÏŒËÉ ÓÏÂ- ÓÔŒÅÎÎÏÇÏ ŒÅËÔÏÒÁ, Ô. Å. ÉÚ ÕÓÌÏŒÉÑ, ÞÔÏÂÙ ÄÌÉÎÁ ŒÅËÔÏ- ÒÁ e_k + ”e^{(1)}_k + : : : ÂÙÌÁ ÒÁŒÎÁ ÅÄÉÎÉÃÅ. íÙ ÉÍÅÅÍ

(e_k + ”e^{(1)}_k + : : : ; e_k + ”e^{(1)}_k + : : : ) = 1; Ô. Å.

(e_k; e_k) + ”[(e^{(1)}_k ; e_k) + (e_k; e^{(1)}_k )] + : : : = 1: óÒÁŒÎÉŒÁÑ ÞÌÅÎÙ ÐÒÉ ÐÅÒŒÙÈ ÓÔÅÐÅÎÑÈ ”, ÉÍÅÅÍ (e^{(1)}_k ; e_k) + (e_k; e^{(1)}_k ) = 0. üÔÏÍÕ ÕÓÌÏŒÉÀ ÍÏÖÎÏ ÕÄÏŒÌÅ- ÔŒÏÒÉÔØ, ÐÏÌÁÇÁÑ^∗)

¸_k = (e^{(1)}_k ; e_k) = 0: (5) ïËÏÎÞÁÔÅÌØÎÏ ÉÍÅÅÍ ˘^{(1)}_k = b_{kk}; (I)

e^{(1)}_k = n∑ i=1 i≠k

b_{ik} ˘_k − ˘_i e^i; (II)

ÇÄÅ b_{ik} = (Be_k; e_i), Á ˘_k | ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ĂÎÅŒÏÚ- ÍÕÝÅÎÎÏÇÏĄ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ A.

∗) œ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ (e^{(1)}_k ; e_k) + (e_k; e^{(1)}_k ) = 2 Re(e^{(1)}_k ; e_k), É ÍÙ ÍÏÇÌÉ ÂÙ ÓÞÉÔÁÔØ (e^{(1)}_k ; e_k) ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÎÕÌÅÍ, ÎÏ É ÐÒÏÉÚŒÏÌØ- ÎÙÍ ÞÉÓÔÏ ÍÎÉÍÙÍ ÞÉÓÌÏÍ. üÔÏ ÓŒÑÚÁÎÏ Ó ÔÅÍ, ÞÔÏ ÎÏÒÍÉÒÏŒËÁ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÇÏ ŒÅËÔÏÒÁ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ÅÇÏ Œ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ Ó ÔÏÞ- ÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÍÎÏÖÉÔÅÌÑ, ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ ÒÁŒÎÏÇÏ ÅÄÉÎÉÃÅ.

§ 1] ÓÌÕÞÁÊ ÎÅËÒÁÔÎÙÈ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ 315

äÌÑ ÐÏÌÕÞÅÎÉÑ ÆÏÒÍÕÌ (I) É (II) ÍÙ ŒÙÂÒÁÌÉ ÂÁÚÉÓ, ÓÏÓÔÏÑÝÉÊ ÉÚ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ A. ðÒÉ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ ÆÏÒÍÕÌÙ (2) É (3) ÔÁËÖÅ ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔ ˘^{(1)}_k É e^{(1)}_k . þÔÏÂÙ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÆÏÒÍÕÌÙ, ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÅ (I) É (II) Œ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÍ ÏÒÔÏ- ÇÏÎÁÌØÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ, ÎÁÄÏ ÚÎÁÔØ ÔÏÌØËÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ŒÅËÔÏÒÏŒ e_k É ÍÁÔÒÉÃÕ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ B Œ ÜÔÏÍ ÂÁÚÉÓÅ. ðÕÓÔØ ÍÁÔÒÉÃÁ B ÅÓÔØ ‖fi¯˚ ‖, Á e^{(1)}_k = (c^{(k)}_1 ; : : : ; c^{(k)}n ). ôÏÇÄÁ ÉÚ (2) ÐÏÌÕÞÁÅÍ

˘_k = n∑ ¯;˚=1

fi¯˚ c^{(k)}_¯ c^{(k)}_˚ ;

Á ÉÚ (3) ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÓÉÓÔÅÍÕ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ ÄÌÑ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ı1; : : : ; ın ŒÅËÔÏÒÁ e^{(1)}_k :

ı1c^{(i)}_1 + ı2c^{(i)}_2 + : : : + ınc^{(i)}_n = = ∑ ¯;˚ fi_{¯˚} c^{(i)}_¯ c^{(k)}_˚

˘_k − ˘_i (i = 1; 2; : : : ; k − 1; k + 1; : : : ; n):

îÅÄÏÓÔÁÀÝÅÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ ÓÎÏŒÁ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÉÚ ÕÓÌÏŒÉÑ (5) ÎÏÒÍÉÒÏŒ- ËÉ ŒÅËÔÏÒÁ e_k(”):

ı1c^{(k)}_1 + ı2c^{(k)}_2 + : : : + ınc^{(k)}_n = 0:

ôÁË ËÁË ŒÅËÔÏÒÙ e1; : : : ; en ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙ, ÔÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ÜÔÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ÏÔÌÉÞÅÎ ÏÔ ÎÕÌÑ, É ÞÉÓÌÁ ı1; ı2; : : : ; ın ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÉÚ ÎÅÅ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ.

îÁÊÄÅÍ ÔÅÐÅÒØ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ŒÏ ŒÔÏÒÏÍ ÐÒÉ- ÂÌÉÖÅÎÉÉ, Ô. Å. Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÞÌÅÎÏŒ ÐÏÒÑÄËÁ ”^2.

íÙ ŒÉÄÅÌÉ, ÞÔÏ, ÄÌÑ ÔÏÇÏ ÞÔÏÂÙ ÎÁÊÔÉ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ Œ ÐÅÒŒÏÍ ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÉÉ [ÆÏÒÍÕÌÁ (2)], ÄÏÓÔÁ- ÔÏÞÎÏ ÂÙÌÏ ÚÎÁÔØ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÊ ŒÅËÔÏÒ Œ ÎÕÌÅŒÏÍ ÐÒÉ- ÂÌÉÖÅÎÉÉ. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÄÌÑ ÔÏÇÏ ÞÔÏÂÙ ÎÁÊÔÉ ŒÔÏÒÏÅ ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÉÅ Ë ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÍÕ ÚÎÁÞÅÎÉÀ, ÎÁÍ ÄÏÓÔÁÔÏÞ- ÎÏ ÂÕÄÅÔ ÚÎÁÔØ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÅ ŒÅËÔÏÒÙ Œ ÐÅÒŒÏÍ ÐÒÉÂÌÉ- ÖÅÎÉÉ. íÙ ÉÍÅÅÍ

(A + ”B)e_k(”) = ˘_k(”)e_k(”):

316 ÄÏÂÁŒÌÅÎÉÅ

ðÏÄÓÔÁŒÉÍ Œ ÜÔÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ: e_k(”) = e_k + ”e^{(1)}_k + ”^2e^{(2)}_k + : : : ; ˘_k(”) = ˘_k + ”˘^{(1)}_k + ”^2˘^{(2)}_k + : : :

É ÓÒÁŒÎÉÍ ÞÌÅÎÙ ÐÒÉ ”^2. ðÏÌÕÞÉÍ

Be^{(1)}_k + Ae^{(2)}_k = ˘^{(2)}_k e_k + ˘^{(1)}_k e^{(1)}_k + ˘_ke^{(2)}_k : (6) äÌÑ ÔÏÇÏ ÞÔÏÂÙ ÎÁÊÔÉ ˘^{(2)}_k , ÕÍÎÏÖÉÍ ÓËÁÌÑÒÎÏ ÏÂÅ ÞÁ- ÓÔÉ ÜÔÏÇÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ÎÁ e_k. õÞÉÔÙŒÁÑ, ÞÔÏ (Ae^{(2)}_k ; e_k) = = (e^{(2)}_k ; Ae_k) = ˘_k(e^{(2)}_k ; e_k), ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ (Be^{(1)}_k ; e_k) = ˘^{(2)}_k + ˘^{(1)}_k (e^{(1)}_k ; e_k):

ôÁË ËÁË, Œ ÓÉÌÕ (5) (e^{(1)}_k ; e_k) = 0, ÔÏ ˘^{(2)}_k = (Be^{(1)}_k ; e_k):

îÏ e^{(1)}_k = ∑ ¸_ie_i. ðÏÄÓÔÁŒÌÑÑ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ Œ ÓÉÌÕ ÆÏÒÍÕÌÙ (3) ÄÌÑ ÐÅÒŒÏÇÏ ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÉÑ

˘^{(2)}_k = n∑ i=1 ¸_i(Be_i; e_k) = n∑ i=1 i≠k

(Be_k; e_i)(Be_i; e_k) ˘_k − ˘_i ;

Á ÔÁË ËÁË (Be_k; e_i) = (Be_i; e_k), ÔÏ ÏËÏÎÞÁÔÅÌØÎÏ ÉÍÅÅÍ

˘^{(2)}_k = n∑ i=1 i≠k

|(Be_k; e_i)|^2 ˘_k − ˘_i ;

ÇÄÅ e_k | ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÅ ŒÅËÔÏÒÙ, Á ˘_k | ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÅ ÚÎÁ- ÞÅÎÉÑ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ A, ÉÌÉ

˘^{(2)}_k = n∑ i=1 i≠k

|b_{ik}|^2 ˘_k − ˘_i :

§ 2] ÓÌÕÞÁÊ ËÒÁÔÎÙÈ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ 317

ú Á Ä Á Þ Á. îÁÊÔÉ ÐÏÐÒÁŒËÉ ÄÌÑ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÇÏ ŒÅËÔÏÒÁ ŒÏ ŒÔÏ- ÒÏÍ ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÉÉ, ÕÍÎÏÖÁÑ ÓËÁÌÑÒÎÏ ÏÂÅ ÞÁÓÔÉ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ (6) ÎÁ ei.

ïÔŒÅÔ.

e^{(2)}_k = ∑ i≠k ∑ j≠k

b_{ij} b_{jk} (˘_i − ˘_k)(˘_j − ˘_k) e^i − − ∑ i≠k

b_{kk}b_{ik} (˘_i − ˘_k)^2 ei − ∑ i≠k

|b_{ik}|^2 (˘_i − ˘_k)^2 e_k 2 : ëÒÏÍÅ ÕËÁÚÁÎÎÙÈ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ ÎÁÄÏ ŒÏÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØÓÑ ÔÁËÖÅ ÕÓÌÏŒÉ- ÅÍ ÎÏÒÍÉÒÏŒËÉ, Ô. Å. ÒÁŒÅÎÓÔŒÏÍ

(e_k + ”e^{(1)}_k + ”^2e^{(2)}_k + : : : ; e_k + ”e^{(1)}_k + ”^2e^{(2)}_k + : : : ) = 1:

§ 2. óÌÕÞÁÊ ËÒÁÔÎÙÈ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅÐÅÒØ ÓÌÕÞÁÊ, ËÏÇÄÁ ˘ ÅÓÔØ r-ËÒÁÔÎÏÅ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ A. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅ- ÒÅÚ f_1; f_2; : : : ; f_r (1)

ËÁËÉÅ-ÌÉÂÏ r ÐÏÐÁÒÎÏ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÈ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ A, ÏÔŒÅÞÁÀÝÉÈ ÜÔÏÍÕ ÓÏÂ- ÓÔŒÅÎÎÏÍÕ ÚÎÁÞÅÎÉÀ ˘. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ, ÔÁË ËÁË e_i (i = 1; 2; : : : ; r) ÏÔŒÅÞÁÀÔ ÏÄÎÏÍÕ É ÔÏÍÕ ÖÅ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏ- ÍÕ ÚÎÁÞÅÎÉÀ ˘, ÔÏ ÌÉÎÅÊÎÁÑ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÑ ÜÔÉÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ ÔÁËÖÅ ÂÕÄÅÔ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÍ ŒÅËÔÏÒÏÍ, ÏÔŒÅÞÁÀÝÉÍ ÜÔÏ- ÍÕ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÍÕ ÚÎÁÞÅÎÉÀ. üÔÉÍÉ ÌÉÎÅÊÎÙÍÉ ËÏÍÂÉ- ÎÁÃÉÑÍÉ ÉÓÞÅÒÐÙŒÁÀÔÓÑ ŒÓÅ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÐÒÅ- ÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ A, ÏÔŒÅÞÁÀÝÉÅ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÍÕ ÚÎÁÞÅÎÉÀ ˘.

ðÒÉ ÚÁÍÅÎÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ A ÎÁ A + ”B ÓÏÂÓÔŒÅÎ- ÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÐÅÒÅÓÔÁÎÅÔ, ŒÏÏÂÝÅ ÇÏŒÏÒÑ, ÂÙÔØ ËÒÁÔ- ÎÙÍ, É ŒÍÅÓÔÏ ˘ ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ r ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÓÏÂÓÔŒÅÎ- ÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ˘_1(”); ˘_2(”); : : : ; ˘_r(”). óÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÅ ÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÙÅ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÅ ŒÅËÔÏÒÙ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ e_1(”); e_2(”); : : : ; e_r(”).

îÁÐÒÉÍÅÒ, ÅÓÌÉ A | ÅÄÉÎÉÞÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ, Ô. Å. A = E, Œ n-ÍÅÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ, Á B | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÅ ÓÁÍÏÓÏÐÒÑÖÅÎÎÏÅ

318 ÄÏÂÁŒÌÅÎÉÅ

ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ Ó ÐÏÐÁÒÎÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÍÉ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÍÉ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ ˘1; : : : ; ˘n, ÔÏ A = E ÉÍÅÅÔ n-ËÒÁÔÎÏÅ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ 1, Á A+”B = E +”B ÉÍÅÅÔ n ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ 1+˘1”, 1 + ˘2”, : : : , 1 + ˘n”.

áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÓÌÕÞÁÀ ÐÒÏÓÔÙÈ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ˘_i(”) É e_i(”) ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÍÉ É ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕ- ÅÍÙÍÉ ÆÕÎËÃÉÑÍÉ ÏÔ ”. ðÒÉ ” −→ 0 ˘_i(”) ÓÔÒÅÍÑÔÓÑ Ë ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÍÕ ÚÎÁÞÅÎÉÀ A, Ô. Å. Ë ˘_i. íÙ ÉÍÅÅÍ

˘_i(”) = ˘_i + ”˘^{(1)}_i + ”^2˘^{(2)}_i + : : : (2)

äÌÑ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ e_i(”) ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ A+”B ÍÙ ÉÍÅÅÍ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏÅ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ

e_i(”) = e_i + ”e^{(1)}_i + ”^2e^{(2)}_i + : : : ; (3)

e_i = lim_{”→0} e_i(”), É ÚÎÁÞÉÔ, e_i ÅÓÔØ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÊ ŒÅËÔÏÒ ÐÒÅ- ÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ A, ÏÔŒÅÞÁÀÝÉÊ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÍÕ ÚÎÁÞÅÎÉÀ ˘. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, e_i ÅÓÔØ ËÁËÁÑ-ÔÏ, ÚÁÒÁÎÅÅ ÎÁÍ ÎÅÉÚŒÅÓÔ- ÎÁÑ, ÌÉÎÅÊÎÁÑ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÑ ŒÅËÔÏÒÏŒ (1). ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, Œ ÏÔÌÉÞÉÅ ÏÔ ÓÌÕÞÁÑ ÎÅËÒÁÔÎÙÈ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ, ÓÁÍÉ e_i ÔÁËÖÅ ÐÏÄÌÅÖÁÔ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ. ðÏÄÓÔÁŒÉÍ Œ ÒÁ- ŒÅÎÓÔŒÏ (A + ”B)e_i(”) = ˘_i(”)e_i(”) ŒÙÒÁÖÅÎÉÑ (2) É (3). óÒÁŒÎÉŒÁÑ, ËÁË É Œ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÐÒÉ ”, ÐÏÌÕÞÁÅÍ

Be_i + Ae^{(1)}_i = ˘e^{(1)}_i + ˘^{(1)}_i e_i; i = 1; : : : ; r: (4)

úÄÅÓØ ŒÅËÔÏÒ e_i ÑŒÌÑÅÔÓÑ, ËÁË ÂÙÌÏ ÕËÁÚÁÎÏ, ÌÉÎÅÊÎÏÊ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÅÊ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ f_1; : : : ; f_r:

e_i = ȷ_1f_1 + ȷ_2f_2 + : : : + ȷ_rf_r:

îÁÛÁ ÃÅÌØ | ÎÁÊÔÉ ÞÉÓÌÏ ˘^{(1)}_i É ŒÅËÔÏÒ e_i, Ô. Å. ÞÉÓÌÁ ȷ_1; : : : ; ȷ_r.

õÍÎÏÖÁÑ ÏÂÅ ÞÁÓÔÉ (4) ÓËÁÌÑÒÎÏ ÎÁ f_k, ÐÏÌÕÞÉÍ

(Be_i; f_k) + (Ae^{(1)}_i ; f_k) = (˘e^{(1)}_i ; f_k) + ˘^{(1)}_i (e_i; f_k);

§ 2] ÓÌÕÞÁÊ ËÒÁÔÎÙÈ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ 319

ÉÌÉ, ÔÁË ËÁË (Ae^{(1)}_i ; f_k) = (e^{(1)}_i ; Af_k) = ˘_k(e^{(1)}_i ; f_k), (Be_i; f_k) = ˘^{(1)}_i (e_i; f_k):

ðÏÄÓÔÁŒÌÑÑ Œ ÌÅŒÕÀ ÞÁÓÔØ ÜÔÏÇÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ŒÍÅÓÔÏ e_i ÅÇÏ ŒÙÒÁÖÅÎÉÅ É ÚÁÍÅÞÁÑ, ÞÔÏ (e_i; f_k) = ȷ_k, ÐÏÌÕÞÉÍ r∑ p=1 (Bf_p; f_k)ȷ_p = ˘^{(1)}_i ȷ_k; (5) ÉÌÉ r∑ p=1 b_{kp}ȷ_p = ˘^{(1)}_i ȷ_k; (I) ÇÄÅ (Bf_p; f_k) = b_{kp}:

éÔÁË, ÞÉÓÌÁ ˘^{(1)}_i ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÍÉ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ ÍÁÔÒÉÃÙ ‖b_{kp}‖, k; p = 1; 2; : : : ; r, Ô. Å. ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÉÚ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ Det ‖b_{ik} − ˘œ_{ik}‖ = 0;

Á ŒÅËÔÏÒ e_i ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ e_i = ȷ_1f_1 + : : : + ȷ_rf_r;

ÇÄÅ ÞÉÓÌÁ ȷ_i ÎÁÈÏÄÑÔÓÑ ÉÚ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ (I).

áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÍÏÖÎÏ ÂÙÌÏ ÂÙ ÎÁÊÔÉ ÐÏÐÒÁŒËÉ Ë ÓÏÂ- ÓÔŒÅÎÎÙÍ ŒÅËÔÏÒÁÍ, Ô. Å. e^{(1)}_k ; e^{(2)}_k , É ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÐÏÐÒÁŒ- ËÉ Ë ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÍ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍ, Ô. Å. ˘^{(2)}_i .

éÚÒÁÉÌØ íÏÉÓÅÅŒÉÞ çÅÌØÆÁÎÄ

ìåëãéé ðï ìéîåêîïê áìçåâòå ÐÑÔÏÅ ÉÚÄÁÎÉÅ

òÅÄÁËÔÏÒ œ. œ. ñÝÅÎËÏ ôÅÈÎÉÞÅÓËÉÊ ÒÅÄÁËÔÏÒ œ. à. òÁÄÉÏÎÏŒ èÕÄÏÖÎÉË à. œÉÎÅÃËÉÊ ïÒÉÇÉÎÁÌ-ÍÁËÅÔ ÐÏÄÇÏÔÏŒÌÅÎ íãîíï îÁÂÏÒ à. å. çÁÌÑÍÉÎÁ

ïïï "äÏÂÒÏÓŒÅÔ\ òÅÄÁËÃÉÑ: ÔÅÌ. (095) 238{23{33 ìò Ć 064934 ðÏÄÐÉÓÁÎÏ Œ ÐÅÞÁÔØ 22.09.98 æÏÒÍÁÔ 84 × 108=32. âÕÍÁÇÁ ÏÆÓÅÔÎÁÑ Ć 1 ðÅÞÁÔØ ÏÆÓÅÔÎÁÑ. ïÂSSÅÍ 10 ÐÅÞ. Ì ôÉÒÁÖ 5000 ÜËÚ. úÁËÁÚ Ć ãÅÎÁ ÄÏÇÏŒÏÒÎÁÑ ðÏ ŒÏÐÒÏÓÁÍ ÚÁËÕÐÏË ÏÂÒÁÝÁÔØÓÑ Œ ôïï "þÅòÏ\.

ïÔÄÅÌ ÒÅÁÌÉÚÁÃÉÉ: ÔÅÌ. (095) 939{34{39, (095) 939{47{09

ïÔÐÅÞÁÔÁÎÏ Ó ÇÏÔÏŒÙÈ ÄÉÁÐÏÚÉÔÉŒÏŒ óÁÍÁÒÓËÉÊ ÄÏÍ ÐÅÞÁÔÉ. ðÒÏÓÐ. ëÁÒÌÁ íÁÒËÓÁ, 201